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RESUMO

Os modelos de Ising de spin-1/2 e spin-1, e o de Blume-Capel de spin-1 foram
estudados em redes de uma, duas e trés dimensoes. Foi empregado o método
variacional baseado na desigualdade de Bogoliubov para a energia livre. Os

hamiltonianos tentativa utilizados consistem em blocos de spins livres, de pares de
spins, e da combinagao de spins livres mais pares de spins. Para as trés
aproximagoes, foram obtidas as quantidades termodinamicas de interesse, bem como
a temperatura critica e o comportamento perto da transicao, neste ultimo caso para
se obter os respectivos expoentes criticos. Os resultados foram comparados entre si,
bem como com os resultados exatos, quando disponiveis, ou provenientes de outras
aproximacoes mais elaboradas. Verifica-se que a medida que se incorpora mais
interagoes nos hamiltonianos tentativa, melhores resultados sao obtidos para a
temperatura de transicao, embora os expoentes criticos continuem sempre sendo os
mesmo de campo médio usual.
Palavras-Chave: Modelo de Ising,Blume-Capel,desigualdade de Bogoliubov, campo

médio.



ABSTRACT

The spin-1/2 and spin-1 Ising models, as well as the spin-1 Blume-Capel model have
been studied in one-, two-, and three-dimensional lattices. A variational method
based on Bogoliubov inequality for the free-energy has been employed. The trial

Hamiltonians consist of clusters of free spins, pairs of spins, and a combination of free

spins and pairs of spins. For the three approximations, the thermodynamic quantities

of interest have been calculated, together with the critical transition temperature and
the behavior close to the transition, in the latter case in order to compute the
corresponding critical exponents. The results have been compared to each other as
well with exact results, when available, or results coming from more reliable
approximate methods. It has been noted that as more interactions are taken into
account in the trial Hamiltonian, better results are obtained for the transition
temperature, although the critical exponents are always the mean field like ones.

Keywords: Ising Model,Blume-Capel,Bogoliubov inequality, mean field.
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1 Introducao

Transicoes de fase sao fenomenos fisicos que ocorrem em um grande ntimero de
sistemas naturais, nos quais a variacao de um ou mais parameétros externos leva a
mudancas bastante sensiveis nas caracteristicas, tanto macroscépicas como
microscépicas, do sistema. Como exemplo mais simples podemos citar a passagem de
uma substancia pura do estado sélido para o estado liquido, do liquido para o gasoso,
ou mesmo do soélido para o gasoso. Outros exemplos, que podem ser citados, sao: a
transicao entre duas fases ferromagnéticas distintas; a passagem continua de uma
fase paramagnética para uma fase ferromagnética a temperatura de Curie em alguns
metais e ligas metdlicas; as transicoes de fase em estruturas cristalinas, com a
passagem de uma estrutura a outra; a ocorréncia, no *He liquido, de uma transicao
entre o chamado estado I de fluidez normal e o estado II, no qual ndo ha viscosidade
e o liquido ¢ considerado superfluido; também podemos citar a passagem do estado de
condutividade normal para um estado de supercondutividade em alguns metais, etc.
(veja, por exemplo, referéncias [1-3]).

Do ponto de vista da termodinamica, cada fase de um sistema pode ser descrita, no
equilibrio, por um potencial termodinamico adequado, comumente chamado de
energia livre, que é funcao das variaveis termodinamicas apropriadas e utilizadas para
descrever o sistema [2, 3]. Em equilibrio, um sistema termodinamico tende para o
estado de minima energia livre. Portanto, de acordo com os valores das variaveis para
as quais o sistema possui minima energia livre, podemos dizer em qual fase ele se
encontra. Quando a energia livre de duas ou mais fases sao iguais, elas podem
coexistir em um ponto, numa linha, drea, ou mesmo num hipervolume do diagrama
de fases. O diagrama de fases, por sua vez, é construido no espaco termodinamico,
isto é, no espaco n-dimensional gerado pelas n variaveis termodinamicas do sistema
(p.e., num fluido contido num recipiente fechado, temos a pressao, volume e
temperatura como varidveis termodinamicas).

A regido de coexisténcia pode ser expressa pela regra de fase de Gibbs [3,4], que
relaciona o nimero de graus de liberdade com a quantidade de fases e o nimero de
componentes presente no sistema. Por graus de liberdade entende-se as variaveis

independentes externamente controlaveis, tais como, temperatura, pressao e



composicao, campo externo, etc. Entao, dadas a quantidade de variaveis externas e a
quantidade de componentes, pode-se dizer quantas fases hd no sistema e ter-se uma
ideia qualitativa do respectivo diagrama de fases (uma discussao detalhada da regra

de fases de Gibbs encontra-se nas referéncias [3,4]).

As mudancas de uma fase para outra nao sao todas do mesmo tipo. Por exemplo, as
passagens entre fases que sao acompanhadas pela liberacao ou absorcao de uma
quantidade de calor, chamado calor latente, e apresentam uma descontinuidade em
certas variaveis extensivas, como entropia e volume, sao denominadas transicoes de
fase de primeira ordem. O calor latente esta relacionado com mudancas no arranjo
atomico ou molecular do sistema que ocorrem quando passamos de uma fase a outra,
por exemplo, quando a dgua se liquefaz ha uma liberacao de calor latente e ha uma
mudanca no distanciamento médio das moléculas. Por outro lado, existem transicoes
em que nao se tem o calor latente e nem descontinuidade nas varidveis extensivas.

Nesse caso, essas transicoes sao chamadas de segunda ordem.

De acordo com o que foi descrito acima, as transicoes podem entao ser classificadas
em dois tipos distintos: de primeira ordem ou de segunda ordem, que também podem
ser chamadas de descontinuas ou continuas, respectivamente. Em transigoes de
primeira ordem, além da existéncia do calor latente comentado no paragrafo anterior,
h& um salto em uma ou mais grandezas extensivas como volume, entropia,
magnetizacao, etc. Por exemplo, no caso da ebulicao de um fluido, temos uma
descontinuidade no volume, e por conseguinte, uma descontinuidade na densidade.
Outros tipos de transi¢oes nao envolvem a absorcao ou liberacao de calor latente, mas
sao descritas por meio de mudancas continuas nas grandezas extensivas do sistema.
No diagrama de fases de um fluido, no plano pressao versus temperatura, isto se da
no fim da curva de coexisténcia liquido-vapor, onde a diferenca de densidades vai
continuamente a zero, e se anula no ponto chamado de ponto critico, que é onde
ocorre a transicao de segunda-ordem. Fenomeno similar acontece no caso de um
sistema magnético, no plano campo externo versus temperatura. A Figura [1] ilustra,
esquematicamente, os respectivos diagramas de fases de uma substancia pura e de um
ferromagneto simples nos planos campos versus temperatura. No caso do fluido, além
do ponto critico na linha da coexisténcia ente as fases liquida e gasosa, temos um
ponto triplo, onde as trés fases, gasosa, liquida e sélida, coexistem. Nao se tem um

ponto critico na linha de coexisténcia das fases liquida e sélida, provavelmente por



impedimentos de simetria entre as mesmas. Notamos, ainda, uma grande similaridade

nas transicoes de fases entre o liquido e o gés, e nas transicoes entre as duas fases

ordenadas ferromagneticamente. No caso magnético, para campo nulo, as duas fases
com orientacoes de spins opostas coexistem para temperaturas 7' menores que a

temperatura critica 7.
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Figura 1 — Diagrama de fases (a) no plano p7" para um fluido simples, e (b) no plano
HT para um ferromagneto. T, é a temperatura critica. No caso do fluido,
temos um ponto triplo. No caso magnético, as setas indicam as orientagoes
de spins ao longo do campo externo. As curvas pontilhadas mostram que
se pode ir de uma fase a outra sem nenhuma anomalia na energia livre.
Figura retirada de [1].

Para cada sistema, pode-se definir um paramétro apropriado para descrever as
diferentes fases. Por exemplo, nas transicoés da fase ferromagnética para a fase
paramagnética, o paramétro apropriado é a magnetizagao média do sistema; no caso
da transigao liquido-vapor, que ocorre ao longo da curva de coexisténcia liquido-vapor
do diagrama de fases, o parametro apropriado é a diferenca entre as respectivas
densidades. Estas grandezas sao chamadas parametros de ordem e podem dar uma
descricao melhor do tipo de transicao de fase: quando ha um salto no parametro de
ordem, ha uma transicao de primeira ordem; quando ha uma mudanca continua no
parametro de ordem, hé uma transicao de segunda ordem. Em cada caso, a fase
desordenada é caracterizada por um parametro de ordem nulo, e a fase ordenada por
um parametro de ordem diferente de zero.

As transigoes de segunda ordem sao interessantes de serem estudadas por

apresentarem comportamentos bem peculiares na regiao critica. Para fluidos,



observa-se nesta regiao que as flutuacoes da densidade geram aglomerados de todos os
tamanhos, inclusive dos tamanhos da faixa que corresponde ao visivel. Tais
aglomerados provocam forte espalhamento da luz, caracterizando o fenomeno da
opalescéncia critica. Esse fenomeno foi primeiramente relatado por Thomas Andrews
em experimentos com diéxido de carbono. Similarmente, nos materiais magnéticos, os
dominios com orientacoes opostas de spin, que coexistem ao longo da linha de
transigao de fase, formam aglomerados de todos os tamanhos na regiao critica, e que
podem ser observados através de experiéncias de espalhamento de neutrons.
Para tentar explicar as transi¢oes continuas em fluidos, van der Waals desenvolveu
uma equacao fenomenoldgica, a partir da equagao de Boyle para os gases ideais,
levando em conta o volume ocupado pelas moléculas e a for¢a de atracao entre as
mesmas [1,2,4]. Ele conseguiu obter os valores criticos de pressao, temperatura e
volume em funcao de paramétros fenomenolégicos. Similarmente, Weiss desenvolveu
uma teoria para materiais que apresentam transicoes de fase magnéticas, na qual
considera-se um campo médio provocado por todas as particulas atuando sobre cada
sitio [1,2,4]. Estas teorias fornecem uma explicagao qualitativa dos fenoménos criticos,
mas nao dao uma descricao quantitativa dos mesmos. Esses resultados sao conhecidos
como classicos, ou de campo médio.

Uma caracteristica marcante nas transicoes continuas reside no fato dos respectivos
parametros de ordem de fluidos simples e ferromagnetos apresentarem
comportamentos criticos muito similares. Em outras palavras, as fungoes que os
descrevem possuem o mesmo comportamento assintético perto da temperatura de
transicao. Tal comportamento pode ser expresso por uma lei de poténcia com um

expoente, em geral, nao inteiro.



No caso do parametro de ordem, que designaremos por m, pois iremos tratar
basicamente de sistemas magnéticos, tal comportamento proximo a transicao pode

ser descrito por

m = B(—¢)”, (1.1)

sendo B uma constante nao universal e e = (T' — T.)/T.. [ é o chamado expoente
critico correspondente ao parametro de ordem. Naturalmente, outras grandezas, como
calor especifico, susceptibilidade, compressibilidade, fungoes de correlagao, etc.
possuem seus respectivos comportamentos assintoticos. Portanto, o conjunto desses
expoentes criticos determinam o comportamento termodinamico do sistema perto da
criticalidade.

Como iremos obter alguns expoentes criticos usando um tipo de aproximacao de
campo médio, vamos definir abaixo os expoentes da susceptibilidade magnética a
campo nulo e do calor especifico a campo externo constante. As definicoes dos
restantes dos expoentes podem ser vistos nas referéncias [1] e [2]. No caso da
susceptibilidade magnética x, a campo nulo, temos o seguinte comportamento

assimptoético perto da transicao

/

XN

()™ [T<T., H=0 12)

! T>T., H=0],

onde os correspondentes expoentes criticos 7y e 7/, abaixo e acima de T,
respectivamente, sao iguais.
O comportamento assimptotico do calor especifico, a campo magnético constante, é

dado por

(—e) [T <T., H=0]

Oy ~
e [T>Tcu HZO]?

(1.3)
L. 7 / ~ 7’ . .
onde os expoentes criticos do calor especifico a e o’ sao também iguais.
Ocorre entao de diferentes sistemas, do ponto de vista microscépico, possuirem o
mesmo conjunto de expoentes criticos. Quando isso ocorre, diz-se que eles pertecem a

mesma classe de universalidade. Na verdade, o que determina a qual classe de



universalidade pertence um determinado sistema sao a dimensao espacial em que ele
se encontra, o numero de componentes do parameétro de ordem e o alcance das
interagoes entre as particulas [2]. Por exemplo, no modelo de Ising tridimensional,
usado para descrever um material ferromagnético simples, o paramétro de ordem ¢é a
magnetizacao média por spin, com somente uma componente, e as interacoes sao
entre primeiros vizinhos, ou seja, de curto alcance; no caso de um fluido simples, ele
também se encontra distribuido tridimensionalmente, o seu paramétro de ordem é a
diferenca de densidades, representada por um escalar, e as interagoes sao de curto
alcance. Sendo assim, estes dois sistemas referidos pertencem a mesma classe de
universalidade. Varios trabalhos tedricos, bem como experimentais, confirmam esse
resultado. Outro exemplo de classe de universalidade é o modelo XY, no qual se
encaixam materias magnéticos com magnetizacao planar e transicoes de fluidos

normais para superfluidos [2].

Outro aspecto importante, a respeito da criticalidade, sao as relagoes que existem
entre os expoentes criticos. Por exemplo, existem alguns conjuntos de inequagoes
relacionando expoentes criticos de um mesmo sistema, e que sao, em maioria,
derivadas simplesmente de argumentos termodinamicos [1]. E possivel mostrar, a
partir da chamada hipdtese de escala, que foi proposta por Widom, que estas
inequacoes tornam-se na verdade equacgoes, e que o nimero de equagoes realmente
independentes é bem menor que o nimero total de relagoes obtidas entre os expoentes
criticos. Em tal hipdtese assume-se que a energia livre seja uma func¢ao homogénea
generalizada das variaveis das quais ela depende. Existe um nimero muito
abrangente de resultados de modelos, bem como evidéncias experimentais, que

corroboram a hipétese de escala de Widom.

Em paralelo com os resultados experimentais e teorias fenomenolégicas, modelos
tedricos foram também propostos para a descricao das transi¢oes continuas. No caso
magnético, um modelo que descreve simplificadamente um ferromagneto é o
conhecido modelo de Ising, proposto por Lenz em 1925 como problema de tese de
doutorado para seu aluno, Ernest Ising [5]. Neste modelo, cada particula, possuindo
um spin o, ocupa um sitio da rede e interage unicamente com os vizinhos mais

préximos, sendo que o hamiltoniano pode ser escrito como



N
H[ - —JZO'iO'j - HZai, (14)
{i.4) i=1

onde J é a energia de troca entre os spins primeiros vizinhos, a primeira soma se
estende sobre os vizinhos mais préximos (i, j), N é o numero de sitios da rede, o;
representa o spin que pode ter valores o; = -5, —S +1,...,5 — 1,5, e H é o campo
magntico externo.
A solugao encontrada por Ising no caso unidimensional para spin-1/2, isto é S = 1/2,
nao apresenta transicao de fase, o que o levou a pensar também nao haver transicao
em dimensoes maiores. Entretanto, em 1944 Onsager apresentou a solu¢ao do modelo
de Ising bidimensional de spin-1/2 na auséncia de campo externo, a qual apresenta
transicao de fase, contrariando a conclusao original de Ising. A solucao exata
bidimensional colocou o modelo de Ising como um dos mais importantes da Mecanica
Estatistica de equilibrio. Por outro lado, para o modelo tridimensional, bem como o
bidimensional para S > 1 ou campo externo nao nulo, ainda nao foram encontradas
solucoes exata e a temperatura critica s6 pode ser obtida por meio de aproximacoes,
tanto analiticas como computacionais. Nos casos em que o modelo apresenta
transicao, tem-se um estado ordenado para temperaturas menores que a temperatura
critica e um estado desordenado para temperaturas maiores que a critica.
Uma generalizagdo do modelo de Ising é o conhecido modelo de Blume-Capel [6, 7],
que também tem sido muito estudado na literatura. Trata-se de um modelo similar
ao modelo de Ising, modificado com a adicao de um termo de anisotropia cristalina, e

cujo hamiltoniano pode ser escrito como

N N
HBCZ_JZUin_HZUi+AZUZZ’ (15)
) =1 =1

onde a ultima somatdria representa a energia do campo cristalino A e os demais

termos remetem ao hamiltoniano do modelo de Ising. O caso 0 = £1/2 retoma o
hamiltoniano de Ising acrescido de uma constante, o que nao muda em nada a fisica
do modelo. Para o caso em que os estados de spin sao o; = 0, +1, este hamiltoniano
foi proposto inicialmente por Blume e Capel [6, 7| para tratar, ndo somente de forma

mais realistica sistemas magnéticos, como também tem sido usado para modelar

misturas de He® — He* em baixas temperaturas. Tal como no modelo de Ising, nao



ha transi¢ao de fase no modelo de Blume-Capel no caso unidimensional, mas hé
transicao tanto no caso bidimensional quanto no tridimensional. Nesses casos, o
modelo apresenta uma linha de transi¢ao de fase de segunda ordem (nos respectivos
diagramas de fases T versus A/J) para A/J pequeno, mas que se torna de primeira
ordem para A/J perto do valor d, sendo d ¢é a dimensao espacial da rede. O ponto de
encontro destas linhas de primeira e segunda ordem chama-se ponto tricritico, pois
neste ponto do diagrama, as duas fases ordenadas e a fase desordenada se tornam
indistinguiveis (veja, por exemplo, referéncia [8]). Pontos tricriticos sdo observados
em varios experimentos fisicos, para citar alguns: misturas de He® — He?*, cristais

liquidos, materiais ferroelétricos, na liquefacao do grafite, entre outros [9].

Como solugoes exatas de modelos em Mecanica Estatistica sao muito raras, varias
técnicas aproximadas foram desenvolvidas para se obter o comportamento
termodinamico dos mesmos, ainda que de forma qualitativa. Uma dessas técnicas ¢é a
chamada aproximacao de campo médio, que ja foi brevemente discutida acima. Ela,
em resumo, trata um sitio da rede como estando na presenca de um campo efetivo,
campo esse provocado pelos seus sitios vizinhos. Isso significa que as flutuagoes sao
totalmente desprezadas, justamente as flutuagoes que se tornam muito importantes

perto da regiao critica.

Embora existam varios procedimentos para se tratar uma aproximacao tipo campo
médio, ela pode ser obtida, de forma bem elegante, e sem riscos de erros analiticos,
utilizando-se um método variacional baseado na desigualdade de Bogoliubov. Com
esse aparato, pode-se inclusive melhorar os resultados obtidos, bastando simplesmente
incluir mais interacoes no chamado hamiltoniano tentativa e, de certa forma, incluir

algumas flutuacoes nos estados de spin.

O objetivo dessa dissertacao ¢ justamente estudar os modelos de Ising e de
Blume-Capel, descritos acima, segundo uma técnica aproximada de campo médio,
adotando o esquema da desigualdade de Bogoliubov. Consideraremos hamiltonianos
tentativa de spins simples, pares de spins, e uma mistura de pares e spins livres. Os
resultados serdo comparados com os exatos, quando diponiveis (isto é, com os obtidos
em redes de baixa dimensionalidade), ou com outros resultados provenientes de

métodos mais sofisticados.

O esquema da presente dissertacao sera da seguinte maneira. No préximo capitulo, o

procedimento da desigualdade de Bogoliubov seré apresentado no caso classico. No



capitulo 3 discutiremos os resultados para o modelo de Ising de spin-1/2 e spin-1,
enquanto que no capitulo 4, apresentamos os resultados para o modelo de
Blume-Capel de spin-1. A énfase é dada na obtencao da temperatura de transicao,
sendo que alguns dos expoentes criticos serao obtidos somente para a aproximagao de
um spin no modelo de Ising de spin-1/2. Algumas conclusoes serao discutidas no

ultimo capitulo.



2 Desigualdade de Bogoliubov

Como visto no capitulo anterior, as teorias fenomenolégicas de campo médio, que
foram desenvolvidas inicialmente para descrever as transicoes de fase de segunda
ordem, sao limitadas, pois consideram que as interacgoes entre as particulas sao
sempre as mesmas para qualquer parte do sistema. Dito de outro modo, isso equivale
a considerar interacoes possuindo alcance infinito. Tais teorias levam a resultados
cujos valores dos expoentes criticos independem da dimensionalidade da rede e do
numero de componentes do respectivo parametro de ordem, obviamente em desacordo
com o que se espera do ponto vista tedrico, bem como em desacordo com os dados
experimentais. Além do mais, resultados exatos em modelos estatisticos sao muito
poucos. Por essa razao, varias técnicas aproximativas foram propostas com o intuito
de se estudar sistemas onde calculos exatos ainda nao sao possiveis. Dentre os
métodos propostos, o esquema variacional baseado na desigualdade de Bogoluibov
constitui uma das ferramentas para se encontrar solugoes aproximadas [10]. Esta
desigualdade fornece um limite superior para a energia livre do sistema, como sera

mostrado a seguir.

Deve-se salientar, entretanto, que apesar dessa técnica produzir bons resultados
qualitativos, e permitir uma inclusao progressiva das flutuacoes de spins, os
expoentes criticos serao sempre os mesmos, acarretando somente em uma mudanca na
temperatura de transicao e no comportamento das quantidades termodinamicas de
interesse, fora da regiao critica. Em particular, os expoentes apresentados no capitulo
anterior na aproximagao de campo médio sdo dados por: a =0, 5 =1/2,v=1,e

v=1.

2.1 Desigualdade de Bogoliubov no caso Classico

Considerando um modelo dado por um hamiltoniano H, que possui uma energia livre
F' que nao sabemos sua forma funcional, procura-se primeiro construir um
hamiltoniano tentativa Hg, semelhante a H, do qual podemos extrair, de forma exata,

a funcao de particao e a correspondente energia livre Fy. A desigualdade de



Bogoliubov afirma que
F < Fy+ <7‘[ — 7‘[0)0, (2.1)

onde a média do lado direito < ... > é tomada com respeito a distribuicao gerada a
partir do hamiltoniano H,y. Fica claro que os resultados assim obtidos aproximam-se
mais do valor exato conforme a escolha de um hamiltoniano Hy cada vez mais
proximo do original.

Como a desigualdade acima da-nos um limite superior para a energia livre F', a ideia
¢é parametrizar o hamiltoniano tentativa H, e igualar a energia livre do sistema em
estudo ao minimo da fungao Fy + (H — Ho)o com relacdo aos parametros
(variacionais) utilizados.

Para provar a desigualdade acima, vamos definir
H=Ho+ H, (2.2)

onde H, é fungdo de um paramétro variacional (ou parametros variacionais) 7. Seja

Zy a funcao de particao relacionada a Hy, tal que

ZO = Z 675H07 (23)
{o:}

_1
k5T’

sendo que kp ¢é a constante de Boltzmann. A média de uma grandeza A tomada com

onde {o;} indica que a soma deve ser feita sobre todos os estados de o; e § =

relacao a funcao de particao Z, é dada por
1
_ —BH
(A)g = Z > Ae o, (2.4)
{os}
Dessa forma, a média de e #"1 é dada por
1 1
—BH - —BH1,—BHo _— —BH
(e=FMy ) = Zo;e 1e=PHo — Z();e . (2.5)

Assim, vemos claramente que
Z = Zo<€7'B,H1>0. (26)

A relagao acima é exata. Como a funcao exponencial pode ser expandida em série de

potncias na forma

oo n

z Xz
e :ZH:1+3:+..., (2.7)

n=0



vemos que
e > 1+ . (2.8)

Podemos entao escrever
e A0 > 1 — B3, + B(Ha)o, (2.9)

e calculando a média nesta ultima inequacao, ve-se que

<e—5H1>065(H1>0 > 1, (2‘10)
ou ainda,
(e7FM1yy > e=AHo, (2.11)

De acordo com isto, podemos escrever
7 > Zye P, (2.12)
Tomando o logaritmo desta tultima inequagao
InZ >1nZy — B(Hi)o, (2.13)
e multiplicando-a por —kgT', obtem-se
—kpTInZ < —kgT'In Zy + (H1)o, (2.14)

onde conclui-se que

F < Fo+ (H — Ho)o, (2.15)
sendo
F=—-kgThhZz (2.16)

a energia livre de Helmholtz do sistema descrito por H e
O(v) = Fo+ (H —Hi)o (2.17)

é a funcao a ser minimizada.
A equacao ¢é conhecida como desigualdade de Bogoliubov. Notamos entao que,
a partir da escolha de hamiltonianos cada vez mais parecidos com o original, podemos
obter uma descricao termodinamica aproximada cada vez mais proxima do esperado
comportamento exato do modelo. No entanto, trata-se ainda de uma aproximacao de
campo médio, pois os valores dos expoentes criticos obtidos nestes casos sao sempre

os classicos.



3 Modelo de Ising - Estudo pelo Método

Variacional de Bogoliubov

O modelo de Ising ¢ definido em uma rede cristalina, onde cada sitio ¢ possui um spin
0;. Embora ele ja tenha sido discutido no capitulo anterior, vamos, por completeza,
descreve-lo novamente nesta segao.

Cada componente z de spin pode ter valores que variam de —S,—-S +1,....5 — 1,85,
onde S é o correspondente valor do spin. Por exemplo, para S = 1/2, temos as
componentes 0; = +1/2, para S = 1 temos componentes o; = 0, £1, e assim por
diante. No caso de spin-1/2, consideramos, sem perda de generalidade, simplesmente
o; = 1, de modo que o fator 1/2 passa a ser incorporado nas interagoes de troca.
Por sua vez, as interacoes de troca sao as interagoes mais importantes entre os spins e,
usualmente, sao tomadas somente entre pares de vizinhos mais préximos, uma vez
que vizinhos mais distantes terao interacoes que se pode desprezar. Pode-se ainda
considerar uma interacao com um campo externo H. Assim, o hamiltoniano do

sistema pode ser escrito como

N
H:_ngiaj_HZJiy (31)
(i) i=1

onde J é a energia de troca, H é o campo magntico externo aplicado na rede e N é o
nimero de particulas que compoe a rede. O simbolo (7, j) indica que a soma deve ser
feita somente sobre os primeiros vizinhos.

Primeiramente, iremos estudar o caso mais simples, em que os possiveis estados de
spin sao 0; = 1 e, em seguida, o caso onde os estados de spin sao o; = 0, £1.
Utilizaremos, para tal, a aproximacao de campo médio baseada na desigualdade de
Bogoliubov, descrita no capitulo anterior. Iremos considerar trés tipos de
hamiltonianos tentativa. O primeiro tipo serd constituido spins livres, que gera a
aproximacgao de campo médio usual; o segundo constituido por blocos de pares spins,
melhorando a temperatura critica e, por fim, um hamiltoniano com blocos de um e de
dois spins, simultaneamente. Em todos estes trés casos a aproximagao baseada na

desigualdade de Bogoliubov seréd aplicada.



31 CasoS=1/2

3.1.1 Aproximacao de spins livres

Neste caso, o hamiltoniano tentativa sera composto apenas por spins nao interagentes,

da seguinte forma

N
’]—[0 — _720'2-7 (32)
=1

onde v é um parametro variacional, o; representa a variavel de spin e N é o nimero
total de spins. Todos os sitios da rede sao considerados equivalentes, sendo assim, as
equacoes para um spin podem ser generalizadas para os demais. Com este raciocinio,
podemos dizer que a funcao de particao Zj, associada a este hamiltoniano, deve ser

dada pela fungao de particao de um spin o;, elevada a N. Matematicamente
Zy = (Z,)N. (3.3)
A funcao de particao para um spin no interagente é

Zy = exp By, (3.4)
{oi}

onde {o;} indica que a soma deve ser feita sobre todas as possiveis configuragoes do
spin (neste caso, o; = £1 ). Executando a soma sobre os estados, a funcao de

particao para um sitio pode ser escrita entao como
Zs = 2cosh 5, (3.5)
de modo que a funcao de particao do hamiltoniano tentativa serd
Zy = (2cosh )", (3.6)
e a energia livre de Helmholtz associada a este hamiltoniano tentativa sera dada por
Fy=—NkgTIn Z,, (3.7)
ou ainda,

Fy = —NkgT In (2 cosh 7). (3.8)



A correspondente energia livre de Helmholtz por spin fo = Fy/N é entao
fo = —kgT In (2 cosh 7). (3.9)

Sendo a magnetizacao média correspondente a um spin da rede, no hamiltoniano

tentativa, definida por

Z{o‘i} O-ie_ﬁHO

ms = Sy (3.10)
temos
B Z{Ui} O-ieig'yz’]'vﬂ i 311
Ms = By N o ( ' )
Z{O’i} € =t
1 d <Z{0'i} e i Ui)
s — s 3.12
s = N35Z, oy (3.12)
que pode ser escrita como
me = —%. (3.13)
Y
Executando a derivada acima encontramos
ms = tanh B. (3.14)

A quantidade ¢, que é funcao do parametro variacional v a ser minimizado, é
definida por

(H — Ho)o

¢ = fo+ N (3.15)

onde (...)g indica que a média devera ser calculada usando a funcao de partigao
referente ao hamiltoniano tentativa. O segundo termo do lado direito desta ultima

equagao ¢ escrito como

B Mol _ stz - (1~ )i (3.16)

onde ()9 = ms, ¢ é o niumero de coordenagao da rede (por exemplo, ¢ = 2 na cadeia
unidimensional, ¢ = 4 na rede quadrada, ¢ = 6 na rede ctibica simples, etc.), sendo
Ne/2 o total de pares de spins no hamiltoniano. Assim teremos para ¢
c

0= fo— J5m? — (H =)m.. (3.17)



e, derivando com relacao a v obtemos

90 om, om,
e —mg — Jems o (H —7) o +ms =0, (3.18)
ou ainda,
d¢p Oomg
— [_ —(H — = 1
5 = [ Jem. = (1 =) G =0, (319)

que pode ser simplificada como
—Jems — (H —7) =0, (3.20)
resultando, finalmente, na seguinte relagao
v=Jmsc+ H, (3.21)

onde ja estamos levando em conta que a magnetizagao do hamiltoniano em estudo m

¢é dada por my, i.e. m = my, com 7 obtido acima. Considerando H = 0, encontramos
m = tanh(5Jcm) (3.22)

que nos da a magnetizacao espontanea do modelo em funcao da temperatura, ou
mais explicitamente, em fungao de J/kgT. Com essa equagao, é possivel determinar
tanto o comportamento da magnetizacao m em funcao da temperatura, como
também a temperatura critica de transicao. Com relagao a esta tltima quantidade,
basta recordar que, proximo da transi¢ao, o parametro de ordem m é muito pequeno,
de forma que, expandindo a equagao acima para pequenos valores de m, e tomando,

primeiramente, somente o primeiro termo, temos

m = BJem, (3.23)
ou
BeJec=1, T.=cJ/kg, (3.24)

que nos da a temperatura de transicao como funcao do nimero de coordenacao c.

Considerando, por outro lado, o proximo termo na expansao para m, temos

m = BJem — %(ﬁJcm)s, (3.25)



que resulta em
C[3(BJc—1)]F  [3(T.—-T)]*
m‘[ (BIcy ] ‘[ L. ] |

Vemos entao, de acordo com a eq. (1.1)), que o expoente que descreve a magnetizagao

(3.26)

nas proximidades da temperatura critica é § = %, que ¢é o valor tipico de campo
médio, como esperado. Esperamos que nao haja confusao com as letras 3, pois, na
literatura, a mesma é usada tanto para designar 1/kgT quanto o expoente critico da
magnetizacao.

A suscetiblidade magnética pode ser obtida pela seguinte derivada
om
= [ == 3.27
sendo a magnetizagao dada por
m = tanhfB(Jem + H). (3.28)

Resulta para a suscetibilidade a campo nulo
1

_ Wﬁ(m +1), (3.29)
ou
B cosh?(B.Jem) (3.30)

cosh?*(BJem) — BJc
Para T' > T,, a magnetizacao ¢ nula e, de acordo com a expressao acima, a

suscetibilidade sera dada por

BT
= — 3.31
=TT (3.31)
onde fJc = k‘é = % Para T' < T,, por outro lado, préximo a T, teremos
1 BT
S ) .32
X=57 -1 (3.32)

Verificamos, portanto, de acordo com a eq. , que o expoente critico associado a
suscetibilidade é v = 1 (note que tanto faz estar acima ou abaixo de T,), ou seja,
pertencente ao conjunto dos expoentes de campo médio classico. Vemos também, com
relacao aos coeficientes da susceptibilidade, outro comportamento tipico de campo
médio, pois o coeficiente abaixo de T, é a metade do coeficiente acima de T,.

De maneira andloga pode-se obter os demais expoentes para o restante das fungoes de

interesse termodinamico [1,3].



3.1.2 Aproximagao de pares de spins

Neste hamiltoniano tentativa consideraremos pares de spin isoladamente, de modo

que ele pode ser escrito como

N
Ho = —J Z 00 — 72@, (3.33)
{pares} =1

onde {pares} indica que a soma deve ser feita sobre cada par de spins tomado
isoladamente.

Considerando que todos estes pares de spins da rede sejam idénticos, a funcao de
particao associada ao hamiltoniano tentativa sera dada pela funcao de particao de
cada par de spin, elevada a %, onde % é a quantidade de pares desconexos que ha na

rede. Isto significa que Z, = (Z,)V/2.

A funcao de particao correspodente a um par de spins é dada por
Z, = Z exp B[Joo; + v(0: + 0j)], (3.34)
{oi,05}

onde {o;,0,} indica todas as possiveis configuragoes do par de spins o; e ;. Neste

caso,
Z, = 2e P 4 2¢77 cosh B, (3.35)
sua correspondente energia livre por particula

—kgT
fp= kQB In(2e™?7 + 2¢77 cosh By), (3.36)

e a magnetizacao para um spin do par

e’ sinh By
= ) 3.37
" = 9e=BT 1+ 2¢B7 cosh By (3:37)
Desta maneira, nos resta ainda obter o valor da seguinte média
N
<H - H()>0 = —J <Uin>0 - HZ<0-Z>O (338)

(4,9) i=1

+7Y <0i0j)o+’YZ(Ui>0a

{pares}



que pode ser reduzida a

N
(H—Ho)o=—J Y (oi0:)0— (H =) (0:)o. (3.39)
.1 i=1
onde a abreviagao p.r. no primeiro somatorio significa que a soma devera ser feita
sobre os pares restantes.
Como relatado na secao anterior, o nimero total de pares de spins no hamiltoniano
de Ising é N¢/2. E, sendo o nimero total de pares no hamiloniano tentativa é N/2,
podemos concluir que o niimero de pares restantes sera dado pela relacao a seguir,
pr.=N(c—1)/2.
Temos entao

(H — Ho)o = —g(c —1)m2 — (H — y)Nmj,. (3.40)

Podemos agora escrever a equagao para ¢

—kgT
¢ = 2B In(2e "7 + 2¢#7 cosh ) — %(c — 1)mj — (H — »)m,. (3.41)

Calculando a derivada de ¢ com relacao a « e igualando-a a zero resulta em
v=Jm(c—1)+ H, (3.42)

onde estamos novamente usando o fato de que m = m,,, pois a magnetizacao
aproximada do hamiltoniano em estudo ¢ dada por m, com o valor de 7 acima.
Substituindo este resultado na equacao para a magnetizacao, e considerando H = 0,
chegamos a seguinte relacao

e?’sinh BJm(c — 1)
m =
2e=87 + 2eP7 cosh BJm(c — 1)’

(3.43)

que nos da a magnetizagao espontanea no caso da aproximacao de pares.
Como no caso anterior, pode-se obter a temperatura de transicao através da expansao
desta ultima equacao para m préximo de zero. Temos, até primeira ordem em m

e BIm(c—1)
T 2eBJ 2B

(3.44)
que pode ser escrita como

P B,J(c — 1) = 4 cosh f.J, (3.45)



de onde podemos calcular a temperatura de transicao. Note que, nesse caso,
diferentemente do que ocorreu na aproximacao de um spin, o valor da temperatura
deve ser obtido numericamente para cada valor de c. A solugdo numérica da equagao

acima, bem como de todas as equagoes transcendentais aqui obtidas, é feita

usando-se o método iterativo de Newton-Raphson. Os respectivos valores da
temperatura de transicao em funcao de ¢ serao apresentados mais abaixo, quando da

comparagao com as outras aproximacoes desenvolvidas nesse trabalho.

3.1.3 Aproximacao de spins livres mais pares de spins

O hamiltoniano tentativa neste caso é composto de uma parte proveniente dos spins

livres e outra devida a pares de spin, conforme ilustrado na figura[2 O hamiltoniano

o—o ¢
® & O

*—o & ©

Figura 2 — Parte de uma rede bidimensional ilustrando alguns spins livres e alguns
pares de spins.

tentativa assume a seguinte forma

2nyp

Ho=—J Z 0i0; —%,ZJZ- —’ysi:ai, (3.46)
i=1 i=1

pares

onde n, representa o nimero de pares desconexos, n, o numero de spins livres, v, € o
parametro variacional relacionado aos pares e 5 o parametro variacional relacionado

aos spins livres. Note que agora temos dois parametros variacionais, devido aos dois



blocos diferentes de spins. A funcao de particao é entao composta pelo produto

Ns

Ty = Z PITioi+Bp(0ita;) Z o] (3.47)
{oi} {oi}

e a respectiva energia livre (por particula)

fo=— (:—Jf[) kTlnZ, — (%) kT n Zs. (3.48)

Note que as fungoes de particao de um spin Z; e de um par de spins Z, sao as
mesmas calculadas anteriormente (egs. (3.5)) e (3.35]), respectivamente), bem como as

magnetizacoes ms e m, (eqs. (3.14) e (3.37), respectivamente). Sendo assim, temos

Nc

(= Haho =~ (51 ) (B)u=2m(H=) (oo (=)o, (349

Vamos agora supor que:
i) as magnetizagoes de um spin e de um par de spins sejam iguais, de forma a manter
a simetria translacional da rede, isto é my = m, = m;
i1) o nimero de pares desconexos seja igual a n, = Nc¢/2 (esta dltima relacao é
justificada através de uma expansao da energia livre em altas temperaturas - veja,
referéncia, [11]).

Dessa forma obtemos, para H = 0
(H —Ho)o = Neyym — (¢ — 1) Nygm. (3.50)
Assim, a equacao para ¢ é
¢ =—ckgTInZ,— (1 —c)kgTInZ; + cyym — (¢ — 1)ysm. (3.51)

Derivando-se ¢ com relagao aos parametros variacionais e igualando a zero, chega-se
na seguinte relacao (na verdade, a relacdo abaixo é obtida ao se minimizar tanto com

relagdo a 7, quanto com relagdo a 7,)

cyp = (¢ —1)7s. (3.52)
A magnetizacao aproximada é portanto obtida através da equacao acima,
juntamente com a relagao

— e’ sinh 37, o, — sinh [, _
P 2e=P7 4+ 2eB7 cosh By, cosh 3,

(3.53)



A temperatura critica pode ser obtida, como nos casos anteriores, através de uma

expansao em primeira ordem para m, ms, My, Vs, Yp Pequenos, isto ¢

ms = Bs (3.54)
(§]
eﬂJB'Yp

Usando agora as relacao entre 5 e v, e m, = m,, chegamos a seguinte equacao

e = (P 4 e B, (3.56)

c—1

que pode ser simplicada como

J 1 c
= -] . .
keT, 2 n(c—Q) (3:57)

Embora neste caso a temperatura critica esteja mais proxima do valor correto,

quando comparada ao valores das segdes anteriores (como veremos abaixo), os
expoentes criticos serao de campo médio, assim como em qualquer aproximagao via
principio variacional de Bogoliubov. Um fato interessante na equacao acima é que ela

fornece agora o resultado exato para ¢ = 2, isto é, o modelo unidimensional nao

apresenta transicao de fase para temperaturas finitas.

3.1.4 Comparagdo das diversas aproxima¢bes para o caso S = 1/2

A tabela abaixo mostra os resultados obtidos usando as trés aproximacoes discutidas
acima, para o caso S = 1/2. Os resultados sdo dados na varidvel adimensional
kpT./J. Enquanto os expoentes criticos sdo todos de campo médio, as respectivas
temperaturas de transicao melhoram ao se considerar blocos de spins cada vez
maiores. Como é de se esperar, notamos que os valores de kgT,/J aproximam-se dos
valores exatos, quando disponiveis, ou de aproximagoes mais elaboradas, como
simulacoes numeéricas de Monte Carlo. Enfase deve ser dada a aproximacao de pares
mais spins livres, onde se obtem a temperatura critica exata para o modelo

unidimensional.



Tabela 1 — Valores da temperatura critica adimensional kgT./J obtidos para S = 1/2
e varios valores do nimero de coordenagao c¢, via aproximagao de campo
médio, utilizando spins livres, pares de spins, e spins livres mais pares de
spins. Os resultados de simulagoes de Monte Carlo sdo da referéncia [12].

coordenagao aproximagao kgT./J

livres 2
pares 1,5643
2 .
livres +pares 0
exato 0
livres 4
4 pares 3,7763
livres+pares 2,8853
exato 2,2691
livres 6
6 pares 5,8469
livres+pares 4,9326
simulagoes 4,512 [12]

32 CasoS =1

3.2.1 Aproximacao de spins livres

Nesta se¢ao o hamiltoniano tentativa é dado por

N
Ho =Y o, (3.58)
=1

que ¢ idéntico ao primeiro caso, mas os possiveis valores de spin sao agora o; = 0, £1.
Seguindo o mesmo raciocinio descrito nas se¢oes anteriores, consideramos a
independéncia de cada spin da rede, sendo assim a funcao de particao para um sitio é

dada por
Zs =1+ 2cosh 3. (3.59)
Segue que a funcao de particao do hamiltoniano tentativa é escrita como
Zy = (1 + 2cosh )", (3.60)
e a respectiva energia livre de Helmholtz associada é

Foy = —NkgTIn (1 + 2cosh py), (3.61)



bem como a energia livre de Helmoltz por spin
fo=—kgTIn(1+ 2cosh 7). (3.62)
A magnetizacao média correspondente para um spin é dada por
m. = ——2 (3.63)

e, neste caso, econtramos

m, = % (3.64)
Por outro lado, temos
(H = Ho)o = =IN35 (0300300 — (H = 7)N (0o, (3.65)
de modo que podemos escrever ¢ como sendo
¢ = —kpTIn (1 + 2cosh By) — ngg — (H — ~)ms,. (3.66)

Derivando esta tltima equacao com relagao a 7, e igualando a zero, temos, da mesma

forma que anteriormente
v =Jmec+ H, (3.67)

onde a magnetizacao aproximada é dada por m = mg com o valor do parametro
variacional v acima.
Substituindo este valor encontrado do parametro v na equagao para a magnetizacao

média por spin, m,, obtemos

2sin B(Jme+ H)

e 14 2cosh f(Jme+ H)’

(3.68)

que nos fornece a magnetizacao do modelo em funcao da temperatura.
Para temperaturas proximas a T, e H = 0, a magnetizagao é préxima de zero.
Podemos entao expandir a equacgao acima para m pequeno, considerando apenas o
primeiro termo

2B8Jmece
1427

(3.69)

~
~



que pode ser escrita como

Je 3
T 3 (3.70)

Temos entao que

kgT. 2
= —c. 71
7 3¢ (3.71)

Considerando o préximo termo na expansao de m, temos

3
m 3 (3.72)

1+2 {1 . (5CJ2W3)2] '

Ainda é possivel reduzir esta ultima equacao a

m~ [%] [u] (3.73)

Notamos mais uma vez, neste caso, que o expoente critico associado a magnetizacao

espontanea é de campo médio.

3.2.2 Aproximacao de pares de spins

Nesta secao vamos considerar novamente o caso em que os spins sao tomados aos
pares, sendo a funcao de particao do hamiltoniano tentativa dada pela funcao de

particao relativa a um par, elevada ao nimero de pares
Zo=(Zp)2, (3.74)
recordando que, para um par, a funcao de particao é dada por
Z, = Z exp BlJoo; + v(0; + ;)] (3.75)
{oi05}

Explicitamente, para o caso de spin-1, os valores possiveis sao: (0,0); (0,+1); (0,—1);
(+1,0); (+1,+1); (+1,-1); (=1,0); (—=1,+1); (=1, —1), num total de 9 estados. A

funcao de particao pode entao ser escrita como

Zy = 14+ +e P 414 ePUH) o e e 7B 4 (3.76)

+ P,



de modo que resulta-nos
Z, =14 2¢777 + 4 cosh(By) + 2¢°7 cosh(2537). (3.77)
A energia livre para o par é entao
f=—-kgTInZ, (3.78)

e a correspontente magnetizacao para um spin do par, em funcao do campo e da

temperatura, é

o 2sinh(f7) + 27/ sinh(237)
14 2e 87 + 4cosh(By) + 2e87 cosh(237) "

(3.79)

Seguindo o mesmo procedimento feito para spin-1/2 obtemos

JN(c —1)m?

(b: —/CBTIHZP— 9

— (H —v)m, (3.80)

cuja derivada em relacao a v resulta em

26 —kpT[4sinhv5]8 + [2sinh 28ve’P]23
Oy | 2[1+2e78 + 4coshyB + 2e/P cosh 23]

_{[M]a_m+m+m_7>5_m},

(3.81)

2 oy oy
e tomando H = 0 nesta ultima equagao sobra

oo om om

donde concluimos que

(= DJm] om__om _
[ 5 5 5 =0 (3.83)

ou ainda

c—1)Jm om
{—< D _7} =0 (3.84)
resultando, assim
(c—1)Jm



ou

m

v=Je-1)3

(3.86)

Como a magnetizacao média é proxima de zero nas vizinhangas da temperatura de
transicao, podemos expandir a equacgao para a magnetizagao em funcao de 7 e,

tomando apenas o primeiro termo

2(By) + 2¢77(28)

= 3.87
1+2e=8 + 44 2e8)7 (3.87)
e substituindo o resultado obtido para 7 nesta se¢ao, notamos que
Blc—1)Jm +2e% Blc — 1)Jm
= ) 3.88
" 5+ 4 cosh 5J ( )
Podemos ainda escrever esta tltima equacao de maneira diferente
5+ 4cosh ] = 2B.J(c — 1)(2e7/ 4+ 1). (3.89)

A relagdo acima nos fornece a temperatura de transicao em funcao do nimero de
coordenacao c¢. Embora nao possa ser resolvida analiticamente, utilizamos novamente
o método de Newton-Raphson para encontrar os valores aproximados das

temperaturas criticas, como sera mostrado posteriormente.

3.2.3 Aproximacao de spins livres mais pares de spins

Nesta secao consideraremos, mais uma vez, o caso em que o hamiltoniano tentativa é
composto por uma mistura de spins livres e pares de spins, sendo o mesmo escrito

como

2np

Ho =—J Zp 0;0; — ’YPZUi -+ Vs ZQO'Z (390)
=1 =1

pares

Da mesma forma que para o caso anterior, podemos considerar a fungao de particao
como sendo o produto da funcao de particao de um par Z,, elevada ao nimero total
de pares de spins desconexos n,, com a funcao de particao de um spin livre Z;,

elevada ao numero total de spins livres ng, da seguinte forma

7 = [142e 77 +4 cosh B(7,+7,)+2¢"7 cosh 2B8(v,+7,)]™ [1+2 cosh B(vs)]™, (3.91)



onde Z, e Z, sao dados pelas eqs. (3.59) e (3.77), respectivamente, e 7, e v, sdo os
respectivos parametros variacionais relacionados a pares de spins e spins livres. Entao,
a energia livre de Helmholtz, por particula, associada a este hamiltoniano é composta

por duas parcelas

f0:fs+fpa (392)

onde f, representa a energia livre por spin livre

fo=— (%) k5T In[1 + 2 cosh B(7s + )], (3.93)

e f, representa a energia livre por spin pertencente a um par

2
fo=— < ]T\pr> kT In[1+4 cosh B(7s + 7,)+2¢ 77427 cosh 28(vs + 7)) (3.94)

Segue entao que as respectivas magnetizagoes sao

2sinh (s + H)

= ’ 3.95

1+ 2coshB(ys + H) ( )
para um spin livre, e

4sinh B(y, + H) + 47 sinh 28(v, + H) (3.96)

=T 4 cosh B(y, + H) + 2e=87 + 2eB7 cosh 26(vy, + H)'

para um par de spins desconexo.
Da mesma forma que nas segoes anteriores, agora ¢é preciso calcular a seguinte
expressao

N

(H — Ho)o = —JZ o) — H Y (oi)o (3.97)

i=1
N
+J Z O-lo-j 0+ ’Yp‘}"ys Z
pares i=1

que pode entao ser escrita de forma mais simplificada como

N

(H — Ho)o :—JZ i0i)0 — [(H = ) + (H = %)) > _(o3)o- (3.98)

=1

Considerando m,, = my = m, encontramos o seguinte resultado

(H — Ho)o = —2n,(H — vp)m + ns(H — v5)m. (3.99)



Assim, temos a seguinte relacao para ¢

¢ = {— (%) ks T In[1+4 cosh B(v,+H)+2e " +2¢%7 cosh 28(~,+H)) } (3.100)

2n,, N

- { (52) ksT (142 cosh B(y-+H)] - ( N ) (H=m= () (H_wm}'

Para minimizar ¢ com relacao aos parametros externos, vamos executar a seguir o

calculo de g ¢
Vs

N

09 o Tis 2sinh B(v, + H) N om
o ( ) 1+ 2cosh B(y, + H) <N> (H = 5)5 -+ (3.101)

Ng 2n, om
# ()= () -z =0

que ainda pode ser escrita como

00 _ | Mgy 2o oy |9
b= [ = R ) | o (3.102)

N
Considerando que n, = 76 e que ng = (N — 2n,,), ficamos com ny, = N(1 —¢).

Substituindo estas duas ultimas relacoes na equacao acima ficamos com

0o N(1—c¢) om
7 = |- (h— —c(H — —= 1
2 PR et ) | S =0 3103
e, para H = 0 temos
(1—c¢)vys + ey =0, (3.104)

o que resulta em

—1 o
= @ (3.105)
Como consideramos a magnetizacao média de um spin pertencente a um par
desconexo como sendo igual a magnetizacao de um spin livre, isto é
2 sinh B(y,+H)+2¢%/ sinh 23(~y,+H ) _ 2sinh B(y,+H)
1+4 cosh B(yp+H)+2e=87+2¢87 cosh 23(y,+H) — 1+2cosh B(v,+H)'

(3.106)

podemos aproximar esta ultima equagao para campo nulo (H = 0) e, nas condigoes

que 7, = 0, 75 = 0, obtemos

287, + 27728y, 207,
1+4+2 B8] 49287 142

(3.107)



Utilizando agora a relacao entre 7 e v,, chegamos a

— 1), — 1)7,
¢ ¢ J_ s (3.108)
1+4+2e B8 +2eB7 142
ou ainda
-1
3(1 4 2¢77) (C—) =5+4coshfJ, (3.109)
C

de maneira que,

[6 (C; 1) —2} 7 1 lz& (c; 1) —5} P — 2= 0. (3.110)

Esta ultima equagao pode ser escrita da seguinte forma

BN P

:s()4

A partir da equacao acima podemos, para cada valor do nimero de coordenacao,

achar os valores aproximados de temperatura critica. Esses resultados para spin 1

serao discutidos na préxima segao.



3.2.4 Comparacao das diversas aproximagdes para o caso S =1

Na tabela a seguir estao dispostos os valores de temperatura de transicao, na verdade
kpT./J, encontrados via aproximagoes com blocos de spins livres, blocos de pares de
spin e, por fim, com a mistura de spins livres mais pares de spins. Notamos que,
conforme consideramos blocos cada vez maiores no hamiltoniano tentativa, os valores
de temperatura se aproximam mais dos valores exatos ou de simulacoes de Monte
Carlo.

Convém salientarmos que nesse caso nao se obtem o resultado exato em uma
dimensao, como ocorreu no caso de spin-1/2. A razao estd na utilizagdo de somente
um parametro variacional nos hamiltonianos de spin simples e de pares de spin.
Como veremos no préximo capitulo, ao se utilizar dois parametros variacionais em
cada hamiltoniano, isto é, um parametro extra na componente do spin ao quadrado,

encontramos o resultado exato para a temperatura critica do modelo unidimensional.



Tabela 2 — Valores da temperatura critica adimensional kgT./J obtidos para S =1 e
varios valores do niimero de coordenacao ¢, via aproximacao de campo
médio, utilizando spins livres, pares de spins, e spins livres mais pares de
spins. Os resultados de séries para o caso bidimensional sao da referéncia
[13], enquanto que para o caso tridimensional cibico sao da referéncia [14].

coordenagao aproximagao kgT./J

livres 1,3333
9 pares 1,1053
livres +pares 0,7213
exato 0
livres 2,6666
4 pares 2,5515
livres+pares 2,1276
séries 1,693 [13]
livres 4
6 pares 3,9217

livres+pares 3,4760
séries 3,196 [14]




4 Modelo de Blume-Capel - Estudo pelo

Método Variacional de Bogoliubov

O hamiltoniano para o modelo de Blume-Capel ja foi discutido anteriormente e, por

completeza, esta novamente descrito abaixo

N N
H=—-J Uin—HZU¢+AZUi2, (41)
(i5) i=1 i=1
onde a primeira somatoria representa a interacao entre primeiros vizinhos, a segunda
representa a acao do campo magnético externo sobre os spins e a ultima somatoria
representa o termo de anisotropia. Consideraremos aqui spin S = 1, de modo que
o; =0,=+1.

Como no modelo de Ising do capitulo anterior, utilizaremos os hamiltonianos
constituidos por blocos de um spin, que gera a aproximacao de campo médio usual;
por blocos de pares spins e, por fim, um hamiltoniano com blocos de um e de dois
spins, simultaneamente. Em todos estes trés casos, sera aplicada a aproximacao

baseada na desigualdade de Bogoliubov.

4.1 Aproximacao de spins livres

Como no capitulo anterior, escolhemos um hamiltoniano H, composto de spins livres,

que no presente caso pode ser escrito da seguinte maneira

N N
Ho = —’}/Zai—f—AZUiQ, (4.2)
i=1 i=1

onde estamos agora levando em conta a interacao com o campo cristalino no préprio
hamiltoniano tentativa.
A fungao de particao é dada por
N
Zo = 2657%‘ A
{03}



e como 0; = 0,1 temos
Zy = (1 + 2e 72 cosh ﬁfy)N . (4.4)
A funcao energia livre por spin do hamiltoniano tentativa é dada por
fo=—kTIn (1+2e "% cosh 37), (4.5)

e a magnetizagao correspondente por

2e P2 sinh Sy
m= :
1 + 2e=B2 cosh By

(4.6)

De maneira similar aos casos descritos nas secoes do capitulo anterior, podemos

escrever
N
m—Hm:—Lf@%%—w>wN@m (4.7)
ou ainda,
N
<H - 7’[0>0 = —JCETH - (H - *y)Nm (48)

Com base nestes resultados, a funcao ¢ é escrita como
1
¢ = —kTIn (1 + 2e7* cosh By) — Jc§m2 — (H —vy)m. (4.9)

Derivando ¢ com relagao a v encontramos

dp om om B
a——m—Jcmafy—(H—'y)afy—l—m—O, (4.10)

de onde resulta
v=Jem+ H. (4.11)

A partir deste resultado, a magnetizacao espontanea pode ser escrita como

_ 2e PR sinh(BJem)
T T 2 cosh(BJem)”

(4.12)

Considerando que proximo a 7T, a magnetizacao é muito préxima de zero, podemos
expandir esta ultima equagao da seguinte forma

B 2e 2B Jem

— e 4.13
14 2ePA "7 (4.13)



e obtemos entao a expressao para a temperatura critica
14 2e 78 = 27743 Je, (4.14)

através da qual se tem a transicao dependendo do valor de ¢ e do valor do campo
cristalino. Esses valores devem ser obtidos numericamente e serao discutidos mais
abaixo quando da comparagao com as outras aproximagoes.
Considerando agora o proximo termo da expansao
_ 2e7 P2 [BJem + §(BJem)?]
1+2e A2 1+ L(BJem)?]’

(4.15)

vemos que ela pode ser escrita como

o \/{25Jc—(2+e—5A) (4.16)

1 2 _ 1 3|7
2(BJc)? — 5(BJc)
resultando, mais uma vez, na obtencao de um expoente critico de campo médio para

a magnetizagao, isto é, 5 = 1/2. O mesmo ocorre para as outras grandezas

termodinamicas.

4.2 Aproximacdo de pares de spins

Consideraremos, nesta secao, um hamiltoniano tentativa de blocos de pares de spins,

cuja expressao ¢ dada por

N N
HOZ—JZUin—'YZO'i+AZO'i2, (417)
(i.5) i=1 i=1
e a correspondente funcao de particao é dada por

Zp: Z 65J0i0j+57(0i+0j)+5A(Ui2+032-)’ (4.18)
{Ui’gj}

a qual resulta em
Z, =14 2777298 cosh 23y 4 4¢P cosh By + 27777204, (4.19)

A partir desta ultima equacao podemos obter a energia livre de Helmholtz por

particula

fo= —% In[1 + 2e%77252 cosh 23~y + 4e P2 cosh By 4 2777204, (4.20)



A fim de obter ¢ iremos calcular a média
N
<H - 7‘[0)0 = —J(C — 1)§<0'7;O'l>0 - (H - ’y)N(O’i>0, (421)
que pode ser escrita como

<7‘[ - 7‘[0)0 = —J(C — 1)%7712 — (H — 'y)Nm. (4.22)

Assim, ¢ pode ser escrito como
J
= _kTN InZy — (¢ — 1)§m — (H —y)m. (4.23)

Derivando ¢ com relagao a v e igualando a zero,

g—j:—m—[J(c—l)m—(H—V)]aa—:L—Fm:O, (4.24)

resulta que
v=J(c—1)m+ H. (4.25)

A magnetizacao espontanea é entao

2e P2 sinh BJ(c — 1)m + 222+ sinh 23] (c — 1)m
m =
1+ 2e=BJ=284 4 4e=BA cosh BJ(c — 1)m + 2e#7-282 cosh 28J (¢ — 1)m

. (4.26)

Como feito anteriormente, podemos expandir a equagao para a magnetizacao perto de

T,
_2e7 P28 J(c — 1)m 4 2e 224128 ] (¢ — 1)m 497
me 1+ 2eBI=26A 4 4e—BA 4 2eBT—26A (4.27)
Esta tltima equacao pode ser rearranjada da seguinte forma
1 4 de= %2 cosh B,J + de P2 = 26, J(c — 1)[e PP 4 27 2PeBAHBe] (4.28)

de onde se obtem a temperatura de transicao em funcao do campo cristalino para
varios valores de c¢. Novamente, os resultados obtidos da equagao acima serao

comparados com as outras aproximagoes abaixo.



4.3 Aproximacdo de spins livres mais pares de spins

Como feito no modelo de Ising, iremos considerar, neste caso, um hamiltoniano
tentativa composto por uma parcela que representa os pares e outra que representa os

spins livres, da seguinte forma

Ho=> HE+ > H, (4.29)

pares livres

de maneira que
7-[0 - HO(%: Vo> 687 517)7 (430)

onde, além dos parametros 75 e 7,, sao introduzidos agora os parametros adicionais
ds, 0,, cOomo veremos a seguir. A inclusdo dos parametros extras d; e 9, é necessaria
)y VP p
para que se obtenha o resultado exato, pelo menos, em uma dimensao [15, 16].

No caso do hamiltoniano para um spin livre temos
Hy = —750; + Ao} + 6507 (4.31)
e para um par de spins
Hy = —Joio; — (00 + o) + (A +3,) (07 + 03), (4.32)

onde os parametros adicionais d,, d,, estao acoplados aos campos cristalinos.
A funcao de particao pode ser escrita como um produto da funcao de particao para
um spin livre elevada ao niimero de spins livres, n,, com a funcao de particao de um
par elevada ao nimero de pares de spin, n,. Com base nas duas se¢oes anteriores,

podemos concluir que a funcao de particao para um spin livre é
Z3 = 1+ 2cosh fry,e A+, (4.33)
e para um par de spins,
78 =1+ 2eFI72BB4%) 4 4B B4 cosh By, + 2672 A48 cogh 28y, (4.34)

As correspondentes magnetizacoes sao

2 sinh By e AA+0)

" 1+ 2cosh Bryse~P(A+3s) (4.35)

ms



e

B 4ePBF9%) sinh By, + 4ePl/~2(A+%)l sinh 23+,
M = 1 1 2e-BI—2B(A+3,) 1 4eB(B+3,) cosh B, + 2€81=2A+0)] cosh 287,

(4.36)
e o valor médio (H — Ho)o se torna

(H—=Ho)o = —J(C—l)g<0'1'0’j>0—(H—’Ys)“s<0'z'>0—(H—’Yp)np<0i>o—5sns<0i2>0—5p”p<01~2>0-

N
Por simplificagao iremos considera n, = Seens = N(1—¢) [11], de modo que,

(M —Ho)o = —ns[(H — 7s)(0:)0 + 6:(07 )o] — npl(H — p)(0i)o + 8,(07)0].  (4.37)

Neste caso, ainda sdao necessarios considerar as seguintes quantidades, (02); = ¢, e

(02}, = qp, de modo que temos

2eP0s=2) cosh By,

s — s 4.38
s = 1 1 268+ cosh B, (4.38)
e
2e~BIH2B0p=2) 4 2eB800v+A) cogh By, + 2e7TH280n+A) cosh 287,
" (4.39)

T 1+ 20 BT42805,-8) 1 4eF(A+E) cosh B, + 2e87+280p=4) cosh 23,

que nos dao os valores médios do quadrado dos spins. Além disso, devido a simetria
translacional, vamos considerar também que ¢, = ¢, = ¢. Com base nisto, e nas duas

ultimas equacoes, podemos escrever
(" —Ho)o=—N(1—)[(H —vs)m+dsq] — Nc[(H — v,)m + 6,q). (4.40)

Podemos entao construir a fungao ¢(vs, 7y, ds, 0p) € realizar a sua minimizagao com
relacao aos parametros variacionais. Notamos, entretanto, que as minimizagoes com
relagdo aos parametros 7, e ds conduzem aos mesmos resultados da minimizagao
com relacao aos parametros 7, e d,. Além do mais, os resultados finais sao idénticos
aos obtidos para o caso do modelo de Ising usual no que se refere aos parametros 7y, e

7p, inclusive para os novos parametros ds e d,, a saber

= (c= 1) (4.41)

cdp = (¢ — 1)0s. (4.42)



Como em todos os casos anteriores, proximo a 7, as equacoes para ms, ¢s,Myp € qp

podem ser expandidas. Desta maneira temos

2B7,e=P(A+5)

s = ) 4.43
M = T 1 2 cosh fyyePA+0) (4.43)
2eP0s=4)
s = , 4.44
s = 1 26-A(8+32) cosh Bs (4.44)
4ePBH0) By 4 4812 0+00)19 3
TP = T 2 BI-28(848) + 4¢PB+) cosh By + 287=2(A+5)] cosh 237, (4.45)
e, por fim
92 —BJ+2B(dp—A) 92 B(6p+A) 2 BI+28(6p+A)
- s e (4.46)

I = 1 2e=BI+286,=2) | 4¢P(A+5) cosh By + 2e87+280p=2) cosh 23,

Usando agora que mg; = m, e gs = gp, juntamente com as relagoes de minimizacao

([4.41) e (4.42)), chegamos a

eﬁ((ss_A) eﬁ(JP_A) _|_ 266J+26(5P_A)
B 4.47)
CL + 265(65A)} (c—1) L 1 20— BIH2B(0p—B) | 2pBI+28(05,—A) - 4eB0,—A) |’ (
(§]
B(6s—A) —BJ+2B8(5p—A) B(6p—A) BJI+2B(6p—A)
e e +e +e (4.48)

11 26P6=8) — 14 26-BI+2B(6—D) | 26BI4280,=8) | 4eBo,—B)"

A temperatura de transicao é entao obtida através da solucao das duas equacoes
acima, mais a relacao (4.42)), para cada valor escolhido de ¢ e do campo cristalino A.
No entanto, estas duas iltimas equagoes acopladas podem ser manipuladas de

maneira a se obter uma unica equacao envolvendo somente um dos parametros

1 4 9B +B(6p—A)
c=(c—1) e . (4.49)
1+ eBJ+B(6p—A) + e—BJ+B(6p—A)
Definindo-se agora e?®~2) = q, temos

1+2e%a
=(c—1 4.50
e=(c )[1+a(65J+65J)] (4.50)

e, com um pouco de calculo, é possivel mostrar que
1

a4 — (4.51)

(¢ —2)ebd — ce=PI



Introduzindo agora o valor acima na eq. (4.47) ou eq. (4.48)), e usando a relagao
entre os parametros variacionais (4.41)) e (4.42)) obtemos uma equagao tnica de onde
se tem a temperatura de transi¢ao. Por exemplo, utilizando-se a eq. (4.48)), que nao

contém explicitamente ¢, obtemos

(aefeB)eie Pt e P2 4 g 4 Pl ?
1+ 2(aefed)eTe B 1+ 2eFela? 4 2ePela? + da’

(4.52)

a qual nos dé a temperatura de transicao em funcao do nimero de coordenacao c e
do campo cristalino A.

(®%»—4) > 0. Portanto, podemos concluir que no

Notamos, em particular, que a = e”
caso do modelo unidimensional, ¢ = 2, nao temos uma transicao de fase a
temperaturas finitas pois, de acordo com a eq. , a ¢ negativo. Uma comparagao
dos resultados obtidos da equacao acima com as aproximacgoes de spins livres e pares
de spins é apresentada na préxima se¢ao para os casos da rede bidimensional

quadrada (c =4) e, em trés dimensoes, para a rede ctibica simples (¢ = 6).



4.4 Comparacao das diversas aproximacoes para o modelo de

Blume-Capel

A Tabela 3.1 ilustra os valores obtidos para o presente modelo quando o campo
cristalino tende a —oo. Os resultados para diferentes valores de A sao apresentados

nos graficos das figuras a seguir.
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Figura 3 — Temperatura critica reduzida kgT./J em fungdo do campo cristalino
reduzido A/J do modelo de Blume-Capel unidimensional (¢ = 2) de
acordo com a aproximagao de spins livres (linha tracejada) e pares de
spins (linha trago-ponto). Os pontos para A = —10 correspondem ao
valor da temperatura critica reduzida do modelo de Ising de spin-1/2
retirados da tabela 3.1, enquanto que os triangulos sao os correspondentes
pontos tricriticos de acordo com cada aproximacao. As linhas pontilhadas
representam as transicoes de primeira ordem que seguem do ponto tricritico
e terminam no ponto A/J = 1 para T, = 0.

A Figura |3 mostra a temperatura critica reduzida, isto é, kgT,/J, em fungao do
campo cristalino reduzido A/J, para o modelo em uma dimensao (¢ = 2), de acordo
com as aproximacoes de spins livres e pares de spins, eqs. e ,
respectivamente. Essa figura é simplesmente ilustrativa, pois o resultado exato nao

apresenta transicao de fases a temperaturas finitas para qualquer que seja o valor do



campo cristalino. A aproximacao de spins livres mais pares de spins reproduz esse
resultado exato. Entretanto, notamos que a aproximacao de pares tem temperatura
de transicao menor que a de spins livres, indo em direcao ao resultado exato.
Notamos, também, que no limite de campo cristalino indo a —oo, recuperamos o

resultado correspondente do modelo de Ising de spin-1/2, como esperado.

y ' 3

= - l1vres

1k — - pares N
— livres+pares :

O 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 :l

-10 -8 -6 -4 -2 0 2

A/J

Figura 4 — Temperatura critica reduzida kgT,./J em funcao do campo cristalino
reduzido A/J do modelo de Blume-Capel bidimensional (¢ = 4) de acordo
com a aproximagao de spins livres (linha tracejada), pares de spins (linha
trago-ponto), e spins livres mais pares de spins (linha continua). Os pontos
para A = —10 correspondem ao valor da temperatura critica reduzida
do modelo de Ising de spin-1/2 retirados da tabela 3.1, enquanto que os
triangulos sao os correspondentes pontos tricriticos de acordo com cada
aproximacao. As linhas pontilhadas representam as transicoes de primeira

ordem que seguem do ponto tricritico e terminam no ponto A/J = 2 para
T.=0.

A Figura [4] mostra os resultados da temperatura critica reduzida em funcao do
campo cristalino reduzido para o modelo em duas dimensoes (¢ = 4). Nesse caso,
além das aproximacoes de spins livres e pares de spins, eqgs. e ,
respectivamente, temos também o resultado da equagao , a qual leva em conta

spins livres mais pares de spins. Fica claro nessa figura que, a medida que se aumenta



as interacoes no hamiltoniano tentativa Hy, melhores resultados sao obtidos, pois as

temperaturas de transicao possuem uma diminuicao sistematica. Podemos, também,
observar que a aproximacao de spins livres mais pares de spins, sem um aumento
expressivo de esforco analitico, ou mesmo computacional, produz resultados bem

melhores que as aproximagcoes de spins livres ou pares de spins, separadas. Todas as
trés aproximagoes tendem ao valor correspondente do modelo de Ising de spin-1/2

quando o campo cristalino tende a menos infinito.

Os resultados para o caso tridimensional na rede cuibica simples estao ilustrados na
Figura A parte dos valores numéricos das temperaturas de transicao e campos
cristalinos, os mesmos comentarios realizados anteriormente para o caso da rede

bidimensional sao aqui validos.

2 -~ livres x
i — - pares A |

| — livres+pares

0 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | 1 | -I

-10 -8 -6 -4 -2 0 2

Figura 5 — O mesmo que a Figura |4| para o caso tridimensional na rede ctibica simples
(c=6).

A aproximacao aqui desenvolvida, com dois parametros em cada parte do
hamiltoniano tentativa, é na verdade bem melhor do que a aproximacao ao se utilizar
somente um parametro variacional. Isso pode ser constatado ao se analisar a Tabela
4.1, que mostra os resultados para A = 0, em comparagao com os obtidos no capitulo

anterior. Vemos claramente uma temperatura de transi¢ao sistematicamente menor



para cada valor de ¢, incluindo o valor exato no caso unidimensional.

Tabela 3 — Valores da temperatura critica adimensional kg7, /J obtidos para o modelo
de Blume-Capel com S =1 e campo cristalino nulo (A = 0) para varios
valores do nuimero de coordenacao c¢, utilizando spins livres mais pares de
spins, considerando um e dois parametros variacionais em cada parte do
hamiltoniano tentativa. Os resultados de séries para o caso bidimensional
sao da referéncia [13], enquanto que para o caso tridimensional ctibico sdo
da referéncia [14].

coordenacao livres mais pares kpT./J

9 um parametro 0,7213
dois parametros 0
exato 0
4 um parametro 2,1276
dois parametros 2,0654
séries 1,693 [13]
6 um parametro 3,4760
dois parametros 3.4391
séries 3,196 [14]

Antes de encerrar esse capitulo, dois comentarios adicionais sao necessarios. O
primeiro se relaciona com o comportamento do modelo em 7" = 0. Nesse caso, os
spins podem estar alinhados todos no estado S; = +1, ou todos no estado S; = —1.

Em ambos os casos a energia livre por spin é dada por

Por outro lado, eles podem estar também todos no estado S; = 0, de forma que a

energia livre é dada por
Jo=0. (4.54)

Quando as duas energias forem iguais, teremos a coexisténcia de trés fases, e isso

ocorre quando
fe=—-cJ/24+A=0. (4.55)

A equagao acima resulta no valor A = ¢J/2; que é um resultado exato. As figuras ,

e [ ilustram esse comportamento a temperatura nula.



Finalmente, um comentario quanto as linhas de primeira ordem presentes nos
diagramas de fases desse modelo. As linhas pontilhadas nas Figuras [3 [ e [ foram
tragadas, simplesmente, de modo a conectar o ponto tricritico ao ponto 7T, = 0 para

A/J = ¢/2, com a finalidade de dar somente uma visualizagdo completa do diagrama
de fases. Entretanto, essa linha pode ser determinada numericamente através da
obtencao da magnetizagao e, quando varias solucoes sao encontradas, a solugao
estdvel serd aquela que possuir o menor valor da nergia livre de Helmholtz f (veja,

por exemplo, referéncias [8, 15, 16]).



5 Conclusoes

Neste trabalho, estudamos os modelos de Ising, nos casos de spin S =1/2e S =1, e
de Blume-Capel, para o caso S = 1. Em todas as andlises utilizamos como ferramenta
de investigacao o método aproximativo baseado no principio variacional de
Bogoliubov, aplicado a casos classicos.

Primeiramente, consideramos o modelo de Ising, para o qual usamos trés tipos
diferentes de hamiltonianos tentativa que, progressivamente, incluem mais interacoes
entre primeiros vizinhos. Sao estes os trés tipos: spins livres; pares de spins; e uma
mistura de spins livres mais pares de spins. Obtivemos a temperatura critica para
todas as aproximacoes nos modelos em uma, duas e trés dimensoes. Elas foram
comparadas entre si, bem como com os resultados exatos ou com resultados
provenientes de outros tipos aproximacoes mais sofisticadas. Observamos que,
conforme melhoramos o hamiltoniano tentativa de modo a levar em conta mais
interagoes, nos aproximamos do valor correto da temperatura de transicao, inclusive,
obtendo o valor correto para 7T, no modelo unidimensional. Por outro lado, devido a
propria limitacao do método empregado, sempre obtemos expoentes criticos de campo
médio.

Em seguida, analisamos o modelo de Blume-Capel, considerando os mesmos
hamiltonianos tentativa citados anteriormente. Para cada hamiltoniano tentativa
obtivemos a equacao para a temperatura critica, que agora, além da dimensionalidade
da rede, depende também do campo cristalino. Assim, temos para cada rede
considerada, uma linha de transicao de segunda ordem em funcao do campo
cristalino A. Essa linha termina num ponto tricrito, e se estende indefinidamente
para valores de A negativos, sendo que para A tendendo a —oo recaimos no modelo
de Ising de spin-1/2. Nesse caso, notamos também que as aproximagdes melhoram a
medida que se aumenta as interacoes no hamiltoniano tentativa.

Tendo em vista o que foi descrito acima, como objeto de futuras investigacoes,
podemos pensar em considerar hamiltonianos tentativa que levem em conta blocos de
spins maiores, por exemplo, triangulos e plaquetas quadradas para os casos das redes
bidimensionais triangular e quadrada, respectivamente. Isso faz com que o método

possa distinguir a topologia da rede. Certamente, estaremos melhorando os valores da



temperatura de transicao. Podemos ainda aplicar o método a outros modelos
classicos, além dos de Ising e Blume-Capel, os quais ainda nao possuam solucoes
analiticas exatas, bem como em modelos quanticos, uma vez que a desigualdade de

Bogoliubov é também satisfeita nesse contexto.
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