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Resumo

No final da década de 60, André e Quillen introduziram uma teoria de cohomologia
para algebras comutativas, que hoje recebe o nome de cohomologia de André-Quillen.
Neste trabalho, estudaremos o funtor de diferenciais de Kahler, que aqui é visto como
funtor derivado (em um contexto nao abeliano), que conecta as categorias: R-algebras
simpliciais e R-mddulos simpliciais. Na primeira, através das resolugoes simpliciais,
notaremos que estas caracterizam certos objetos e diagramas desta categoria modelo,
que por sua vez, sao preservados pelo funtor de diferenciais de Kéhler. Além disso,
abordaremos o complexo cotangente de uma R-dlgebra, e através dele, definir a ho-
mologia e cohomologia de André-Quillen, e naturalmente, expor algumas propriedades

destas.

Palavras-chave: Diferenciais de Kahler, algebras e modulos simpliciais, homologia de
André-Quillen.



Abstract

At the end of the 60s, André and Quillen introduced a cohomology theory for com-
mutative algebras, which today is called André-Quillen’s cohomology. In this work, we
will study Kéhler differential functor, which is here seen as a derived functor (in a non-
abelian context), which connects the categories: simplified R-algebras and simplified
R-modules. In the first, through simplicial resolutions, we will notice that they charac-
terize certain objects and diagrams of this model category, which in turn, are preserved
by Kéhler differential functor. In addition, we will approach the complex cotangent
of a R-algebra, and through it, define the homology and cohomology of André-Quilen,

and of course, expose some properties of these.

Keywords: Differentials of Kahler, Simplified algebras and modules, Homology of
André-Quillen.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e Modg denota a categoria dos S-modulos ;

e Algr denota a categoria das R-algebras ;

e sMod, denota a categoria dos A-mdédulos simpiciais ;
e sAlgr denota a categoria das R-dlgebras simpliciais;

e Comp(Modg) denota a categoria dos complexos de S-mddulos;



Introducao

A Algebra homolégica é uma maneira de usar técnicas de topologia para estudar
algebra. No entanto, este caso é limitado apenas quando as categorias (como a nossa
categoria de base) sao abelianas. Na situac¢ao nao-abeliana surgem alguns obstaculos,
até mesmo para conceitos algébricos basicos. Por exemplo, a categoria de anéis é uma
categoria nao abeliana. Na Topologia algébrica, pensamos na teoria da homotopia como
uma espécie de teoria da homologia nao-abeliana. Por isso é natural perguntar-se se
as técnicas homotdpicas podem ser aplicadas em contextos nao abelianos.

Esta pergunta foi primeiramente respondida por Quillen, que deu um tratamento
axiomatico para a teoria da homotopia. Usando a intuicao a partir do caso dos
espacos topoldgicos, pode-se demonstrar que muitas categorias possuem propriedades
semelhantes. Uma categoria dotada dessa estrutura é conhecida como uma categoria
modelo. Uma das primeiras aplicagoes desta teoria, foi a construgao do complexo co-
tangente de um morfismo de anéis. Se R — S é um homomorfismo de anéis, entao
o médulo de diferenciais de Kahler ¢z ,6 um S-médulo que representa o funtor de

S-médulos

N +— Derg(S,N)

onde Derg(S, N) é o conjunto das derivagoes R-lineares de S com coeficientes em N.
Dada uma sequéncia de homomorfismos de anéis ) — R —> S, pode-se mostrar que

existe uma sequéncia exata de S-médulos
QR‘Q ®RS—>QS|Q —>QS|R—>0, (1)

chamada de sequéncia de Jacobi-Zariski. Uma pergunta natural é se existe uma
continuagao de (1), para uma sequéncia exata longa de S-mddulos . E claro que na
situacao abeliana, se obtém isso tomando-se os funtores derivados a esquerda, mas
sendo a categoria das R-algebras nao abeliana, é necessidria uma nova construcao.
Acontece que nas categorias de modelo existe uma boa nocao de um funtor derivado a

esquerda, isto permite a construgao do complexo cotangente Lgr de um morfismo de



anéis, que de fato prolongam a sequéncia (1).

A categoria modelo em que trabalharemos sera a categoria das algebras simpliciais
sobre um anel. Esta categoria tem uma estrutura simplicial compativel com a estrutura
de categoria do modelo, que permite a computacao de funtores derivados a esquerda,
através de resolucoes simplicial. Resolucoes simplicias sao uma generalizacao direta de
resolucoes projetivas, no caso abeliano, e dao uma poderosa ferramenta para provar
propriedades do complexo cotangente. Para nossos objetivos, seguiremos o seguinte
roteiro:

No Capitulo 1, vamos definir e mostrar a existéncia do médulo de diferenciais
de Kahler como objeto universal, demonstraremos também algumas consequéncias da
existéncia, com destaque, exatidao da sequéncia de Jacobi-Zariski ([1.6) que sera de
grande importancia no decorrer deste trabalho.

No Capitulo 2, vamos estudar inicialmente as categorias: algebras e mdédulos simpli-
ciais. Descriminando: a normalizacao de um moddulo simplicial, o produto tensorial
de dois modulos simpliciais e a extensao simplicial de uma &dlgebra simplicial. A se-
guir, veremos que a categoria das algebras simpliais sobre um anel fixo R, é uma
categoria modelo, e naturalmente, mostrar algumas propriedades que estao expostas
no teorema e no seu corolario. E por fim, vamos entender o que é uma resolucao
simplicial A — B de uma morfismo de R-dlgebras simpliciais, dando logo depois, uma
demostragao para existéncia (do caso particular) de uma R-dlgebra S.

No Capitulo 3, vamos introduzir o conceito crucial deste trabalho: O Complexo Co-
tangente de um homomorfismo ¢ : R — S. Logo a seguir, vamos mostrar que o
complexo cotangente nao depende da escolha da resolucao simplicial (Lema . Para
mais tarde, ja de posse do maquinario construindo da segao 3.1.1, definir para os
S-médulos: Torf(L,, N) e Ext(Ly,, N), que sdo n-ésima homologia e a n-ésima coho-
mologia de André-Quillen, respectivamente. E finalizando com algumas propriedades
bésicas acerca destas tultimas, sendo a mais relevante, a proposicao |3.22 que mostra
a existéncia da sequéncia longa de homologia, através da sequéncia de Jacobi-Zariski
[L6).

E finalmente, o Apéndices sao dedicados aos seguintes topicos complementa-

res: Nocoes de Algebra Homolégica, Categorias Modelo, respetivamente.



Capitulo 1

O Mobdulo de Diferenciais de Kahler

Neste capitulo, vamos definir e mostrar a existéncia do moédulo de diferenciais
de Kahler como objeto universal, demonstraremos também alguns consequéncias da
existéncia, com destaque, exatidao da sequéncia de Jacobi-Zariski que sera de
grande importancia no decorrer deste trabalho. Vale notar, que certos resultados usados
em uma ou outra demonstragao pode ser encontrados em nosso apéndice. A maior parte

dos conceitos e resultados aqui expostos tem grande proximidade com .

1.1 Derivacoes

Sejam R um anel, S uma R-algebra e N um S-mddulo. Observe que S pode ser visto
como R-modulo via estrutura do homomorfismo ¢ : R — S, e consequentemente, N
é também um R-mddulo com a agdo rn = ¢(r)s para quaisquer r € Ren € N. Uma
derivagao R-linear de S com coeficientes em N é um homomorfismo 6 : S — N de

R-médulos que satisfaz a regra de Leibniz
d(st) = so(t) + td(s)

para quaisquer s,t € S.

Observagao 1.1. Os homomorfismos ¢ e § satisfazem a seguinte igualdade: d¢p = 0.

Observe primeiro que §(1) = 0, para qualquer derivagdo 6. Com efeito,

(1) = 6(1-1) = 6(1) + (1)

Agora, se 0 ¢ uma derivagao R-linear, entao
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para todo r € R. O conjunto das derivagoes R-lineares de S com coeficientes em
N é denotado por Derg(S; N). Este é um subconjunto de Hompg(S; N), que é um

S-submédulo, com acao induzida
(s0)(t) = so(t)

para todos s,t € S e d € Derg(S;N).

Fato.1: Sejam M um S-moddulo, as correspondéncias abaixo sao homomorfismos

de S-médulos

Homy(M,N) ®s Homg(S; M) — Homg(S;N)
a®p — af

A restricao

Homg(M; N) ®g Derg(S; M) — Derg(S; N)

Em particular, para cada derivacao 6 : S — M, a composta induz um homomorfismo
de S-médulos Homg(M; N) — Derg(S; N).

Demonstracao. Veja que tanto Hompg(S; M) como Homp(S; N) sdo S-médulos, na

verdade sao bi-médulos, por conta de . Considere o diagrama

Homg(M: N) x Hompg(S; M) —2> Homg(M, N) @5 Homp(S; M)

Hompg(S;N)

onde f(a,B)=ap. E facil ver que f é bilinear. Pela propriedade universal, segue-
se que o primeiro deles é homomorfismo. Agora, é suficiente mostrar que para cada
(o, B) € Homg(M; N) ®g Derg(S; M),tem-se aff € Derg(S; N). Com efeito, dados
s,t €S,

(aB)(st) = a(f(st)) = a(tf(s)) + sB(t)
= t(af)(s) + s(ap)(t)
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1.2 Modbdulo de Derivacoes de Kahler

Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Um mddulo de diferenciais de
Kihler de S com respeito a R ¢ um S-médulo Qg r equipado com uma derivacao R-
linear 6¥ : S — Qg tal que o par (Q2gr, %) é universal: para cada S-médulo N, o

homomorfismo induzido

HOmS(Qs‘R,N) — DETR(S; N)

o —  ad®

¢ bijetivo.

Considere o homomorfismo de aneis

p: S®rS — S
s®t +—— st

Seja Ker(ug) = I. Via u%, o S ®@g S-mddulo I%, adquire uma estrutura de S-maédulo.
Pondo Qgr = I%, considere 0¥ : S — Qg|p, com §¥(s) =1® s —s® 1

0O.B.S: Note que I é gerado pelos elementos 1 ® s —s® 1 com s € S. De fato, veja que

prl®s —s@1) = pp(s®1) - pp(1®s)

= s5s—s5=0
Por outro lado, para cada s @t € S ®g S, a igualdade

sRt—st®l=>s1)(1xt—-tx1)
é satisfeita. Agora, se > . (s; ®t;) € I, entao Y . (s;t;) = 0. Sendo assim,

dsiot)=Y (ssoh)(lot;—t;e1)

i=1 i=1

O anel S ®g S possui duas estruturas de S-moédulo dadas pelos homomorfismos de

anéis

f,g: 9 — S®RS

onde f(s) =s®1eg(s) =1®s. Estes induzem duas estruturas de S-médulos em

I. Dai obtemos estruturas de S-moédulos em ILQ, que coincidem. De fato, para t € .S,
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s1—-—1®s e ILQ quaisquer, temos:

tRD)(s®1-10s)=11)(s®1-1®s),

pois (t®1—-1®t)(s®@1—-1®s) € I%

Fato.2: O mapa % é uma derivacao R-linear.

Demonstracao. Provemos inicialmente que 0¥ é R-linear. Com efeito, sejam s,t € S e

r € R quaisquer. Note que

(s+rt) = 1@ (s+rt)—(s+rt)®1
= 1@s+7r(1®t)—s®@1—r{t®1)
= 1®s—s®1+r(lot—-txl)
= 07(s) +ro*(t)

E finalmente,

s0°(t) +16%(s) = s(1@t—t@1)+t(10s—s®1)
= 1los)(Iet—te])+(1e)(1®s—s®1)
= 1es)let—te)+(te])(1®s—s®1)
= 0%(st)

Fato.3: Sejam M um S-modulo, 6 : S — M uma R-derivagao e
O—Y-R-2-58

homomorfismos de anéis Entao, d¢ € Derg(R; M).

Demonstracao. De fato, para r,t € R quaisquer, temos

0p)(rt) = d(p(rt)) = d(p(r)p(t)) = rd(p(t)) + t6(p(r))
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Além disso, para ¢ € Q,

(0p)(t+qr) = d(p(t)) +d(p(gr)) = d(e(t) + d(e(¥(q)r))
= () +0(¥(q)e(r) = o(p(t) + v (a)d(p(r))
= (1)) +qo(p(r))

Isso prova o que se deseja. 0

Teorema 1.1. Seja p : R — S um homomorfismo de anéis Entdo, existe uma de-
rivagao universal (Qgir, 0%). Mais ainda, ela € inica no sentido sequinte: se (S1g)r,07)
¢ outra derwagao universal com respeito a p, entdo existe um unico isomorfismo

¢: Qsip — Qg tal que 69 = (5%,

Demonstragao. Para tanto, vamos construir um S-médulo gz e uma derivacao R-
linear 0¥ : .S — Qgr, tais que o homomorfismo induzido descrito acima, ¢ bijetivo
para cada S-médulo N. Seja § : S — N uma derivagao R-linear. Como § é um
homomorfismo de R-moddulos, a extensao de escalares produz um homomorfismo de

S-médulos
6:S®gS — N

onde §(s®t) = s8(t). Note que S®xS ¢ um S-médulo, atraves da acdo s(z®y) = (sz®
y). Obtemos assim, por restri¢do, um homomorfismo de S-médulos I — N, também
denotado por §. Veja que 5([2) =0,poisdados r =1t—tR1L,y=10s—s®1 € 1,
t,s € S, temos:

O(xy) = (1@st—s@t—t@s+ts1)
= 1@st)—0(s@t) —0(t®s)+d(st®1)
= d(st) — so(t) — td(s) + sto(1)
=0

uma vez que d é uma R-derivacao. Pelo teorema de fatoracao, o diagrama

4
“L &
1
1'2

é comutativo. Desta forma,
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SARt—t®1)=010t—1t®1)=08(t)—t5(1) = 6(t)

Afirmacao: O par (Qdgg,0¥) é uma derivacdo universal, onde Qgp = ILQ e d” éo
mesmo mapa do Fato.2. De fato, pelo Fato.2 §¥ é uma R-derivacao. Agora, considere

os homomorfismos de S-mddulos:

[+ Homy(Qgr; N) — Derg(S;N)

«Q —  @d?

g: Derp(S;N) — Homp(Qgjr; N)
) — 0

Afirmamos que o homomorfismo g ¢é inverso de f. De fato, veja que

Precisamos mostrar que 06% = ¢ e ad? = a.. Note que

(60%)(s) = d(1®@s—s®1)=46(s)
@) TET=58T) = (a09)(s) = oTEF =58 T)

Provamos assim a existéncia da derivada universal. Agora, provemos a unici-
dade. Considere as derivadas universais (Qgr, 0%) e (Qgg,0?) de ¢ : R — S.
Pela propriedade universal, existem homomorfismos S-lineares ¢ : Qgr — Qgr €

é ; QS|R — €)g|r tais que 8% = (6% e 6% = 65“3. Dai resulta que

67 = (0% = ((¢o%) = ()7

07 = (6¥ =((C67) = (¢C)o*

Usando novamente a Propriedade universal, conclui-se que
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& = 1

Qg|r

Dai conclui-se que Qg g = Qgr
]

Observagao 1.2. O S-médulo Qg ¢ chamado de médulo de diferenciais de Kahler.

Pela observagao.1.1, {25z = 0 se ¢ for sobrejetiva.

Corolario 1.2. Seja S = R[Y] uma &lgebra de polindémios sobre R, onde Y é um

conjunto de variaveis, e ¢ : R — S é o mapa inclusao. Entao

Qsir = Byey Sdy € 6%(r) = ZyEY g—;dy

Demonstrag¢ao. Vamos mostrar inicialmente que

Qsir = Dyey Sy

com S, = S para todo y € Y. Considere o mapa

yi S — ©yevSy

fo— (&),

onde ? ¢ a derivada usual em relacao a y. Note que v esta bem definida, uma vez que
y

cada f € S é uma soma finita de parcelas do tipo

mi m
T1e e TRY Yy

comr; € R, y; € Y, m; € N. Por construgao, ¢ facil ver que 0¥ é um R-derivacao.
Pelo teorema anterior, existe um tnico mapa S-linear ¢ : g)p — ©yecy Sy, no qual o

seguinte diagrama ¢é comutativo

SL)QSW

§ s
e
@yGY‘Sy
Pondo 6¢(y) = dy, temos
of
1) = oldy) = (5 )v = e,
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onde este tltimo é 1 em y € Y e zero nas demais componentes. Assim, ¢ é claramente
sobrejetiva. Como @,y S, ¢ um S-modulo livre, existe uma dnica aplicagao S-linear
V1 Byey Sy — Qgir tal que ¢¥(e,) = dy, para cada y € Y. Afirmamos que v é inversa
de ¢. De fato,

(G0)> siey) = 6> sidy;)
= Z sip(dy;)
= Z SiCy;

para »  s;e, € ByeyS, .Agora, temos que mostrar que (¢¢)(0%(f)) = 6?(f). Mostrar

of

ey oy dy. Para ver esta ultima,

esta igualdade é equivalente a mostrar que 6?(f) =)
note que em ambos os lados desta igualdade coincidem para cada y € Y, uma vez que

0¥(y) =dy e S é um R-modulo livre. Segue-se dai que
QS|R = 69yEYS(y

Para finalizar, veja que ¢ (e,) = dy, sendo B = {e, },ey uma base de @,cy S, € ¢ é um

isomorfismo. Entdo, B = {dy},cy é uma base em Qgg, portanto Qg = Gyey Sdy. O

Corolério 1.3. Seja ¢ : R[Y] — R[Z] um homomorfismo de élgebras, onde Y e Z

sao conjuntos de varidveis. Entao,

dy
Quir : — Q) — —dz.
Y|R R[Y]|R R[Z]|Ry Y Z 92
z2€Z
O teorema nos diz que existe uma correspodencia {25 |r, que associa cada R-

algebra S a um tnico S-mddulo gg.
Corolério 1.4. A correspondéncia (2_|g, ¢ um funtor na categoria das R-algebras.

Demonstrag¢ao. Seja um morfismo f : S — S na categoria das R-algebras. O dia-
grama seguinte [A.3]
S®rS _Hs_
lf@f lf
°- 8

S st
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é comutativo. De fato, pois:

SQt— > st ! f(st)

st fls) @ (1) 2= f(s) f(2)
Assim, (f ® f)|Is C I = Ker(fig). Isto induz o morfismo de S-médulos v : Ig — I,
onde v = (f ® f)|Is. Um cdlculo simples verifica-se que y(I2) C I;. Pelo teorema ,
obtemos o morfismo de S-maddulos
fof 14
Qgr = %—>% = Q4R

I

no qual (f ® f)(s®s) = (f(s) ® f(t)). Isto significa que aplicando Qx| em f, obte-
mos [ ® f:=

Qr. Assim, considerando a sequéncia

st .5 9.

95

de morfismos na categoria das R-algebras, obtemos

Q Q
fIR glR
Qgip — Qg — Qg

Para mostrar que ¢z = Qg€ r, observe inicialmente que

Qpr(s®t) = (fef)
®

Deste forma,

Qrr(s@1) = (9f @ gf)(s@1) = ((9f)(s) @ (9./)(2))
= (9(f(s)) ® g(f (1)) = Qgr((f(s) ® f(1)))
= QQ‘RQﬂR(S X t)

Para finalizar, considere o morfismo identidade 15 : S — S. Entao,

Q|R(s®1) = (1s®@1s)(s®1)
5)

= lg ®1s(t)

= st

11



1. O Modulo de Diferenciais de Kahler

Logo, Qa|r ¢ funtor.

Observagao 1.3. Sejam
QO-Y-R-¥.59

homomorfismos de anéis. Considere a seguinte sequéncia de S-mddulos
B
(%) Qrig ®r S — Q510 — Qg — 0

Estes mapas sao definidos da seguinte maneira: por restricao, a derivacao R-linear
0% : S — Qgr ¢é também uma derivacao @-linear. Consequentemente isto induz um
homomorfismo 3 : Qg9 — Qg)r tal que 6 = §*. Analogamente, 6*¥¢ : R — Qg
¢ uma derivacao Q-linear, que induz um homomorfismo R-linear & : Qg — (1g)q.

Para ver como estes tltimos dois mapas sao encontrados, veja os diagramas abaixo:

sov

5{ -~
&

Qsir

R—5 5040
Omo

que sao obtidos pelas propriedades universais de (g e {1g|q, respectivamente, uma
vez que 0¥¥p é uma R-derivacdo. O mapa o ¢é obtido por extensao de escalares, pois

Qs1g ¢ um S-moédulo. Entao

(07 QR‘Q(XJRS — QS|Q

y® s —  sa(y)

Proposicao 1.5. Sejam M um S-médulo, ¢ : R — S um homomorfismo e a sequéncia
0 — Derp(S; M) —= Derq(S; M)—T>De7’Q(R; M) (xx)

onde T(d) = dp e x é a restrigdo de escalares. Entao, a sequéncia de S-mddulos

() é exata.

Demonstracao. Pela observacao pelo Fato.3, conclui-se que (**) é uma sequéncia

de homomorfismos de S-médulos. E claro que x é injetiva. Afirmamos que IM(x) =

12



1. O Modulo de Diferenciais de Kahler

Ker(T). De fato, dado 6 € IM(x) = Derg(S; M), temos:

Op)(r) = d(p(r)) = d(p(r)1) = &(r)

Assim, 0 € Ker(Y). Por outro lado, se 0 € Ker(Y) ,entao, d¢ = 0. Consequentemente,

parar € R e s € S quaisquer, temos:

o(rs) = 06(p(r)s) = @(r)a(s) + so(p(r))
= 1d(s)

Assim, 6 € IM(x), e portanto, IM(x) = Ker(Y). Logo, a sequéncia dada é exata. [

Teorema 1.6. Sejam M um S-maodulo, Q) YR %5 S uma sequéncia de homomor-

fismos. A sequéncia

a B
Qpig @r S —= s —=Qsjp —=0

de S-modulos € exata. Além disso, o mapa o € injetivo quando toda Q-derivacao

R — M, pode ser estendida para uma derivacao S — M.

Demonstracao. Usando o morfismo f, descrito no Teorema 1.1, podemos identificar a

sequéncia exata (**) da seguinte maneira

0 — Homg(Qsp; M) —2= Homs(Qs10; M) —2> Homa(Qri; ¢x(M)) (1)

onde ¢, (M) é M, visto como R-médulo via ¢, S, = Homg(3, M) e ® é definida da

seguinte maneira

Derg(S; M) s Derg(R; M)

d |

Homg(S2g10, M) 2. Homp(Qpgq; p«(M))

com ®(0) = od. E facil verificar que este diagrama comuta. Como a aplicagao

I': Homp(Qrg; e«(M)) — Homgs(Qrig ®r S; M)
A — A"

com N*(D i @ s;) — > _siA(y;), ¢ um isomorfismo de S-médulos. Assim, podemos

rescrever a sequéncia (1) da seguinte forma,

B* O
O—>H0mS(Q5‘R; M) —>H0ms<QS|Q; M) —>HomR(QR‘Q QR S; M) ()

13



1. O Modulo de Diferenciais de Kahler

Pelo teoremal[A.F], a sequéncia (*) é exata. Agora, observe que um homomorfismo de
S-médulos N' — N possui inversa & esquerda se o mapa induzido H omg(N, M) —
Homg(N', M) é sobrejetivo, para um S-médulo M. Assim, o possui uma inversa a
esquerda se o mapa Derg(S, M) — Derg(S, M) é sobrejetivo para todo S-mddulo
N. ]

Observagao 1.4. Se R é uma algebra livre sobre ) e S é uma &lgebra livre sobre R,
entao, « € injetiva. Bem, segundo o teorema 1.5, precisamos encontrar um derivacao

S M para uma ()-derivacao R 28 M tal que o diagrama

R——S

| A

M

é comutativo. Pela hipdtese, existem conjuntos X C Re Y C S tais que
R=QIX] ¢ S=R[Y],

consequentemente, S é uma dlgebra livre sobre ). Assim, o S-mddulo Qg ¢ li-
vre(corolario ; levando em conta a derivacdo universal §#% de Qs1g, podemos ob-
ter um homomorfismo S-linear Q59 —» M definindo ¢s(3¥¥(y)) = (1), y € Y
uma vez que g ¢ um S-mddulo livre. Sendo assim, deve existir uma @-derivacao
d S — M (veja o mapa f do teorema . Seja a derivacao universal 0¥ do médulo
QR|@, entao, deve existir um tinico mapa R-linear ¢r : Qg9 — M tal que 0 = VROV,
Do mapa inclus@o ¢ obtemos €, : Qg — 2s)¢ dado por ) a;0% (x;) — > a;0% ().

Veja o diagrama
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Deste diagrama obtemos,

5V = QY (1.1)
0 = @Rroy
o = S%‘CSW

Yr = @5

Este ultimo decorre da propriedade universal de {lgg e do fato de pg ser também

R-linear. Para finalizar, veja que

o = ©s(0%1) = ps(Q,6%) (1.2)
= (SDSQL)&Z} = @Raw =0

Corolario 1.7. Se A e B sao R-algebras livres entao,
(Qar ®r B) ® (81r ®r A) = Qag,B)R

como (A ®g B)-moédulos.

Demonstragcao. Considere a sequéncia de R-algebras

Note que esta sequéncia satisfaz as condigoes da observacao anterior, assim obtemos a

sequéncia exata
0—>QA|R®R (A@RB)—>QA®RB|R—>Q(A®RB)\A =0

de (A ®pr B)-médulos. Podemos identificar esta sequéncia da seguinte maneira

0——Qur®r B—>Qagypr—Qpr@r A—0

Pelo corolério é facil concluir que o R-médulo Qg r®rA é livre (portanto, projetivo)

consequentemente a sequencia logo acima é cindida, o que implica que

(Qar ®r B) @ (251 ®r A) = QagyB) R

15



Capitulo 2
Algebras Simpliciais

Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Considerando o funtor

MOdS — MOdS
M — S®RM,

e a sequéncia exata de S-modulos
0—M —M-—M —0,
obtém-se uma sequéncia exata de S-moédulos
(x) SOrM — SQpM — S®z M —0,

Onde o homorfismo da esquerda é em geral nao injetivo, a menos que S seja plano

como R-modulo. Por meio desta ultima sequéncia, obtemos a sequéncia longa exata
oo = TorB(S, M') — Torf(S, M) — Torf(S,M") — ...

Sendo Tor®(S,M) = H,(Ps ®r N), onde Pg é uma resolugao projetiva de S. Daf
podemos observar que:

(1) Cada R-mdédulo S possui uma resolugao projetiva P,

(2) Cada Pg é tinica a menos de homotopia de complexos de R-mddulos,

(3) Defina T,, = Ps ®p S, para cada S-médulo M,

H,(T, ®s M) = Tor(S, M).

(4) Existe o isomorfismo de S- médulos Torf (S, M) =2 S ®g M.
Nosso objetivo ¢ estender a sequéncia exata do Teorema a uma sequencia longa

de S-mddulos, assim como a sequéncia (x), s6 que desta vez queremos que a estrutura

16



2. Algebras Simpliciais

de R-algebra de S seja respeitada. Para isso, vamos usar um complexo de S-médulos
projetivos L, (veja [3.1)) tal que

Ho(L, ®s N) =Q, ®s N

Levando isso em conta, devemos escolher uma categoria de R-algebras que possua uma
nocao adequada para homotopia de morfismos, de forma que as resolugoes possuam as
seguintes propriedades:

(1)" A estrutura de R-dlgebra de S é respeitada,

(2)" Devem ser tinicas a menos de homotopia,

(3)" O funtor de diferenciais de Kéhler 2_ preserva homotopias em um sentido ade-
quado.

A categoria das R-algebras simpliciais nos d4 um contexto certo para obter tais re-

solugoes.

2.1 Modbdulos e Algebras Simplicias

A categoria dos niimeros ordinais A tem como objetos os conjuntos [n] = {0, 1,...n}
e os morfismos sdo mapas ¢ : [n] — [m] que preservam ordem. Em particular, os

mapas

d: :[n—1] — [n]
(0,1,.i— 1+ 1,.n—1} s {0,1,.i—1,i+1,..n}

com 0 <17 <n. E os mapas

sl:n+1 — [n]
{0,1,..m+1} — {0,1,...5,7,..n}

com 0 < j < n. Estes mapas sao chamados de co-faces e co-degeneracoes, respec-

tivamente, e satisfazem as igualdades:

dd _, = dd7, se 0<i<j<n (2.1)
shst = s;si:rll, se 0<i<j<mn (2.2)
sid ., = disil, se 0<i<j<n (2.3)
sidi = Id, se i=jj+1 (2.4)
sidi, = di'sl ,, se 0<j<i—1<n (2.5)

17



2. Algebras Simpliciais

Observagao 2.1. (i) Por construcao, as aplicagoes d', e s/ sao injetivas e sobrejetivas,
respectivamente.
(ii) Para denotar o conjunto das aplicagdes sobrejetivas monétonas de [m]| em [n],

usaremos {m,n}.

Um objeto simplicial em uma categoria C é um funtor contra-variante X : A%®? —
C. Um morfismo 7 : X — Y de objetos simpliciais é uma transformacao natural, isto
é, uma colegao 7, : X, — Y,, de morfismos em C, para cada n > 0 ( que denotamos

X([n]) = X,,) no qual o seguinte diagrama é comutativo

[

X,, _Tm_ Y,

para cada mapa ¢ : [m] — [n] em A, sendo ¢* = X(¢) e ¢ = Y(¢). Sejam os

morfismos induzidos

X(d): Xy — X1 e X(s9): X — Xy

Que sdao chamados de faces e degeneragoes, respectivamente. Escreveremos d), s/ em

vez de, X (d%), X (s?), respectivamente. Estes mapas devem satisfazem as igualdades:

d_d = &7\d, se 0<i<j<n (2.6)
shoqs) = sffls;, se 0<i<j<n (2.7)
di, s = siid, se 0<i<j<n (2.8)
d,s, = Id, se i=jj+1 (2.9)
d,s) = s, ,d' se 0<j<i—1<n (2.10)

Lema 2.1. Todo morfismo ¢ : [n] — [m] em A, é composicao de co-faces ou co-

degeneragoes.

Observacao 2.2. Por conta deste lema, podemos rescrever a definicao de morfismo
7 : X — Y de objetos simpliciais como sendo uma colecao 7, : X, — Y, de

morfismos em C que comutam com as faces e as degeneragoes.

Exemplo 2.1. Seja um anel R. Uma R-modulo simplicial V' é um objeto simplicial

18



2. Algebras Simpliciais

na categoria dos R-médulos tal que V,, possui estrutura de R-moédulo e as faces e de-
generagoes sao homomorfismos de R-mdédulos. Analogamente, um R-algebra simplicial
V', é um objeto simplicial na categoria dos R-algebras tal que A, possui estrutura de
R-algebra e as faces e degeneragoes sao homomorfismos de R-algebras. Um méddulo
simplicial sobre uma R-algebra simplicial A é R-mddulo simplicial V' tal que V,, é um
A,-mdédulo e os mapas face e degeneracao sao compativeis com aqueles de A, isto é, para
cada n > 0, a aplicacdo ay, : A, x V,, — A,_1 x V,,_1, com a(a,v) = (d',(a), D’(v)),

faz o diagrama seguinte comutar

A, xV, Vi

Lan lD%

Pn—1
An—l X Vn—l - vn—l

onde dﬁl, D’ sio faces de A e V, respectivamente, e p,, é o mapa produto. De forma

semelhante, obtém-se um diagrama que é comutativo com as degeneracoes.

Exemplo 2.2. Seja um R-mddulo N. Definindo s(N), com

s(N), = N e d =1y=s¢’

n

,quando 0 <1,7 <n,

é facil ver que s(N) é um R-mé6dulo simplicial. Para uma R-algebra S, é evidente que

s(S) é um R-algebra simplicial.

2.1.1. Normalizagao. Dado um R-moddulo simplicial V', podemos associd-lo ao

um complexo de R-moédulos definido da seguinte maneira

On

(V,0) = .V 22y, Oy

com 0, =y (=1)d, : V, — V,_;. Quando a estrutura deste complexo estiver

clara, denotaremos simplesmente por V. A n-enésima homologia de V é o R-md6dulo:

Ker(0,)
HV) = 10,

Agora, dada uma R-dlgebra (R-mé6dulo) simplicial A, o complexo de Moore (N A, 9) é
um complexo definido por
(NA), =Ny Ker(d’)

com 0, : NA,, — NA,,_; induzido pela restrigao de d.
O n-ésimo médulo de homotopia m,(A) de A é a n-ésima homologia do complexo de

Moore, isto é:
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2. Algebras Simpliciais

m(A) = H,(NA,O0)
?:OKer(d’,'L)

A (N Ker(di, )

Observacgao 2.3. Na verdade, pode-se demonstrar que os complexos (V,0) e (NV,0)
sao equivalentes na homologia, isto é, H,(V,0) = H,(NV,9). Além disso, como su-
gerido acima, a correspondéncia N : sMod — Comp(Modg) é um funtor, mais que

isso, é uma equivaléncia de categorias. Para mais informacoes, veja

Exemplo 2.3. O complexo correspondente ao R-mdédulo simplicial s(/N) do exem-
plo.2.2 é

NN N ..
Observe que médulo de homologia é nulo, exceto em n = 0.

Exemplo 2.4. Seja uma R-élgebra simplicial A e my(A)-médulo N. Entao, s(N) é
A-médulo simplicial e a estrutura de A,-médulo de s(N),, é induzida via composta dos

homomorfismos de anéis

d dn—l d1

Ay —— A1 — ...

AO U Ao = 7o (A) .

dj(Ker(d}))

2.1.3. Produto Tensorial. O produto tensorial de A-mdédulos simpliciais V' e W

é o A-modulo simplicial denotado por V ® 4 W com
(VeaW), = V,®a, W,, paracada n >0, (2.11)

e os mapas de face e degeneracao sao induzidos de V' e W. Para ver a tltima afirmagao,

considere as faces d’, : V,, — V,,_y, di: W, — Wp_1, com 0 < 4,5 < n, e veja o

n

diagrama

Vn X Wn & Vn ®An Wn )

l &oa L
o iD;

& v
Vn—l X Wn—l —V ®An—1 Wn—l

onde a(v,w) = (d (v), dé (w)). Note que a é A-bilinear, entdo, pela Propriedade Uni-

versal do produto tensorial, obtemos D! e

Divew) = (@oa)vxw)=d,(v)® d(w)

Agora é facil mostrar que D! satisfaz as igualdades (2.1)-(2.5). Analogamente para as
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2. Algebras Simpliciais

degeneracaoes.

2.2 Resolucgoes Simpliciais

Nesta secao discutiremos as resolugoes simpliciais. O primeiro passo ¢é introduzir
extensoes livres, que sao algebras simpliciais, cujo complexo associado é formado de
modulos livres conce trados em niveis nao-negativos. Mais precisamente,

2.2.1. Extensoes Simpliciais livres. Seja A uma R-édlgebra simplicial. Chamamos
de extensao simplicial livre de A em um conjunto graduado X = {Xn}nzo de inde-
terminadas, uma R-algebra simplicial, denotada por A[X], que satisfaz as seguintes
condicoes:

(i) A[X], = A,[X,] é um anel de polinomios sobre A,, com o conjunto de varidveis X,;
(ii) s;(X,) C Xp41, para cada j,n;

(iii) A inclusdo A — A[X] é um morfismo de R-algebras simpliciais;

Exemplo 2.5. Se § = R[Y] é um anel de polinomios sobre R, entao a dlgebra simplicial
s(S) é uma extensao livre de s(R), com X, = Y para cada n. De fato, tendo em mente

o exemplo [2.2] é facil mostrar isso.

Exemplo 2.6. Se A[X]| é uma extensao livre de A e ® : A — B é um morfismo de

R-algebras simpliciais entao, B ® 4 A[X] é uma extensao livre de B[X]. De fato,

(B AX])n *Z B, ®a, (A[X])n (2.12)
P21 B, @A, AnX]
'.:! Bn [Xn]

Por , B®a A[X] é R-dlgebra simplicial. Além disso, tendo em vista as degeneragoes
st Al Xn] — Apns1[Xni1] € 8 0 B, — By ,com 0 < j < n, obtemos po, a

degeneracao

Si B, ®a, Ap[Xn) — Buy1 @4,y A1 [Xnid]

b®a —  §(b) ® s)(a)

Tendo em mente a aplicacao da proposicao , cada variavel de X em B[X] pode ser
identificada por 1 ® X,, entao,

S%(l ® Xn) =1® §7J1(Xn) € Xot1

uma vez que A[X] é extensao livre de A. Usando novamente a identificagdo mencionada
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acima, considere o diagrama

Bn Ln Bn ®An An [Xn]

léi; Lsﬁ;

ln+41
Bn+1 — Bn+1 ®An+1 An+1[Xn+1]

Veja que

(Shea)(0) = Si(b@1)=35,(b)®1
(6n+1§£)(b) = Ln-&-l(‘g{z(b)) = %(b) ®1

Pela observagad2.2] ¢ é um morfismo de B-dlgebras simpliciais.

2.2.1 A categoria sAlgr como uma categoria modelo.

A partir de agora, vamos considerar a categoria sAlgr como uma categoria modelo.
Como toda boa categoria modelo(veja a definigao ela possui trés classes distintas
de mapas: equivaléncias fracas, fibrados e cofibrados; além de satisfazer alguns axiomas.
Nosso objetivo é caracterizar cada uma destas classes de mapas e mostrar algumas

consequéncias destas caraterizacoes. Vamos comecar com a seguinte teorema

Teorema 2.2. Seja R um anel comutativo e a categoria sAlgr das dlgebras simpliciais

sobre R. Entao sAlgr possui estrutura de categoria maodelo, onde f: A — B é
1. Uma equivaléncia fraca se m,A — w,B € um isomorfismo,
2. Um um fibrado se o mapa induzido A — moA X,y B € uma sobrejegao e
3. Um cofibrado se é retrato de um morfismo livre.
Demonstragdao. Veja 4.3. da referéncia [I] O

Defini¢ao 2.1. (D. Quillen): Um morfismo f : A — B na categoria sAlgg é livre
quando existem subconjuntos C;, C B, para cada ¢ tal que:

(i) nC, C C, sempre que 7 : [¢] — [p] é um mapa sobrejetivo e monétono em A,

(i) f;+9,: A ]I FC;, — Z, é um isomorfismo para todo ¢, onde F'C, é uma algebra
livre gerada por C, e g, : FC, — Z, é unico mapa de algebras que é identidade em

c,.
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2. Algebras Simpliciais

Lema 2.3. Scja t : [n + k] — [n] uma aplicagao sobrejetiva e monétona. Entao,

existem k£ nimeros inteiros, que nao sao Unicos,

0<i4; <n, 0<ia<n+1,.,0<4 1 <n+k-2, 0<iu<n+k-1
tais que
, . . ,
b=, 0871008 4 508",
Demonstragao. Veja IX em [6] O

Corolario 2.4. 1. Todo objeto C em sAlgg ¢é fibrante,
2. Toda extensao simplicial livre A[X] de um objeto A em sAlgr é um cofibrante,
3. O morfismo inclusdo A — A[X] em sAlgg é cofibrado,

4. Dado um diagrama comutativo de dlgebras simpliciais

A——B
7

AX|—~C

onde ® é uma equivaléncia fraca sobrejetiva, existe um morfismo k que preserva a
comutatividade do diagrama, mais que isso, x é nica no seguinte sentido: se & :
A[X] — B é morfismo de R-dlgebras simpliciais que preserva a comutatividade

do diagrama entao, xk e A sao homotopicos.

Demonstragdo. Para ver (1), consulte [l 4.3. A existéncia vem do subitem (i) do item
MC4 da defini¢ao [A.19] A respeito da unicidade, considere a aplicacao bijetiva

®, : 7' (A[X], B) — 7' (A[X],C), com [N [®)]

fornecida a partir proposicao |A.14. Sejam k, k : A[X] — B morfismos em sAlgp que
preservam a comutatividade do quadrado comutativo acima. Sendo assim, h = Pk e

h = ®k. Por ®,, [Pk] = [®k]. Pela injetividade de ®,, vem [k] = [k] que implica
kA k. Por (1) e (ii) da proposicao [A.19e pela Observacao |A.13} k ~ k. Para verificar

(3), provemos que o mapa inclusao ¢ : A — A[X] é livre. Para cada ¢ > 0, consi-
dere o conjunto X, C A,[X,]. E claro que dado um mapa 7 : [q] — [p] sobrejetivo
e monoétono em A, temos o conjunto X, € A,[X,]. Pelo lema e o item (ii) da
defini¢ao 2.2, n*(X,) C X,. Na categoria das R-dlgebras, o mapa descrito em (ii) da
definigao [2.1], é dado pelo diagrama
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Aq
fq'HAq[Xq]\
Ag®a, Aq [ ] s = Aq[X]
tny A:q]
Ag[X]

uma vez que F(X,) = A,[X,]. Deste diagrama obtemos (f, + 14,x,)(a ® a’) = aa’.
Considere o morfismo de R-dlgebras 0 : A, — A, ®4, Ag[X,] dado por (3" a;z") =
S a; ® #'. E facil verificar que um é inverso do outro. Isso mostra que ¢ é livre. Para

finalizar, observe o diagrama comutativo

|

A[X] 2L

1a 1a

|

AlX]

A
|
A[X] 2L

1A[X 1y X]

Esse diagrama nos diz que ¢ é retrato dela mesma, que por sua vez é livre, logo ¢ é um
cofibrante. n

Exemplo 2.7. A categoria sModgr dos R-moédulos simpliciais, possui estrutura de

categoria modelo.(4.2]1)

Exemplo 2.8. Seja uma R-algebra A. Usando o exemplo nao dificil verificar que
o homomorfismo ¢ : my(A) — S de R-algebras, induz um morfismo de R-algebras

simpliciais ® : A — s(5). Pelo exemplo [2.2] temos

7Tn<(I)):{ ¢ se n=0,

0 se n>0

Assim, ® é uma equivaléncia fraca se, e s6 se, ¢ é bijetiva e m,(A) = 0 para n > 1.

Definicao 2.2. Seja ¢ : A — B um morfismo de R-dlgebras simpliciais. Uma

resolucao simplicial de B sobre A é uma fatoracao de ¢ como um diagrama
A——=AX]-2-B

de morfismos de algebras simpliciais, com A — A[X] uma extensao livre e ® uma
equivaléncia fraca sobrejetiva. Usualmente, vamos nos referir com A[X] para uma

resolucao simplicial de B sobre A.

Definigao 2.3. Uma R-dlgebra simplicial aumentada é um par (A, f), onde A é uma

R-algebra simplicial e f é um homomorfismo de R-algebras sobrejetivo
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Ay — B com fd)= fd]

Uma R-algebra simplicial aumentada é aciclica se o complexo corresponde é aciclico,

isto é, H,(A) =0 se n>0 e Hy(A) = B, com o isomorfismo induzido por f.

Observagao 2.4. Da tltima igualdade, conclui-se que di(Ker(d?)) C Ker(f). Entao,
o homomorfismo induzido Hy(A) — B é sobrejetivo. Uma resolugao simplicial R[X]
de uma R-algebra A pode ser vista como uma R-algebra simplicial aumentada e aciclica

que satisfaz as seguintes condigoes:
1. A R-élgebra R,[X,] é livre como R-médulo para todo n > 0,
2. O médulo H, (R[X]) é nulo para todo n > 0,
3. A R-dlgebra Hy(R[X]) ¢ isomorfo a R-élgebra A,

De fato, considerando o homomorfismo de ¢ : R — A e supondo que exista a re-

solucao simplicial desta algebra, obtemos uma fatoracao de ¢

s(R) — R[X]

Como ¢ é uma equivaléncia fraca, Hy(N(s(A))) = A e H,(N(s(A))) = 0 paran > 1,
temos
H,(R[X])=0, n>0 e Hy(RX])=A

Além disso, como R[X] é uma extensao livre, temos que A,[X,,] é livre como R-mddulo.
Sendo assim, a resolugao simplicial R[X] é resolucao livre(portanto, projetiva) da R-

algebra A vista como R-médulo.

Exemplo 2.9. Seja S um R-dlgebra, M um R-mdédulo e R[X| uma resolugao simplicial

da R-algebra S. Pela observacao.2.4, vale

Ta(RIX] ®p M) = Tork(S, M).
para cada inteiro n.

Seja uma extensao livie A — A[X]. Para cada inteiro n, existe um produto de
morfismos

25



2. Algebras Simpliciais

Dai obtemos um morfismo de A-algebras simplicias

p A[X] @4 A[X] — A[X].

E conveniente escrever A[X, X], em vez de A[X] ®4 A[X].
Sejam os morfismos ¢, ¥ : A[X] — B de algebras simpliciais. Existe um morfismo

induzido de algebras simpliciais

oV AX,X] — B

A

com (¢ O V), (r® 1) = d,(x)¥,(Z). De fato, usando o diagrama

An[X] X An[Xp] —> Au[X,] @4, A Xo]
La Boa %(@@\p)n

- v
B, x B, © B, ®p, By

com a(x,z) = (P,(2), ¥,(z)). Pelo item (1) da proposigao |A.7, podemos identificar
(PO V), (r®z) = ,(2)V,(2). Agora, fica facil verificar que este morfismo comuta

com as faces e degeneracoes em cada nivel n > 0.

Definigao 2.4. Seja o morfismo 11x) ® lax) : A[X, X] — A[X]. Um objeto cilidro
de A[X] é uma resolucao simplicial de A[X] sobre A[X, X], isto é, o seguinte diagrama
¢ comutativo

A[X, X]—> A[X, X, Y]

[0)]
1A[xm L

AlX]
Os morfismos ® e ¥ sao homotdpicos quando existe um diagrama de morfismos de
A-algebras simpliciais
AX, X]—=AIX, X, Y]

PO l
B

2.2.5. Existéncia de uma resolucao simplicial para uma algebra. Seja um
inteiro positivo fixo . Nosso objetivo é construir um resolucao simplicial para uma
R-algebra S, tendo em vista o Exemplo 2.2. Para ver a versao geral, isto é, dado
um morfismo de R-algebras simpliciais, existe um resolugao simplicial (como na de-

finigao [2.2)) veja [1,(3.5)]. Nosso ponto de partida é a seguinte definigao.

Definicao 2.5. Sejam um anel simplicial K, G um conjunto de indices e um conjunto

X de elementos z, de K;_; que satisfaz as seguintes condigoes:
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(a) di_i(2) =0, geG e 0<i<r—1,
(b) di_y(z) £ 0, se 7 = 1.
Para cada inteiro n > 0, denotaremos por K,[X,], K,-algebra livre tendo o seguinte

conjunto gerador
X ={ygt, 9€G e te{n,r}}

Definicao 2.6. Considere os homomorfismos de anéis seguintes:
(1) Para cada inteiro 0 < ¢ < n, s’ : K,[X,] — K,1[X,.1], obtido estendendo o

homomorfismo s!, : K,, — K, e

st (Ygt) = Yg tost

(2) Para cada inteiro 0 < i < n, d’, : K,[X,] — K,_1[X,_1], obtido estendendo o

homomorfismo dil K, — K,_1e

Yg,todi, s se tod' ésobrejetiva,
di(yg,t) = 0, se to dfl = di of comr =+ i
2y i se tod =d ot

Lema 2.5. Sejam t : [p] — [g] uma aplicagado sobrejetiva e mondtona, um inteiro

0 <¢ < p, um R-mddulo simplicial V' e um elemento = de V, com
di(z) =0, 0<j<gq.

Entao o elemento d;(xt) é igual a Tiodi, S€ A aplicagao to d; é sobrejetiva e a 0 se nao é.
Demonstragao. Veja [6] O

Proposicao 2.6. Sejam um anel simplicial K e um conjunto X de elementos z, em
K,._ tais que
d_,(z)=0, g€G e 0<i<r—1

Entao, o anel K,[X,] da definigao , os homomorfismos d!, e s! da defini¢ao ,

formam um anel simplicial K[X].

Demonstragao. Para tanto, é suficiente a verificagdo das igualdades (2.7) — (2.11).
Como estas sdo satisfeitas pelos elementos do subanel K, de K,[X,] entdo, basta
demonstrar para os geradores y,,. Comecamos com a igualdade (2,8),

(Szn—s—l © S%)(Zgﬂg) = S:l-i-l(ygﬂfosi) = yg,tosios;“ = yg,tosi ositl

n-°n+1
i1 i1 .
shi1(Ugos;) = (141 0 83) (Ug,)
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Para verificar a igualdade (2.9), vamos dividi-lo em trés casos. Se a fun¢do t o d’ é
- < < ;w23 -1 L -
sobrejetiva, entao a funcao to s odl, , = tod}, o s} também é sobrejetiva. Desta

forma,
(dfﬂ—l © SZL)(yQJQ = dj’b—i—l (yg,tosi) = yg,tos%od;+l = yg,todiloszl__l1
= SgL_—ll(yg,todij = (SiL_—ll © dib)(ygﬂf)
se a fungao t o d’ é igual a di ot com i # r. Usando a igualdade
tos%odfﬂ_l = tod;osj_ll :diOtAOS
Temos,

(d;+1 © S‘Zz)(yg,t) = dfz—&-l (yg,tos{t) =0
= (s5210d})(Yge) = 5,73(0) = 0.

Se a funcdo t o di = d’ ot entdo, pela igualdade

J (3 i K J _ s J
toslod, ., =tod,osl " =d.otos,

Temos

(diz+1 © SZ)(Z/g,t) = diLJrl (yg,tos%> = Zg,z?osj*1

n—1

i—1 -1 4
= s (%) = (sn1 0 dy) (Yg.)-

De maneira andloga, verifica-se a igualdade (2.11). Para verificar a igualdade (2.10),

i

observe que a fungdo t =t o sl od’,

41 € sobrejetiva. Assim,

(d;iz—i-l o S%)(yg,t) = dfl-i-l (yg,toszl) = yg,tos%odf”rl = Yg,t-

E finalmente, a igualdade (2.7) ¢ satisfeita se provamos que o elemento (d’,_; od?)(y,.)

é determinado pela aplicacdo d/ o di ;. O lema seguinte prova isto. O

Lema 2.7. O elemento (d},_; o d%)(y,.) é igual a Yy podiodi, S€ @ fungdo to diod
é sobrejetiva, ao elemento z,; se t o d? o d,_; é da forma d ot e ao elemento 0 se

todl od! | éde outra forma.

Demonstragdo. Se funcao tod! od! | é sobrejetiva entdo, t o d’ é também sobrejetiva.

Dai seguem as igualdades
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(dfz—l © d%)(y%t) = dil—l(yg7tod%) = yg,tOd%od;_l‘

Se a fungao tod’ od’_, é da forma d’ot, podemos dividi-lo em dois casos. No primeiro,

t o d’ é sobrejetiva, e portanto,

(dflfl © di)(yg,t) = d;fl<yg,todzl) = Zgi

No 1ltimo, a funcdo ¢ o &/ é da forma d’ o t, a funcio £ o d’_, é entdo igual a £. De

acordo com a lema[2.5

(d5,y 0 d))(yge) = d;—l(zg,é) = Fgiodi | T “oir

Se a funcao tod! od! | é de outra forma, podemos dividi-la em trés casos. No primeiro,
a funcao t o d’, é sobrejetiva, a funcao t o d’, o d’,_; ¢é entdo igual a d’. ot com 1 # r, e
portanto

(s 0 d))(ygs) = d;il—l(yg’tod%) =0

No segundo, a fungao t o d/, é da forma d’ ot com i # r, e portanto,

(d}, -y 0 d})(yg) = d,, 1 (0) = 0.

No terceiro, a funcao tod) é da forma d’ ot e a funcdo t od’,_; nio é sobrejetiva, entdo
pela lema [2.5]

(d}, 1 0 ) (Ygu) =, 1(2,4) = 0
O

Observagao 2.5. O conjunto {r,r} possui um unico elemento que é a identidade
iq, consequentemente a K,-dlgebra livre K,[X,] é gerada por elementos y, iguais aos
elementos z,;,. Assim, o homomorfismo d. : K,[X,] — K,_1[X,_1] é descrito da

seguinte maneira

. Zg, S€ T=T
di(ygs,) = 7
Yo { 0, se i#r

Proposicao 2.8. Sejam um anel simplicial K e um conjunto X de elementos z, de

K, _1 que satisfazem a condigao seguinte

di_i(z)=0, geG, 0<i<r-—1.
Entao, o anel simplicial K[X] possui as propriedades seguintes
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1. O anel simplicial K é um subanel simplicial de K[X],
2. Para todo inteiro n, a K,-édlgebra K,[X,,] é livre,
3. Para todo inteiro n < r, os anéis K, e K,[X,] sdo iguais,

4. Para todo inteiro n, os anéis K, e K,[X,] sdo iguais se conjunto de indices G é

vazio,

5. Para todo inteiro n, os anéis K, e K,[X,,] s@o de tipo finito se conjunto de indices
G é finito,

6. Para todo inteiro n < r — 1, o homomorfismo natural de 7,(K) para 7,(K[X]) é

um isomorfismo,

7. O homomorfismo natural de m,_;(K) para w1 (K[X]) é um epimorfismo. Seu
nicleo é o submédulo do K,_;-médulo 7,_1(K) gerado por elementos zZ, de
mr—1(K) com z, de K,_;.

Demonstracao. As cinco primeiras decorrem imediatamente da definicao [2.5 e da ob-
servagao seguinte. O conjunto {n,r} é finito, vazio se n < r. A propriedade (3) implica

na propriedade (6). Resta verificar a propriedade (7). Por defini¢ao,

_ Nip Ker(d;_,)
(N Ker(d)))

7T7«_1(K)

Pondo I,_; = ﬁ;ﬂ:—olKer( .

ideais de I,_; e J._; do anel K,_1][X], cujo quociente nos dé o médulo m,_1(K[X]).

) oe Jop = di(NZ;Ker(dl)). Analogamente, sejam os

Usando o morfismo inclusao K — K[X], obtemos o homomorfismo

>

Irfl r—1
— =
Jr—l r—1

A propriedade (3) nos da
Kr—l = Kr—l[X]a ]7”—1 = jr—17 JT—l - jr_l

O homomorfismo acima ¢ um epimorfismo. Os elementos z, pertencentes a I,_; sao

I’r‘—l
J771

modulo gerado pelos elementos Z, se, e s6 se, o ideal J_q de K,_; é gerado pelos

representados pelos elementos z, de . O ntcleo do epimorfismo acima é o K,_i-

elementos do ideal J,_; e por elementos z,. Pela observacao 2.5, é claro que nao
somente os elementos de J,_; mas também os elementos z, pertencem a J,_;. Reci-

procamente, considere um elemento z € jr_l. Existe portanto um elemento y € Ky X]|
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tal que

di(y) =0 se 0<i<d e di(y)=u

Podemos escrever y da seguinte forma
Y = a—i—Zagyg, ac K, e y,€ K, [X]

Da observagao [2.5] para i # r o elemento di(y,) é nulo, por conseguinte, d‘(c) ¢ nulo.

Ou seja, d(«) é um elemento de J,_;. O elemento

o= dly) = i) + 3 dilag)d](y,) = i) + 3 di{ay)z,

pertence portanto nao somente ao ideal J,_;, mas também ao ideal gerado por elemen-

tos de J,_; e elementos z,, como queriamos demonstrar. O

Definigao 2.7. Uma resolugao passo-a-passo (K, X*) de uma A-dlgebra B é formada
A-algebra simplicial aumentada K, e de um conjunto X™ para todo m > 0. O ho-
momorfismo aumentado é um homomorfismo da A-dlgebra K, para a A-algebra B. O

conjunto X™ é formado de elementos do anel
Ko [X°, XY X2 X
que satisfazem a condicao seguinte para todo inteiro positivo m
d,(z)=0, 0<i<m

Além disso, as condigoes seguintes devem ser satisfeitas: (A.3.1) Para todon > 0, a
A-dlgebra K, é livre.

(A.3.2) O nicleo da sobrejecao do anel my(K) para o anel B, como ideal, é gerado por
representantes do conjunto X% C K.

(A.3.3) Para todo m > 1, o médulo 7, (K,,[X°?, X!, ..., X™2 X™"1]) é gerado por

todos os representantes do conjunto X".

Observagao 2.6. Considere uma resoluc¢ao passo-a-passo (K, X*) de uma A-algebra

B. Utilizando a seguinte notagao,

K™= K[X° X' . X",
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temos a cadeia crescente de A-algebras simpliciais
KcK'c...cK™Cc K™ c..
Da terceira propriedade da proposigao 2.8, temos

Km_lzK;?, n<m

n

Passando o limite, podemos definir um A-dlgebra simplicial K[X*] para cada nivel n,
da seguinte maneira

K" =K,JX*, n—1<m

n

Proposicao 2.9. Seja uma resolugdo passo-a-passo (K, X*) de uma A-algebra B.
Entao, a A-algebra simplicial K[X*] é uma resolucao simplicial da A-algebra B. Esta

resolucao simplicial possui as propriedades seguintes:
1. A édlgebra simplicial K é um subélgebra simplicial da algebra simplicial K[X*],
2. Para todo inteiro n > 0, a K,-dlgebra K,[X*] é livre,
3. As algebras Ky e Ko[X*] sao iguais,
4. As élgebras K,, e K,[X*] sdo iguais se os conjuntos X% X! ..., X! sdo vazios,
5. A K,-4lgebra K, [X*] é de tipo finito se os conjuntos X° X1 ..., X"~ s3o finitos.

Demonstracao. A primeira propriedade decorre da definicao, a terceira propriedade é
caso particular da quarta. Considere as seguintes algebras:

K, — K’ =K,[X°], K°-— K!=KX!,..,K"? — Kr'!=Kn?2[Xn1]
Pela proposicao 7 eles sao livres em geral, triviais se os conjuntos X°, X! ... X"}
sao vazios, tipo finito se os conjuntos X°, X!, ..., X" ! sdo de tipo finito. Por com-
posicao, obtemos um K,-algebra K,,[X*| que é livre em geral, trivial, no primeiro caso
particular, e tipo finito no segundo caso particular. As cinco propriedades sao assim
demonstradas. Em particular a A-algebra K, [X*] livre. Agora, resta provar que K[X*]
¢ uma algebra simplicial aumentada aciclica. Suponha que o inteiro n é diferente de

zero e considere as igualdades

K[X* =K'= K" X", i=n—1,nn+1

Dai decorre a seguinte igualdade m,(K[X*]) & 7, (K" !'[X"]). Tendo em mente a
sétima propriedade da proposicao seja o moédulo w, onde I é ntcleo do

epimorfismo descrito na proposi¢ao 2.8 Como I é gerado pelos elementos representados
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pelos elementos do conjunto X", entao pela condicao A.3.3 da definicao , w =
0. Assim, o médulo 7, (K[X*]) é nulo, uma vez que w = 7, (K[X*]).Observe que
mo(K[X*]) 2 mo(K[X°]) . Usando novamente a Proposicio 2.8, considere o quociente
do anel 7y(K) pelo ideal J(que é o niicleo da sobrejegao da Proposicao [2.8), que é
gerado por X°. Pela condicao A.3.2 da definicao , J é igual ao nucleo da sobrejecao
7o(K) — B(dada pela élgebra simplicial aumentada K). Ou seja, mo(K[X*]) = B..

As condigoes da observagao sao assim satisfeitas. O
Teorema 2.10. Uma A-dlgebra B possui uma resolu¢ao simplicial B,.

Demonstracao. Pela proposicao [2.8), é suficiente encontrar uma resolucao passo-a-passo
(K, X*) da A-dlgebra B e considerar a resolucao simplicial B, igual a K[X*] da A-
algebra B. Seja uma A-algebra livre F' e um ideal I, de modo que exista um isomorfismo
da A-algebra ? para a A-algebra B. Considere a A-algebras simplicial K igual a A-

algebra simplicial F' aumentada com a sobrejecdo de F para B. Por conta disto, temos

12

7T0(K) gﬂ'o(ﬁ) F

O nicleo da sobrejecao de mo(K) para B é igual a I. Escolhemos um sistema de
geradores X do ideal I e, portanto, a condigao (A.3.2) da definicao esta satisfeita.
Por exemplo, X = I. A escolha dos outros conjuntos X" é feita por inducao. Suponha
que os X° X1 . X! satisfagam as condigoes (A.3.2) e (A.3.3) da definicao O
anel simplicial K"~ = K[X° X! .., X" 1] estd bem definido. Escolhendo os elementos

de X" tais que:
ze K" =K[X° X', ., X", di(z)=0, 0<i<n

Agora basta mostrar que a condi¢ao (A.3.3) da definigao é satisfeita também no

nivel n. As imagens dos elementos z do seguinte médulo sao definidas no seguinte anel
zem (KX XY ., X" ) em K[X° X' ., X"

e devem formar um sistema de geradores. Por exemplo, o conjunto X" ¢é formado pelos
elementos z do anel em questao, nos quais d’,(z) é zero. Temos, assim, uma construgao

passo-a-passo da A-algebra B. n

Corolério 2.11. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Se R[X] e R[Y] sao
duas resolugoes simpliciais de ¢, entao, elas sao unicas a menos de homotopia, isto ¢,

os complexos de R-médulos R[X] e R[Y] sdo homotopicos.
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Demonstracao. Pela hipdtese, obtemos os diagramas em sAlgr

R—— R[X] R——R[Y]
N
RlY]——~8 R[X]|——

que sdo comutativos, pois cada um deles fatora o mesmo mapa ¢. Por (4) de ,
existem as R-dlgebras simpliciais k : R[Y] — R[X] e k : R[X] — R[Y] que sio os
levantamentos dos diagramas da esquerda e da direita, respectivamente. Destes dia-

gramas, obtemos

R—A>R[X] RA—>R[Y}
YA e
R[X]—— 5 R[Y] —~— 5

que também sdo diagramas comutativos. Note que as identidades 1gix] : R[X] —
R[X] e 1gyy : R[Y] — R[Y] também fazem esses diagramas comutarem. Pela unici-
dade do levantamento((4) de , kk ~ Lrix) € kk ~ Lrpy) O

34



Capitulo 3

A Homologia de André-Quillen

Neste capitulo, vamos introduzir o conceito crucial deste trabalho: O complexo co-
tangente de um homomorfismo ¢ : R — S. A seguir, vamos mostrar que o complexo
cotangente nao depende da escolha da resolugao simplicial (Lema . Para mais
tarde, j& de posse do maquindrio construindo da secao [3.1.1], definir os S-mdédulos:
TorS (L

André-Quillen, respectivamente. E finalizando com algumas propriedades basicas acerca

o N) e Ext?(L,, N) que sao n-ésima homologia e a n-ésima cohomologia de

destas tultimas, sendo a mais relevante, a proposicao que mostra a existéncia da

sequéncia longa de homologia, através da sequencia de Jacobi-Zariski (1.6]).

3.1 O Complexo Cotagente

O funtor Q_p (veja o Coroldrio pode ser estendido a um funtor de sAlgg
para sMod,, denotado também por €2_g, da seguinte forma: dada uma R-algebra

simplicial, obtemos um A-médulo simplicial 24z com

(Qajr)n = Qa,r

para cada n, sendo os mapas de face e degeneracao induzido por aqueles de A, isto é,
dado uma R-édlgebra simplicial A, para cada n > 0, temos uma R-algebra A,,. Pas-
sando o funtor o €2_, obtemos o R-mdédulo de diferenciais de Kéhler 24,z Além

disso,
d},
An > An—l

ld; e
d;_,

n—1—"> An—2
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com 0 <1 < j <n. Passando o funtor, obtemos

Q .
al|R
Qa g —Qu4,_ R

Qd%ml 0. Lgdg_lm
d}ﬂ,1|R
QA7L71|R - QAn72‘R

Analogamente, se verifica as igualdades (2.8)-(2.12). Assim, Qur ¢ um A-médulo
simplicial. De forma semelhante, verifica-se que um morfismo ¢ : A — B de R-
dlgebras simpliciais induz um morfismo de R-mddulos simpliciais Q¢ r @ Q4r —
Qp|r, assim como uma sequéncia de R-algebras simpliciais A 2y B % Cinduz a
composicao yr€sr = Qygr € dado A € sAlgr e o morfismo identidade A RN

também vamos ter identidade Q4 ,|R = 1g ar» Obtendo, assim, o funtor desejado.

Teorema 3.1. Se um morfismo de R-dlgebras simpliciais livres ® : R[X] — R[Y]
¢ uma equivaléncia fraca entdao, o morfismo induzido de R-mddulos simpliciais Qe g

Qrix)r — Qrpyyr € também uma equivaléncia fraca.
Demonstragao. Veja[§ O

Corolario 3.2. Se &,V : R[X| — B sao morfismos homotopicos de R-algebras sim-
pliciais entao, os morfismos induzidos de R-mddulos simpliciais Qg|r, Qu|r : Qrix)r —

Qpy]r sa0 homotopicos.

Demonstra¢ao. Suponha que R[X,X,Y]| é um objeto cilindro para uma R-élgebra

R[X]. Assim, existe um diagrama de R-algebras simpliciais
R[X,X]— R[X, X,Y]—= R[X]

onde a composta é o mapa 1px)© 1gix] : R[X, X] — R[X]. Aplicando §2_,z, obtemos

o diagrama de R-moédulos simpliciais
QR[X,XHR - QR[X,X,YHR — QR[XHR

Note que na ultima flecha usamos o teorema anterior. Ligando este diagrama com o

diagrama de R-moédulos simpliciais,
(*)  Qrxr © Qrx)r — (Qrx)R OR R[X]|R) & (Qrix)|R @R R[X]) = QRrx, xR

onde a tltima flecha é um isomorfismo de R-mddulos simpliciais induzido pelo isomor-

fismo descrito no coroldrio [I.7, Compondo de forma conveniente, obtemos

Qrix)r © Qrixr — Qrix, xR — QRIX)|R-
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considerando os morfismos identidades 1 : Qgix)jr — Qrxre1: Qry R — QRY)IRS
obtemos o tinico o morfismo 1 ® 1 : Qrix)r ® Qrix) g — Qrx)R, POr meio da pro-
priedade universal do coproduto (veja a definigdo MC1). Rescrevendo o ultimo

diagrama, obtemos o diagrama comutativo

Qrx)r © Qrix) R — QRIX XV|R -
Qrix)|r

Deste concluimos que Qgx xy)r ¢ um objeto cilindro para o R-médulo simplicial
Qrix)r- Agora, aplicando €)_|z no diagrama de homotopia entre ® e ¥, obtemos um

diagrama comutativo de R-modulos simpliciais

Qrx,x) — Qrix, X, YR

T

Qpr

Considere o diagrama em sModg

Qrxr @ Qrix)r — Qrix xR — BIR

sendo a primeira seta a composta do diagrama () e a segunda o mapa u. Usando

novamente a propriedade universal do coproduto nos mapas (¢ |r, {dy|r, obtemos

Qprx) © Qrix) — Qrix,x)|R

m
Qe r+Qq|R l

Qpr

Podemos rescrever esta ultima e obter

Qprx © Qrx) — Qrx,XY]R 5

Qg r+Q0|R L

Qpr

uma vez que p é a composta de dois mapas. Como Qg(x x y)r ¢ um objeto cilindro do

objeto Qgx)r, 0 diagrama acima mostra que g r e {dy|r sa0 homotopicos. O

Observacgao 3.1. Duas extensoes simpliciais (resp, R-mdédulos) simpliciais R[X] e

R[Y] serao homotdpicas quando existirem morfismos x : R[X] — R[Y] e & : R[Y] —
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R[X] tais que

KR ~ 1R[X} e Rk~ 1R[y}.

Neste caso Qgx)r € Qg[y)r sa0 homotdpicos como R-mddulos simpliciais. Usando
a correspondéncia N, mencionada na observacao , a nogao de homotopia (como
definida acima) é mantida na categoria Comp(Modg). Mais que isso, a nogao usual de

homotopia de mapas de complexos e a nocao que definimos coincidem. Veja pagina
169.

Definigao 3.1. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de aneis comutativos. Seja A

uma resolucao simplicial de S sobre R e defina

Ly =Qar®a S

Assim, L, é um S-médulo simplicial. O complexo associado de S-médulos (L, 0) é
chamado complexo cotangente de S sobre R, mais precisamente, de ¢. Este complexo

¢ também denotado por L.

Exemplo 3.1. Seja A = R[X] uma resolugao simplicial da R-algebra S. Para cada
inteiro n, obtemos A, = R[X,]. Pelo corolario

Qar = Qrx,) R = Byex, Andy
é um A,-molulo livre consequentemente,

(Lo)n = (Qur®aS)n = Qa,r®a, S
<@y€XnAndy) ®An S = ®y€Xn (An ®An S)dy = 69yEXnde

¢ um S-mdédulo livre com base de cardinalidade card(X,,).

Lema 3.3. O complexo cotangente nao depende da escolha da resolucao simplicial
no seguinte sentido: se A e A sdo resolucées simpliciais de um homomorfismo de
anéis ¢ : R — S, entao, os complexos cotangentes correspondentes L, e L;D sao

homotopicos.

Demonstracao. Devido ao teorema [2.10] podemos supor que A e A’ sdo resolugdes
simpliciais do homomorfismo . Pelo coroldrio [2.11] existem morfismos de R-médulos
k:A— Aek : A — Atais que kk' ~ 14 e K’k ~ 14. Como A e A sao
extensoes simpliciais livres de R, entao, podemos aplicar o teorema juntamente
com a observacao e concluir que os complexos de S-mddulos 2z e Qu g sao

também homotopicos. Precisamos mostrar que existem homomorfismos de complexos
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de S-médulos Q @4/ S : pr — L,eQ®45: L, — pr tais que
(U @ ) (U ®aS) ~ 1L, e (a8 @aS) ~ iy, .
Ponha A = R[Y| ¢ A" = R[Z]. Pelos corolérios [1.2] e [L.3] obtemos

QwR : QR[Y]|R — QR[ZHRv

( i)

Zj

definida por Qur(>_ fidy:) = > k(fi)dk(y:) = > k(fi)( )dz;. Observe que

KO k() Okl gy = ST KE(S) w(Z () ~ > fidys,

a ultima equivaléncia decorre da discussao feita acima. Assim, deve existir h tal que

Z E'k(fi)k'( ( Z fidy; = 8(2 fidy:) + 3}1(2 fidy;)

Aplicando ®4S em cada nivel n, obtemos

Z Z W) o)~ 3 ) © S s = (h0(S" fuds) + OW(Y ) © Y s,

]

3.1.1 Algebra Homologica de Complexos de Mdédulos

Se M e N sao complexos de R-médulos entao, Homg(M, N) denota o complexo de
Z-médulos com Homp(M, N)y = [Licz(Mi, Nign), €

a((ai)iGZ) = (az‘+n04i - (_l)nai—lai)i€Z7

para (o;)icz € Homp(M,N),. Um homomorfismo de complexos o« : M — N de
grau n em Hompg(M,N), é uma familia (o; : M; — N;i,)icz de mapas R-lineares,
tais que 0;1na; = (—1)";—10;. Dois homomorfismos a e  de grau n sdo chamados
homotdpicos quando existe uma familia (s; : M; — Nyiyny1)icz de mapas R-lineares
tais que o — 8 = s0+ Js; neste caso, escrevemos « ~ (. A homotopia é uma relacao de
equivaléncia e o ~ (§ implica H(«) = H(f). Se o mapa identidade 1,; é homotépico
ao mapa nulo entao, M é chamado contratil. Um morfismo o« : M — N é um
homomorfismo de complexos de grau 0. Um quase-isomorfismo é um morfismo « tal

que H(a) é um isomorfismo. Um quase-isomorfismo é designado pelo simbolo ~ encima
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da seta. A relacao de equivaléncia gerada pelos isomorfismos homolégicos é denotada
também por ~. Assim, M ~ N significa que existe uma sequéncia oY, ...,a™ ! de
isomorfismos homolégicos af : M =5 M ou of : Mt =5 M com M = M° e
N =M.

Definicao 3.2. Um complexo de R-médulos P é chamado:

(3.2.1) DG-projetivo se Hompg(P, —) transforma isomorfismos homoldgicos sobrejetivos
em isomorfismos homoldgicos sobrejetivos;

(3.2.2) m-projetivo se Hompg(P, —) preserva isomorfismos homolégicos;

(3.2.3) #-projetivo se P; é um R-médulo projetivo para cada i € Z

Observagao 3.2. As seguintes afirmagcoes sao vélidas:

1. Se P ¢ limitado inferiormente e é #-projetivo entao, é DG-projetivo.
2. Um complexo contratil é m-projetivo.
3. Um complexo P é m-projetivo se, e s6 se, Hompg(P,—) preserva homologias tri-
viais.
Proposicao 3.4. Um complexo é DG-projetivo se, e s se, é m-projetivo e #-projetivo.

Proposicao 3.5. Se a: P — P é um quase-isomorfismo de complexos m-projetivos

entdao, Hompg(a, N) é um quase-isomorfismo para cada R-moédulo N.

Proposicao 3.6. Se P é um complexo m-projetivo e P &~ M entao, existe um quase-

isomorfismo P — M.

Definicao 3.3. Um complexo de R-médulos I é chamado:

(3.3.1) DG-injetivo se Hompg(—, I) transforma isomorfismos homolégicos injetivos em
isomorfismos homolégicos sobrejetivos;

(3.3.2) m-injetivo se Hompg(—, I) preserva isomorfismos homoldgicos;

(3.3.3) #-injetivo se [; é um R-moddulo injetivo para cada i € Z
Observagao 3.3. As seguintes afirmagoes sao vélidas:
1. Se I é limitado superiormente e é #-injetivo entao, é DG-injetivo.
2. Um complexo contratil é m-injetivo.
3. Um complexo [ é w-injetivo se, e s6 se, Hompg(—, I) preserva homologias triviais.

Proposicao 3.7. Um complexo é DG-injetivo se, e s6 se, é m-injetivo e #-injetivo.

40



3. A Homologia de André-Quillen

Proposicao 3.8. Se § : I — T é um quase-isomorfismo de complexos m-injetivos

entdo, Hompg(M, ) é um quase-isomorfismo para cada R-mdédulo M.

Proposicao 3.9. Se I é um complexo 7m-injetivo e N ~ [ entao, existe um quase-

isomorfismo N — I.

Definigao 3.4. Seja M um complexo de R-mdédulos. Um quase-isomorfismo P — M
com P DG-projetivo (resp. m-projetivo) é chamamo de uma resolugdo DG-projetiva
(resp. m-projetivo) de M sobre R. Um quase-isomorfismo M — [ com I DG-injetivo
(resp. m-injetivo) é chamado de uma resolu¢ao DG-injetiva (resp. m-injetivo) de M
sobre R.

Proposigao 3.10. Cada complexo possui uma resolu¢ao DG-projetiva e uma resolugao
DG-injetiva.

Demonstracao. Para ver a existéncia das resolugoes m-projetiva e w-injetiva, veja [L0]
O

Lembre que produto tensorial de complexos de R-médulos M e um complexo de
R-médulos N é um complexo de R-médulos com (M ®g N), = ®icz(M ®r N,_1) e
Im®n)=9(m)@n+ (—1)'m ® d(n) param € M;, n € N,,_;.

Definicao 3.5. Um complexo de R-méddulos F' é chamado:

(3.5.1) DG-plano se —®p F' transforma isomorfismos homoldgicos injetivos em isomor-
fismos homoldgicos injetivos;

(3.5.2) m-plano se — ®pg F' preserva isomorfismos homoldgicos;

(3.5.3) #-projetivo se F; é um R-médulo plano para cada i € Z
Proposicao 3.11. Um complexo é DG-plano se, e sé se, é m-plano e #-plano.

Proposicio 3.12. Se a : F — F é um quase-isomorfismo de complexos 7-planos

entao, M ®pr o é um quase-isomorfismo para cada R-mdédulo M.

Proposicao 3.13. Um complexo DG-projetivo (resp. m-projetivo, #-projetivo) é DG-
plano (resp. m-plano, #-plano)

Construcdo.1: Sejam M e N complexos arbitrarios, P — M <— Pel <&
N =] , resolugoes DG-projetivas e DG-injetivas, respectivamente. Pelas definigoes,
juntamente com proposicoes , , eexistem isomorfismos homolégicos Hompg (P, N) =
Homp(P,N) e Homp(M,I) == Hompg(M,I) que sao inversos a menos de homotopia.
Segue-se que as classes de homotopias (em particular, as classes de equivaléncia) dos

complexos de R-médulos Hompg (P, I) ndo depende da escolha das resolugoes. Entao,
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definimos Exti(M,N) = H_;(Hompg(P, P)). Note que os isomorfismos homolégicos
induzem isomorfismos nos Ext. Além disso, devido as proposigoes [3.4] el3.8 e

as respectivas defini¢oes, existem os isomorfismos
H(Hompg(P,N)) = Extgr(M,N) = H(Homgr(M,I))

para um m-projetivo P com P =~ M e um 7-injetivo I com N = I. De forma semelhante,
se P =5 M é uma resolucio DG-projetiva de complexo de R-médulos M e Q) =y N
é uma resolucao DG-projetiva do complexo de R-mddulos N, as classes de homotopias
(em particular, as classes de equivaléncia) de complexos de R-mdédulos P ®p () nao

dependem da escolha feita. Sendo assim, definimos
Tor{{(M,N) = H;(P ®r Q).

Além disso, devido as proposicoes [3.10] [3.11], [3.13], este médulo pode ser calculado a
partir de complexo DG-plano ou 7-plano F' tal que F ~ N e Tor®(M,N) = H(M ®g

Observagao 3.4. Caso M e N sejam R-mddulos entao, podemos recuperar a defini¢ao
usual de Tor e Ext escolhendo resolucoes Py, Iy ¢ Py, que sao pelos itens 1 das
observagoes [3.2] e , resolucoes DG-projetivas e DG-Injetivas.

Definicao 3.6. Seja n € Z. Dizemos que um complexo de R-moédulos M, possui
dimensao projetiva no méximo n (denotamos pdrM < n) se existe uma equivaléncia
P ~ M, com P um complexo de R-mddulos DG-projetivo tal P; = 0 para i > n. Se
pdrM < n mas nao ocorre pdrM < n — 1, escrevemos pdrM = n. Isto também pode

ser expresso pela igualdade

quando P varia pelos complexos de R-moédulos DG-projetivos tais que P ~ M.

Observacao 3.5. 1. Substituindo na defini¢ao acima “DG-projetivo” por “m-projetivo” (resp.
por #-projetivo), obtemos uma definicdo com a nogao de dimensao m-projetiva
(resp. dimensdo #-projetiva) de M que é denotada por m — pdgM (resp. # —
pdrM).

2. Se M ~ M’ entdo, pdgM = pdrM' e similarmente para m — pdg ¢ # — pdg.

3. A desigualdade
8 — pdpM < pdpM
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para qualquer complexos de R-médulos M, devido a proposicao (3.4

4. A igualdade pdgM = —oo (resp. m™ — pdgM = —o0, § — pdgM = —o0) é
equivalente a H(M) = 0.

5. Existe uma desigualdade pdrM > supM. e similarmente para m — pdrM e
# - deM.

Teorema 3.14. Para um complexo de R-modulos M, as condi¢oes sequintes sao equi-
valentes:

(i) pdgM < n.

(iz’)/ M possui uma resolucao DG-projetiva P com P; =0 para i > n.

(ii)) 1 — pdpgM < n.

(iii) Ext'y(M,N) =0 para i >n —infN e um complexo de R-mddulos N.

(iv) Exty™ (M, N) =0 para um R-mddulo N e H;(M) =0 parai >n+ 1.

(v) Hi (M) =0 para i > n e para qualquer complexo de R-mdédulos P DG-projetivo, tal
que P~ M o R-mddulo Coker(Opy1 : Poy1 — Py) € projetivo.

Definicao 3.7. As nocoes de dimensao plana, dimensao w-plana e dimensao #-plana,
sao obtidas trocando “projetiva“ por ”plana’na definigao e (1) da observagao ;

eles sao denotados por fdgr, m — fdg, e # — fdg respectivamente.

Observagao 3.6. Na observagao [3.3[os itens (2)-(5), permanecem vélidos com as subs-

tituicoes feitas acima.

Proposicao 3.15. Para um complexo de R-mdédulos N, existe uma desigualdade
JdrN < pdpN

Teorema 3.16. Para um complero de R-modulos N, as condigoes sequintes sao equi-
valentes:

(i) fdgN < n.

(ii) (i) m — fdgN <n.

(iii) Tor®(M',N) = 0 para i > n + supM' e um complezo de R-médulos d direita M’
(iv) Torfﬂ(%,N) = 0 para um ideal & direita J de R, H;(N) =0 parai>n+1.
(v) Hi(N) = 0 para i > n e para um (resp. ou algum) complexo de R-mddulos F
DG-projetivo tal que F =~ N, o R-mddulo Coker(Opy1: Fri1 — F,) € plano.

3.1.2 Homologia e Cohomologia de André-Quillen

Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis. Pelo lema [3.3] para quaisquer

resolugoes simpliciais A e A’ de ¢, os complexos de S-médulos correspondentes L, e L:O
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sao homotdpicos. Observe que estes tltimos sao complexos positivos e DG-projetivos (e
necessariamente m-planos), pois sdo formados de S-mddulos livres (e portanto planos),

consequentemente, para cada S-médulo N e um inteiro n,
H,(L,®s N) = Hy(L,®s N) e H_,(Homg(L,,N)) = H_,(Homg(L,, N))
Segue-se que os S-modulos estao bem definidos:
D,(S|R;N)=H,(L,®s N) e D"(S|R;N)=H_,(Homg(L,, N))

Estas sao as n-ésimas homologia e cohomologia de André-Quillen de S sobre R com
coeficientes em N respectivamente. Além disso, considerando o morfismo identidade
de complexos de S-médulos L, 1L—“’> L, e uma resolugao injetiva I J N para o S-
moédulo N, é claro 1z, é um quase-isomorfismo. Além disso, o exemplo garante que
L, é um complexo de S-médulos livres (e portanto projetivos) concentrados em niveis
nao-negativos. Pela construgao [3.1.1], podemos definir

E'xtz’([’v? N) = an(HomS(Lapa N)) = D”(S‘R, N)
e
Tory,(Lyn) = Hy(Ly ®s N) = Dy(S|R; N).

Proposicao 3.17. Seja n um inteiro nao-negativo.
(a) Temos D;(S|R; —) =0 para i > n+ 1 se, e s6 se, fds(L,)
(b) Temos D*(S|R,—) =0 para i > n+ 1 se, e s6 se, pds(L,)

IA A

n.
n.
Demonstracao. Seja A uma resolucao simplicial para o homomorfismo ¢ : R — S.

Pela hipétese,

0= D'(S|R,N) = Exty(L,, N),
com i > n+ 1 e para um S-médulo N qualquer. Pela equivaléncia (i) < (iii) do
teorema [3.14] pds(L,) < n, uma vez que infN = 0. O item (b) estd provado. Para
mostrar o item (a), vamos usar seguinte identidade:
D;(S|R; N) = Hy(L, ®s N) = H;(N ®s L,) = Tor(N; L),
onde N é um S-mddulo. Pela hipotese,

0= Di(S|R; N) = Tor{ (N; L),
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com i > n+ 1 e para um S-médulo N qualquer. Pela equivaléncia (i) < (iii) do
teorema fds(L,) < n, uma vez que Sup(N) =0. O item (a) estd provado.
[l

Proposicao 3.18. Se S = R[Y] é o anel de polinémios sobre R com varidveis em Y
entao, o S-moédulo Qgp € livre e
LQO = QS|R

como complexo de S-mddulos. Assim,

D,(S|R,N)=0=D"(S|R,N) n>1

Demonstragao. Pelo coroléario Qg r ¢ um S-médulo livre. Agora, veja que o se-

guinte diagrama de R-algebras simpliciais é comutativo

s(R) —=s(5)

N e

s(.9)

Pelo exemplo S ¢é uma extensao livre simplicial sobre R; como o mapa 1yg) é
uma equivaléncia fraca, segue-se que o diagrama acima é uma resolugao simplicial de

S sobre R. Assim,

(3.17)  (Ly)n = Qs(8)u|r Ds(5)n S = Qg(s), g 1 >0
O complexo cotangente de S sobre R é o complexo de S-mddulos

n

Ot (Lg)n — (Lyp)n-1 com  0On = Z(_l)i t(Lp)n —> (Ly)n

i=1
Por (3.17) é facil concluir que o complexo cotangente L, é isomorfo ao complexo
associado ao S-médulo Qgp (veja o exemplo

1o
0 S|R 0
o —> Qg — Qgip — Qgp — Qg — 0.

Assim, deve existir um morfismo de complexos de S-médulos ® : Qg — L, que é
um quase-isomorfismo, isto é, ® induz o isomorfismo H,(Qgr) = H,(L,) para n >
0. Isso significa que ® é uma resolucdo DG-projetiva pois s(Q2gjg)n, = 0 se n >1
e s(Qsir)o = Qgr. Pela implicagdo (ii) = (iii) do teorema D"(S|R,N) =

0 quando n > 1. Como toda resolucao DG-projetiva é também DG-plana entao,
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fds(Ly,) < 0. Pela implicacao (i) = (¢i) do teorema
0=Tor3(N,L,) =Tor?(L,,N) ,n>1

como queriamos demonstrar. O

3.2 Propriedades Basicas

Esta se¢ao é um resumo das propriedades basicas do complexo cotangente que serao

acompanhadas de resultados relativos a homologia de André-Quillen.

Proposicao 3.19. Existem isomorfismos de funtores:
DO(S|R, —) = QS\R Xg— € Dn(S|R, —) =0 n<0.

Proposicao 3.20. Seja um diagrama comutativo de homomorfismo de anéis

/

R 4 s
® 1 R= ,
R—""" (S @y R) =S,

Entao, este diagrama induz o morfismo de S-modulos:
L(Pl ®R’ R — LSO

que esta bem definido a menos de homotopia. Este morfismo sera uma equivaléncia

homotdpica se Torf/(S/, R) =0 paran > 1.

Demonstracdo. Seja um morfismo de A’ 25 5 de R'-&lgebras simpliciais onde A’
é uma resolucdo simplicial de S" sobre R. Isto induz um morfismo de R-dlgebras
simpliciais A’ Qp R £ 9 ®p R = S. Note que A ®p R é uma extensao livre
simplicial de R (Exemplo . Usando a identificacdo R ® r R = R e a fatoracao

de ¢ pelos mapas inclusao e ¢, é facil concluir que o seguinte diagrama em sAlgp é

comutativo
T T
A @y R — (S @y R) =S

onde A é uma resolucio simplicial de ¢ ® R = ¢. Pelo item (4) do corolario ,

temos o levantamento A ® » B — A. Usando o funtor Q_z, obtemos o complexo de
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S-médulos

Q(A/®R/R)|R ®A'®R,R S —Qupr®sS=0L,.

Note que

Q(A’®R,R)|R ®a'o R S = (Qurey R) O's ,R) (S ®@p R)
= (Qr®y )@ R
= L@/ Rp! R

Supondo que T’ orfl (8", R) = 0 paran > 1, pelo exemplo , existe um isomorfismo
7rn(A/ ®p R) = Tork (Sl, R), para cada n,

Em particular, Torf (S',R) = S. Sendo assim, y é uma equivaléncia fraca e conse-
quentemente A ® r R é uma resolucao simplicial de S sobre R. Assim, A® rR— A
¢ uma equivaléncia homotodpica (no sentido da Proposicao [A.20)), e consequentemente

morfismo induzido L@/ ®p R — L, também é.
O

Proposigao 3.21. Sejam U um subconjunto multiplicativo de R, S = U 'R e ¢ :

R — S o mapa localizacao. Entao, L, = 0.

Demonstracao. O complexo L, consiste de S-mddulos livres e o funtor —®z .S ¢ iden-
tidade na categoria dos S-mddulos. Desta forma obtemos o primeiro dos seguintes

isomorfismos:

Ly~ L,®r S Lygys = Ly, 20

O segundo vem do fato de ¢ ser plano, isto é, S é plano como R-modulo. Conse-
quentemente o funtor — ®x S é isomorfo ao funtor —U~!, que é exato, e portanto
TorE(S,R) = 0 ,se n > 0. Pela preposicio |3.20, segue-se o isomorfismo. O terceiro é
por conta que o mapa R ®p S P98 G 6 a identidade. O tltimo decorre da observacao

1.2 [

Proposicao 3.22. Os homomorfismos de anéis

Q- R-25,
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induzem a seguinte sequéncia exata de funtores de S-maédulos
Dn+1(S|R7 _) — Dn<R|Qa _) — Dn(S|Q7 _) — Dn(S|R7 _) —

Demonstracio. Seja A" uma resolucdo simplicial de 1, A uma resolucao simplicial de

A" — S. Entao, existe um diagrama

Q_LI>A’_L>A,
P

o
R

Q—>R—>S5

’ ~ . N . . . ’ ~ ~ . .
onde p e p sao equivaléncias fracas sobrejetivas, ¢t e ¢ sao extensoes livres. Assim, A
¢ uma extensao livre de () e obtemos para cada n (teorema [1.6), uma sequéncia exata

de A,-modulos

A exatidao a esquerda vem da observacao [1.3] Tensorando com o A,-mdédulo S, obte-
mos

0—Qyu 0@ S — Ny o ®a, S — Qy |14 ®a, S —0.

Existem mapas R — R®, Ae R®,y A — S que s@o uma extensao livre e uma

equivaléncia fraca sobrejetiva, respectivamente, onde o diagrama resultante

R—>R®, A

N

S

¢ comutativo. Para ver isso, considere o diagrama comutativo

onde o e  sdo as aplicacoes naturais. Note que « e obtido de p  tensorando por A'-
algebra simplicial A. Além disso, R ® ;» A é uma extensao livre de R pois A é um

extensdo livre de A’ (Exempl; obtendo assim a extensao livrte R — R ®, A.
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Agora, como pt = @p , pela propriedade universal dos pushouts, deve existir um tnico
mapa R® 4 A NS , obtendo assim o triangulo comutativo desejado. Pode-se mostrar
que « é uma equivaléncia fraca (veja , paginas 65-87) . Como p = ¢a, segue que ¢ é
uma equivaléncia fraca e sobrejetiva Sendo assim, R ® ,» A é uma resolucao simplicial

de S sobre R. Agora, observe que

QA’|Q®A'Sg<QA/|Q®A’R)®RS = Lw®RS7
Qao®a S = Lyy,

Qua ®a5 = Qre AR Omre, 45 = Ly

Assim, obtemos a sequéncia exata de complexos de S-modulos
0 — Ly®rS — Lyy — L, — 0

Aplicando o funtor — ®g N, obtemos a sequéncia exata curta de complexos de S-
modulos

0—>L¢®RN—)L¢¢®SN—)L¢®SN—>O

Aplicando o teorema da sequéncia longa de homologia,
oo = Torf(Ly, N) — Tor2(Lyy, N)

— TorS(Ly, N) 2 Tor® (L, N) — ...

que ¢é justamente a sequéncia desejada. O
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Apeéendice A
Resultados Basicos

Para tornar a leitura mais acessivel, listamos abaixo algumas definicoes e resul-
tados uteis. Os resultados nao demostrados nos apéndices A.1, A.2, A.3; podem ser

encontrados nas referéncias e 3 respectivamente.

A.1 Algumas Nocoes de Algebra Comutativa

Neste secao, fica implicito que cada médulo M é um A-modulo, sendo A um anel

comutativo com unidade.

A.1.1 Os Teoremas dos Isomorfismos

Teorema A.1. (Teorema da Fatoragdo). Sejam ¢ : M — M uma aplicagao linear e

N um submodulo de M tal que N C Keryp. Entao, existe uma unica aplicag¢ao linear

A

P % — M tal que o sequinte diagrama

M2 M
d
wl 2
M
N

€ comutativo. Além disso,
p € ingetivo < N = Kery

p € sobrejetivo < ¢ € sobrejetivo.

Corolario A.2. (Primeiro Teorema Fundamental dos Isomorfismos). Seja ¢ : M —

M uma aplicacao linear sobrejetiva. Entao, ¢ induz um tnico isomorfismo linear
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~ M ¢ . .
P Foorp M tal que o seguinte diagrama
¢ <
M—M
M
kery

é comutativo.

Teorema A.3. Sejam ¢ : M — M’ uma aplicacdo linear, N um submddulo de M e

N um submddulo de M tal que (M) C N'. Entdo, existe uma tunica aplicagdo linear

Q: % — % que faz o sequinte diagrama
M2~ M
Lk
M e M
N N’
comutativo.

Corolario A.4. (Segundo Teorema Fundamental dos Isomorfismos). Seja M um
moédulo e considere dois submdédulos N C P de M. Denote my € mp como as res-

: o . M N . . . N
pectivas projecoes canonicas de M sobre N e N2k Entao, existe uma tnica aplicacao

linear 6 : N — — tal que o seguinte diagrama

P
M
v X
MO - M
N P
é comutativo. Além disso, 6 é sobrejetiva e Kerf = %. Mais ainda, 6 induz um
. . 2 M
isomorfismo canonico 6 : (4)(£) — -
A.1.2 Sequéncias Exatas
Uma sequéncia de modulos e aplicagoes lineares
fi fit1
L Mi—l — Mz — Mi+1 — ., (O)

é chamada exata em M; se Im(f;) = Ker(fi11). A sequéncia é exata quando é exata
em cada M;. Em particular,

0— M L M 6 exata & f € injetiva,
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M -5 M" — 0 é exata < g é sobrejetiva,
0— M L M 25 M" — 0 6 exata & f é injetiva, g é sobrejetiva e g induz um

isomorfismo de Coker(f) = para M”. Esta ultima, é chamada de sequéncia

fM7)

exata curta.

Proposicao A.5. Seja

MM S M —0 (1)

uma sequéncia de médulos e aplicagoes lineares. Entao, a sequéncia (1) é exata se, e

sO se, para cada médulo N, a sequéncia

0 — Hom(M",N) - Hom(M, N) -~ Hom(M',N)

¢é exata.

A.1.3 Produto Tensorial

Se X, Y e Z sao conjuntos e f : X x Y — Z é uma funcao, entao, para cada
(z,y) € X x Y ficam definidas as funcoes f(x,e) : Y — Z, por ¢ — f(z,9) e
f(.uy):X —>Zv por l’/'—)f(x/,y)-

Definicao A.1. Sejam M, N e P médulos. Uma aplicaggo v : M x N — P é
bilinear se, para cada m € M e para cada n € N, as aplicagoes y(e,n) : M — P e

~v(m,e) : N — P sao lineares.

Definicao A.2. (Produto Tensorial). Sejam M e N dois médulos. Um produto
tensorial de M e N é um par (7,v) composto por um médulo 7" e uma aplicac¢do
bilinear v : M x N — T com a seguinte propriedade universal: dados um modulo P e
uma aplicagao bilinear o : M x N — P, existe uma tnica aplicagao linear ¢ : T' — P

tal que ¢y = a. Isto é, o diagrama

é comutativo.

Teorema A.6. (Existéncia e unicidade do Produto Tensorial): Dados dois médulos M
e N, existe um produto tensorial (T,~y) dos mddulos M e N. Além disso, um produto

tensorial € unico a menos de isomorfismo no sequinte sentido: Se (T',~') € outro
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produto tensorial de M e N, entdo, existe um tunico isomorfismo linear ¢ : T — T’

tal que o diagrama

M x N —’7> T
“/L (p
T°

€ comutativo.

Observagao A.1. Pelo teorema [A.6] existe um tnico produto tensorial (T,~) de M
e N e tal produto tensorial sera denotado por M ®4 N. Também, denotaremos o
elemento y(m,n) por m ® n. O elemento m @ n € M ®4 N é chamado de produto

tensorial de m e n.

Proposicao A.7. Sejam M, N e P trés médulos, I um conjunto de indices {M;};cs

uma cole¢ao de médulos. Entao, existem isomorfismos naturais
1. M®s A= M.
2. M @4 N=N®yM.
3. (MRAN)RAP=M®®s (M4 P).
4. (Bje; Mi) @4 P =D (M; @4 P).

Proposigao A.8. Para um médulo M, seja M[z] o conjunto de todos os polindmios

em x com coeficientes em M, isto é, expressoes da forma
mo +mix + ... + myax” (m; € M)
Entao, com a acao
(ap + a1z + ... + a,x") - (mg + max + ... + mpx”) == agmo + (a1my)z + ... + (a,m,.)z"
Mz] é um A[x]-mé6dulo e

Mlz) = Alx] ®4 M.

A.2 Algumas Nocoes de Algebra Homologica

Defini¢cao A.3. Uma categoria C consiste de trés ingredientes: uma classe obj(C')
de objetos, um conjunto de morfismos Hom(A, B) para cada par ordenado (A,B) de

objetos, e uma operagao de composicio Hom(A, B) x Hom(B,C) — Hom(A, B)
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denotada por

(fig9) — gf

Para cada tripla ordenada A, B, C de objetos, escreveremos f : A — B, em vez de
f € Hom(A, B). Estes ingredientes estao sujeitos aos seguintes axiomas:

(i) Para cada f € Hom(A, B), existe um tnico dominio A e um tnico contradominio
B.

(ii) Para cada objeto A, existe um morfismo identidade 14 € Hom(A, A) tal que
fla=felgf=fparatodo f: A— B,

(iii) A composicao é associativa: dados morfismos A SEANY; JINYG LN D, temos que

h(gf) = (hg)f.

Exemplo A.1. (Conjuntos) Os objetos desta categoria sao conjuntos, os morfismos
sao funcoes e a composicao é a composicao usual de fungoes.

(Anéis) Os objetos sao anéis, os morfismos sao homomorfismos de anéis e a composi¢ao
é a composicao usual. Aqui consideramos que os anéis possuem elemento identidade
(ndo necessariamente 1 # 0)

(Médulos) Seja um anel R. Na categoria dos R-mddulos, os objetos sao R-mdédulos, os
morfismos sao R-homomorfismos, a composicao é a composicao usual de funcoes. Deno-
taremos esta categoria por Modpg e o conjunto Hom(A, B) em Modg por Hompg(A, B).
(Algebras) Seja um anel R. Na categoria das R-algebras, os objetos sao R-algebras, os
morfismos sao homomorfismos de R-algebras, a composicao é a composicao de destas
fungoes. Denotaremos esta categoria por Algg e o conjunto Hom(A, B) em Alggr por
Hompg(A, B).

Observacao A.2. A partir de agora escreveremos Homg(A, B), em vez de Hom(A,B)

onde A e B sao objetos da categoria C.

Definicao A.4. Se C é uma categoria, definimos a categoria oposta C? como a
categoria com Obj(C?) = Obj(C), Homcer (A, B) = Homc(B, A) e a composigao

977" = (J9)”

com A % B L5 Cem C, sendo o diagrama correspondente em C? dado por

o5 B oA

Definicao A.5. Se C e D sao categorias entao, um funtor 7' : C — D é uma corres-

pondéncia tal que:
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(i) Se A € Obj(C) entao, T'(A) € Obj(D),
(ii) Se f: A — A" em C entdo, T(f) : T(A) — T(A") em D,
(iii) Se A -1 A" %5 A" entdo, T(A) "X 7(A4) "L A"y em D e

T(gf) =T(9)T(f),

(iv) T'(14) = 1p(a) para cada A € 0bj(C).

O funtor T' é contravariante quando satisfaz (i), (iv) e cumpre as condigoes seguintes:
(i) Se f: C — C" em C entdo, T(f) : T(C") — C em D,

(ii) Se C —L5 €' L5 " em C entdo, T(C") 24 () " 7(C) em D e

T(gf) = T()T(9)-

Exemplo A.2. (i) Se C é uma categoria entao, o funtor identidade 1¢ é definido por
1c(A) = A para todo objeto A e 1c(f) = f para todo morfismo f.
(ii) Se C é uma categoria e A € Obj(C) entao, o funtor Hom T4 : C — conjuntos é
denotado por Hom(A, —) e é definido por

T4(B) = Hom(A,B) paratodo B € Obj(C),

ese f: B — B em C entdo, Ty(f) : Hom(A, B) — Hom(A, B") é dado por

Ta(f): h— fh.

Chamamos T4 (f) = Hom(A, f) de mapa induzido, denotamos este por f.. Assim,

f« :h— fh.
Definicao A.6. Sejam S,T7 : A — B um funtores covariantes. Uma transformagao
natural 7 : § — 71" é uma familia
7= (14 :SA — TA)aconj(a),

que faz o diagrama seguinte comutar para todo f: A — A" em A:

SA-—"-TA .

o |

SA/ T_/> TAI
A

Observacao A.3. Uma Transformagao natural entre funtores contravariantes é defi-

nida similarmente.
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Definicao A.7. Dizemos que um morfismo f : A — B é retrato de um morfismo

g: X — Y, quando existe um diagrama comutativo

e a composicao dos mapas horizontais é a identidade.

Definicao A.8. Se X e X; sao objetos em uma categoria C, entao um coproduto é
uma tripla (Xo U X1, i, in, ), onde Xo U X7 é um objeto em C e iy, : Xog — Xo U X3
e in, + X1 — Xo U X; sao morfismos, chamados injecoes, tais que: para cada objeto
Y em C e cada par de morfismos fo : Xg — Y e fi : X; — Y, existe um tnico
morfismo f : Xo U X; — Y tal que fi,, = f; (i = 0,1). O mapa f é denotado por
Jo+ f1-

Exemplo A.3. (1). Se X e X; sdo R-mdédulos, o coproduto na categoria Modg existe
e é a soma direta Xy ® X;.
(2). Se K é um anel comutativo e X e X; sao K-algebras comutativas, entao Xo® x X3

é o coproduto na categoria das K-algebras.

Definicao A.9. Se X e X; sao objetos em uma categoria C, entao um produto é uma
tripla (Xo M X1, jng, Jny ), onde Xo M X7 é um objeto em C e jp, : XoMX; — Xp e
Jny + Xo M X7 — X; sao morfismos, chamados projecoes, tais que: para cada objeto
X em C e cada par de morfismos fo : X — Xp e fi : X — X, existe um tnico
morfismo f: X — XoMX; tal que i, f = f; (1 =0,1).

Defini¢ao A.10. (1).Um objeto () em uma categoria C é chamado de objeto inicial
quando, para cada objeto X em C, existe um tnico morfismo ) — X.
(2). Um objeto * em uma categoria C é chamado de uma objeto terminal quando,

para cada X em C, existe um tnico morfismo X — .

Definicao A.11. Dados dois morfismos fy : Xo — X e f; : X; — X em uma
categoria C, um pullback é uma tripla (D, jo, j1) com f1j0 = foj1, que possui a seguinte
propriedade: para cada (X, jy,7,) com fi jé = foj,, existe um tinico morfismo f : X —
D no qualj{) = jof ej; =j5f.

Observagao A.4. O mapa jy é chamado de mudanca de base de f; (ao longo de fi)

e mapa j; é chamado de mudanca de base de f; (ao longo de fy).

Definicao A.12. Dados dois morfismos fo : X — Xge fi : X — X; em uma

categoria C, um pushout é uma tripla (D, jo, j1) com j; f1 = jofo, que possui a seguinte
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propriedade: para cada (Y, jy, j;) com j; fi = jofo , existe um tinico morfismo f : D —

Y no qualjizfﬁ ej(l)ijo-

Observagao A.5. O mapa j; é chamado de mudanga de cobase de f; (ao longo de jp)

e mapa jo ¢ chamado de mudancga de cobase de f; (ao longo de j;).

A.2.1 Complexos

A partir de agora, vamos supor que a categoria C é Modg ou Algg.

Definicao A.13. Um complexo na categoria C é uma sequéncia de objetos e morfismos

em C (chamados diferenciais),
dn+1 dn
(Co,de) =— Cpyy — C, = Cpymq —,
tais que

dpd,i1 =0 paratodo n € Z.
Para simplificar a notagao, escrevemos C' em vez de (C,, d,).

Definigdo A.14. Se (C,,d,) e (C.,d,) sdo complexos, entdo um mapa cadeia

f="fu:(Ca ds) — (C.,d,)

é uma sequencia de morfismos f, : C, — C, para todo n € Z que faz o seguinte

diagrama comutar:

dn+1 dn
.- > n+1 > Cn > n—1 >

fn+1L fnl fn—lL

d d
/ +1 / /
o= C O — O ——

E fécil checar que a composicao ¢gf de dois mapas de cadeia

fo: (Cords) — (Cod,) e go:(ClL.d,) — (C..d,)

E também um mapa de cadeia (gf) se (¢f)n = gnfn. O mapa cadeia identidade 1¢,

em (C,,d,) é uma sequéncia de morfismos identidades 1¢, : C,, — C,,.

Observacao A.6. A categoria de todos os complexos de C é denotada por Comp(C).
Apartir de agora, vamos chamar de morfismo f : Cy — C, em C, em vez de mapa de

cadeia.
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Definig¢do A.15. Um isomorfismo em Comp(C) é um morfismo f : C, — C, no qual
fn:Cy, — C é um isomorfismo em C. Uma sequéncia de complexos e morfismos em

Comp(C)
et M om I omet
é exata se Imf™tt = Kerf™ para todo n € Z.

Definicao A.16. Seja um complexo

(Covda) = . — Choay 2530y 5 Oy —

em Comp(C). Para cada n € Z, a n-enésima homologia ¢ o R-mddulo

_ Ker(d,)
) = )

Proposicao A.9. A n-enésima homologia induz um funtor, isto é, H,, : Comp(C) —

C é um funtor, para cada n € Z.

Observacao A.7. Se f: (C,d) — (C',d) é um morfismo Comp(C), entdo define-se
H,(f) : Hy(C,d) — H,(C",d'), por

Definigao A.17. Um complexo C' em Comp(C) é chamado projetivo quando C,, é

projetivo para todo n > 0.

A.3 Categorias Modelo

Definicao A.18. Dado um quadrado comutativo em um categoria C

f

— s X

A
li »
B

g

Y

Um levantamento neste diagrama ¢ um mapa h : B — X tal que o diagrama resultante

com cinco setas comuta, i.e., tal que ht = f e ph =g

Definicao A.19. Uma categoria modelo é uma categoria C com trés classes distintas
de mapas:
(i) equivaléncias fracas (—s),

(ii) fibrados (—),
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(iii) cofibrados (<)

cada uma destas classes é fechada para a composicao e contém o mapa identidade. Uma
mapa que é um fibrado (resp, cofibrado) e um equivaléncia fraca é chamado de fibrado
aciclico(resp, cofibrado aciclico). Além disso, os seguintes axiomas sao requeridos:
MCT1: limites finitos e colimites existem em C.

MC2: Se f e g sao mapas em C tais que gf esta bem definida, e se dois dos trés mapas
f,9,9f sao equivaléncias fracas, entao o terceiro também é.

MC3: Se f é um retrato de g e g é um fibrado, cofibrado, ou uma equivaléncia fraca,
entao f também é.

MC4: Dado um quadrado comutativo como na Definicao entao existe um levan-
tamento h, nas seguintes situagoes:

(i) @ é um cofibrado e p é um fibrado aciclico ,

(ii) ¢ é um cofibrado aciclico e p é fibrado.

MC5: Um mapa f pode ser fatorado de duas maneiras: (i) f = pi, onde 7 é um cofi-
brado e p é um fibrado aciclico, (ii) f = pi, onde ¢ é um cofibrado aciclico e p é um
fibrado.

Definigcao A.20. Um objeto cilindro de A é um objeto A A I em C juntamente com

o diagrama

AUA S ANT 55 A

que fatora o mapa 14+ 14 : AUA — A. Um objeto cilindro A A I é chamado:
(i) Um objeto cilindro bom, se AU A — AA I é um cofibrado,

(ii) Um objeto cilindro é muito bom, se o mapa A A I = A for também um fibrado.

Observagao A.8. 1. Se A A I é um objeto cilindro de A, nos denotamos as duas

estruturas de mapas A — A A I por iy = @iy, € 91 = ilp,.

2. Por MC5, existe um objeto cilindro bom para um objeto A.

A

-\

AUA A

3. O objeto cilindro é apenas um objeto em C, que possui a propriedade formal

acima.

4. Por MC1, uma categoria modelo C possui tanto objeto inicial ) como objeto final

X,
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Definigcao A.21. Seja uma categoria modelo C. Um objeto A € C é chamado cofi-
brante (resp. fibrante) se ) — A é um cofibrado (resp. fibrado).

Proposicao A.10. Seja C uma categoria modelo.
1. A classe dos cofibrados em C é estdavel sob mudanga de cobase (|A.5]).
2. A classe dos cofibrados aciclicos em C é estavel sob mudanca de cobase.
3. A classe dos fibrados em C é estavel sob mudanca de base .
4. A classe dos fibrados aciclicos em C é estdavel sob mudanga de base.

Proposicao A.11. Se A é um cofibrante e AA T é um objeto cilindro bom de A entao,

0s mapas g, 7, : A — A A I sao cofibrantes aciclicos.

Demonstragao. E suficiente checar para 5. Como a identidade pode ser fatorada como
A% ANT 55 A, segue-se de MC2 que iy é uma equivaléncia fraca. Como AU A é

definido pelo seguinte diagrama diagrama pushout

0 A
cofibradol Lino
A AUA

Pelo item (1) da proposigao 0 mapa i,, ¢ um cofibrante. Como i, é composta
A AUA — ANT

de dois cofibrados, entao ele préprio é um cofibrado. n

Definicao A.22. Dois mapas f,g : A — X em C sao chamados homotépicos a
esquerda (escreve-se f L g) se existe um objeto cilindro A A I de A tal que o mapa

soma f+g¢g: AUA — X estende-se para o mapa H : AANT — X tal que o diagrama

seguinte
AUAXTL ANT
lH
Ity
X

é comutativo. O mapa H é chamado de homotopia a esquerda de f para g (via o objeto
cilindro AA I). A homotopia a esquerda é chamada de boa (resp. muito boa) se AN [

¢ um objeto cilindro bom (resp. muito bom) de A.

Observacao A.9. Se f L g via a homotopia H entao, por MC2 o mapa f é uma

equivaléncia fraca se, e s6 se, g também é. Para ver isto, note que pela prova da
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proposicao 0s mapas ig e i, sao equivaléncias fracas entao, f = Hiy é uma
equivaléncia fraca, consequentemente H também ¢é, e portanto o mesmo ocorre com

g = HZl

Proposicao A.12. Se f L g : A — X entao, existe uma homotopia a esquerda boa
de f para g. Se além disso, X ¢é fibrante entao, existe uma homotopia a esquerda muito

boa de f para g.

Proposicao A.13. Se A é cofibrante entao, L ¢ um relacao de equivaléncia em
H0m0<A,X>.

Demonstracao. Como A é ele préprio um objeto cilindro do objeto A, podemos tomar
a proprio f como uma homotopia de f para f. Seja o mapas: ALUA — ALl A tal
que (8 =ip, +1in,). A igualdade (g + f) = (f + ¢g)s mostra que se f A g entdo, g L f.
Suponha que f L geg L h. Escolha uma homotopia a esquerda boa H : ANT — X
de f para g (i.e.f = Hip,g = Hiy) e uma homotopia a esquerda boa H : A A I' — X
de g para h (i.e.g = H'iy,h = H'i}). Seja A A I" o pushout do diagrama seguinte

’

T—%>A/\I'
ANT

Como os mapas i; : A — AANT e z'E) : A — AN sao cofibrados aciclicos entdo,
pela proposicao e pela propriedade universal do pushout, A A I" é um objeto
cilindro de A. A outra outra aplicacdo para os mapas H ¢ H nos dd a homotopia
H' : ANT" — X desejada de f para h.

m

Observagao A.10. O simbolo 7/(A, X) denotara o conjunto das classes de equivaléncia

de homotopias & esquerda em Homc(A, X).
Proposicao A.14. Se A é cofibrado e p : ¥ — X é um fibrado aciclico entao, a
composi¢ao com p induz a bijegao:

pe:m(AY) — 7(A,X),  [f]+— [pf]

Demonstracao. O mapa p, estd bem definido. De fato, sejam f,g : A — Y dois
mapas e H é uma homotopia a esquerda de f para g, entao pH é uma homotopia a

esquerda de pf para pg. Para mostrar que p, é sobrejetiva, escolha [f] € 7'(4, X).
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Pelo item (i) de MC4, existe um levantamento g : A — Y no seguinte diagrama

— =Y

0
L

_

Dai, p.[lg] = [pg] = [f]. Para mostrar que p, é injetiva, sejam f,g: A — Y e suponha
que pf ~ pg: A — X. Escolha uma homotopia a esquerda boa H : AN — X de

pf para pg. Pelo item (i) de MC4, existe um levantamento no diagrama seguinte

AuAlty

|
ANT o X

que nos da a desejada homotopia a esquerda de f para g. O

A.3.1 Objeto Caminho

Por dualidade, o que demonstramos até agora, nos da resultados correspondentes

logo a seguir.

Definicao A.23. Um objeto caminho para X é um objeto X' da categoria modelo C
juntamente com um diagrama (A.9)

X~ xI P xnx

que fatora o mapa diagonal (igy,i4;) : X — X. Um objeto caminho X’ ¢ chamado:
(i) Um objeto caminho bom quando X! — X M X é um fibrado, e

(i) Um objeto caminho muito bom quando o mapa X — X! ¢ também cofibrado.

Observagao A.11. Por MC5, existe pelo menos um objeto caminho muito bom para

um objeto X. Denotaremos os dois mapas de X! — X por pg = p,,p € p1 = prp

(7).

Proposicao A.15. Se X é fibrante e X! é um objeto caminho para X entao, os mapas

Do, P1 - X! —» X s&o fibrados aciclicos.

Definicao A.24. Dois mapas f,g : A — X sao chamados homotopicos a direita
(f ~ g) se existe um objeto caminho X' para X tal que o mapa produto (f,g) : A —

X M X ¢ levantado pelo mapa H : A — X!, isto é, existe um diagrama comutativo
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XI

e
A—s= XN X
(f,9)

O mapa H é chamado homotopia a direita de f para g (via objeto caminho X7). Uma
homotopia & direita é chamada boa (resp. muito boa) se X’ é objeto caminho bom

(resp. muito bom) de X.

Proposicdo A.16. Se f ~ g : A — X entdo, existe uma homotopia & direita boa
de f para g. Se A for também cofibrante entao, existe uma homotopia a direita muito

boa de f para g.
Proposicao A.17. Se X é fibrante entdo, ~ é uma relacdo de equivaléncia em Homg(A, X).

Observagao A.12. Denotaremos por 7" (A, X) o conjunto das classes de homotopia
a direita em Homg(A, X).

Proposigao A.18. Suponha que A é cofibrante e i : A — B é um cofibrante aciclico

entao, a composi¢ao com ¢ induz uma bijecao:
i* (B, X) — 1" (A, X).

Proposigao A.19. Sejam f,g: A — X mapas.
(i) Se A é cofibrante e f L g entdo, f ~ g.
(ii) Se X é fibrante e f ~ g entdo, f L g.

Observacao A.13. Se A é cofibrante e X ¢é fibrante, denotaremos da mesma forma:
as relagoes de equivaléncia de homotopias a direita e a esquerda, simplesmente com
o simbolo "~” e dois mapas que estao relacionas com esta relacao, chamaremos de
homotépicos. O conjunto das classes de equivaléncia com respeito a esta relacao ¢é

denotado por 7(A4, X).

Proposicao A.20. Suponha que f: A — X é uma mapa em C entre objetos A e X
que sao tanto fibrante e cofibrante. Entao, f é uma equivaléncia fraca se, e s se, existe
um mapa g : X — A tal que as composicoes gf e fg sao homotopicas as respectivas

identidades.

63



Referéncias Bibliograficas

1]

P.GOERSS, K.SCHEMMERHORN, Model Categories and Simplicial
Methods,American Mathematical Society,2000.

S.IYENGAR, André-Quillen homology of commutative algebras, American Mathe-
matical Society, 2006.

W.G.DWYER, J.SPALINSKI, Homotopy theories and model categories, Elsevier
Science B.V, 1995.

L.L.AvrAMOV, Homological dimensions of unbounded complezes,Elsevier Science
B.V, 1991.

J.J.ROTMAN, An Introduction to Homological Algebra ; Academic Press, New

York, 2009 Springer-verlag.

M.ANDRE, Homologie des algébres commutatives, Grundlehren Math; Springer,
berlin, 1974.

D.QUILLEN, On the (co)-homology of commutative rings, em:Applications of ca-
tegorical algebra; New York, 1968, Proc. Symp. Pure Math. 17, Amer. Math.

L.ILLusie, Complexe Cotangent et déformations; I, Lecture Notes in Mathema-
tics, Vol.239, Springer, Berlin, 1971.

P.G.GoOERSS, J.F.JARDINE, Simplicial Homotopy Theory; Progress in Mathe-
matics, Birkhauser Verlag, Basel, 1999.

N.SPALTENSTEIN, Resolutions of unbounded complexes; Compositio Math.65,
1988.

D.G.QUILLEN, Homotopical Algebra; Lecture Notes in Math.43, Springer, Berlin-
New York,1967.

A.ALTMAN, S.KLEIMAN, A Tern of Commutative Algebra; Worldwide Center of
Mathematics, 2012.

64



	O Módulo de Diferenciais de Kähler
	Derivações
	 Módulo de Derivações de Kähler

	 Álgebras Simpliciais 
	Módulos e Álgebras Simplicias 
	Resoluções Simpliciais
	A categoria sAlgR como uma categoria modelo. 


	A Homologia de André-Quillen
	O Complexo Cotagente
	Álgebra Homologica de Complexos de Módulos
	 Homologia e Cohomologia de André-Quillen

	Propriedades Básicas

	Resultados Básicos
	Algumas Noções de Álgebra Comutativa
	 Os Teoremas dos Isomorfismos 
	Sequências Exatas
	Produto Tensorial

	 Algumas Noções de Álgebra Homologica
	Complexos

	Categorias Modelo
	Objeto Caminho


	Referências Bibliográficas
	pdf.pdf
	Página 1

	pdf.pdf
	Página 1




