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Resumo

No presente trabalho estudaremos uma generalização dos teoremas clássicos de Serre

e de Swan. Determinaremos a classe dos espaços anelados (X,OX), de modo que a

categoria dos feixes localmente livres de posto limitado sobre um espaço topológico X

seja equivalente à categoria dos Γ(X,OX)-módulos projetivos finitamente gerados.

Palavras-chave: Teorema de Serre-Swan, Espaços anelados, Módulos projetivos.



Abstract

In the present work we will study a generalization of the classical theorems of Serre

and Swan. We will determine the class of ringed spaces (X,OX), so that the category

of locally free sheaves of bounded rank over a topological space X is equivalent to the

category of Γ(X,OX)-modules finitely generated projective.

Keywords: Serre-Swan Theorem, Ringed spaces, Projectives modules.
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3.3 Espaços C∞-diferenciáveis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

A Alguns resultados de módulos 50
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Notações

A seguir, listamos algumas notações utilizadas neste trabalho.

• X denota um espaço Topológico;

• OX denota um feixe de anéis no espaço topológico X;

• (X,OX) denota um espaço anelado ou localmente anelado;

• Id denota o morfismo identidade;

• F , G, H, M, I denotam feixes, e Fx, Gx, Hx, Mx, Ix seus respectivos talos;

• HomOX(F ,G) denota o feixe dos morfismos entre F e G;

• Supp(F) denota o suporte do feixe F ;

• Supp(ξ) denota o suporte do morfismo de feixes ξ ∶ F Ð→ G;

• rank(F) denota o posto do feixe F e rankx(F) denota o posto do talo Fx, para

todo x ∈X;

• OX -Mod denota a categoria dos OX-módulos;

• A -Mod denota a categoria dos A-módulos, para qualquer anel A;

• Lfb(X) denota a subcategoria plena da categoria OX -Mod, consistindo dos

OX-módulos localmente livres de posto limitado;

• Fgp(A) denota a subcategoria plena da categoria A -Mod, consistindo dos A-

módulos projetivos finitamente gerados;

• Coh(X) denota a subcategoria plena da categoria OX -Mod, consistindo dos

OX-módulos coerentes;

• Qcoh(X) denota a subcategoria plena da categoria OX -Mod, consistindo dos

OX-módulos quase-coerentes.

xi



Introdução

Neste trabalho, com base no artigo [15], estudamos o clássico Teorema de Serre-

Swan. Em 1955, Jean-Pierre Serre formulou a primeira versão do Teorema de Serre [19,

Section 50, Corollaire to Proposition 4, p. 242], que na versão estudada neste trabalho

garante, para um esquema afim (X,OX), a existência de uma equivalência categórica

entre a categoria dos OX-módulos de posto finito e a categoria dos Γ(X,OX)-módulos

projetivos finitamente gerados. Posteriormente, em 1962 Richard G. Swan apresentou

uma nova versão para esse teorema, que foi chamado o Teorema de Swan [20, Theorem

2 and p. 277], que na versão estudada neste trabalho, garante a existência da mesma

equivalência categórica observada por Serre, mas com X sendo um espaço topológico

paracompacto com cobertura de dimensão finita e OX o feixe das funções cont́ınuas de

valores reais em X.

O objetivo deste trabalho é generalizar esse resultado para a classe dos espaços

localmente anelados, que é uma classe maior. Nesse intuito, o trabalho foi dividido

em três partes além do apêndice, que foi colocado com a finalidade de deixar a leitura

mais agradável, apresentando alguns resultados que não foram provados no decorrer

do trabalho.

O primeiro caṕıtulo foi dedicado à abordagem de um pouco da teoria de feixes,

voltada principalmente para os resultados que serão usados ao longo da dissertação.

Esse caṕıtulo será divido em oito seções. Nas duas primeiras, serão definidos fei-

xes de módulos, e o funtor das seções globais Γ(X, ●) junto como o seu adjunto à

esquerda, o funtor S. Nas seções seguintes serão discutidos feixes finos, feixe de mor-

fismos HomOX(F ,G), feixes de tipo finito, feixes quase-coerentes e apresentação finita,

feixes coerentes e feixes localmente livres.

No segundo caṕıtulo, será apresentada a demonstração do teorema de Serre-Swan.

Essa demonstração foi dividida em vários resultados. Por exemplo, será mostrado que

se (X,OX) é um espaço anelado e C é uma subcategoria abeliana plena da categoria

OX -Mod tal que OX pertence C, e todos os feixes em C são finitamente gerados por

seções globais, então, existe um isomorfismo entre S(Γ(X,F)) e F , para todo feixe

F em C. A partir desse resultado, pode-se extrair um corolário, onde será assumido

1



que OX -Mod contém uma subcategoria admisśıvel C. E assim, será provado que todo

módulo projetivo P finitamente gerado é isomorfo a Γ(X,S(P )). Esses dois resultados

constituirão um papel bem relevante na conclusão da demosntração do teorema.

O terceiro caṕıtulo foi destinado a algumas aplicações do Teorema de Serre-Swan.

Naturalmente, será observado que tanto o Teorema de Serre quanto o de Swan serão

corolários do teorema anterior. Além disso, ainda será mostrado que o Teorema de

Serre-Swan também é válido para espaços C∞-diferenciáveis.

2



Caṕıtulo 1

Um pouco da teoria dos feixes

Neste caṕıtulo será estudada a teoria de feixes, abordando algumas propriedades

e definições. A parte inicial, será dedicada a definir os feixes de módulos em espaços

anelados e os funtores Γ(X, ●) e S. O restante do caṕıtulo é destinado ao estudo de

algumas classes de feixes primordiais no desenvolvimento dos caṕıtulos seguintes.

1.1 Feixes de Módulos

Definição 1.1. Seja (X,OX) um espaço anelado. Um feixe de OX-módulos (ou sim-

plesmente, um OX-módulo) é um feixe F em X tal que para cada conjunto aberto

U ⊆ X, dois morfismos u ∶ F × F Ð→ F e v ∶ OX × F de feixes sobre X, definidos por

u(s, s′) = s + s′ e v(a, s) = as, definem uma estrutura de OX(U)-módulo em F(U).
Além disso, se V é um subconjunto de U , então (as)∣V = a∣V s∣V para todo a ∈ OX(U)
e s ∈ F(U). Denotaremos a categoria dos OX-módulos por OX -Mod e para qualquer

anel A, A -Mod denotará a categoria dos A-módulos.

Se F é um OX-módulo, então, para cada x ∈X, podemos definir uma estrutura de

OX,x-módulo da seguinte forma:

⟨U, s⟩⟨V, s′⟩ = ⟨U ∩ V, s∣U∩V s′∣U∩V ⟩.

Um morfismo de OX-módulos é um morfismo de feixes φ ∶ F Ð→ G entre OX-

módulos, onde para cada aberto U ⊆ X, o morfismo φ(U) ∶ F(U) Ð→ G(U) é um

homomorfismo de OX(U)-módulos, isto é,

φ(U)(s + s′) = φ(U)(s) + φ(U)(s′) e φ(U)(as) = aφ(U)(s)

para cada s ∈ F(U), s′ ∈ G(U) e a ∈ OX(U).
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1. Um pouco da teoria dos feixes

Observação 1.1. Para cada x ∈ X, o morfismo φ ∶ F Ð→ G de OX-módulos induz um

homomorfismo de OX,x-módulos φx ∶ Fx Ð→ Gx, definido por φx(⟨U, s⟩) = ⟨U,φ(U)(s)⟩.
De fato,

φx(⟨V, s⟩⟨U, s′⟩) = φx(⟨V ∩U, s∣V ∩Us′∣V ∩U⟩)

= ⟨V ∩U,φ(V ∩U)(s∣V ∩Us′∣V ∩U)⟩

= ⟨V ∩U, s∣V ∩Uφ(V ∩U)(s′∣V ∩U)⟩

= ⟨V, s⟩⟨U,φ(U)(s′)⟩

= ⟨V, s⟩φx(⟨U, s′⟩).

e

φx(⟨V, s⟩ + ⟨U, s′⟩) = φx(⟨V ∩U, s∣V ∩U + s′∣V ∩U⟩)

= ⟨V ∩U,φ(V ∩U)(s∣V ∩U + s′∣V ∩U)⟩

= ⟨V ∩U,φ(V ∩U)(s∣V ∩U) + φ(V ∩U)(s′∣V ∩U)⟩

= ⟨V,φ(V ∩U)(s∣V ∩U)⟩ + ⟨U,φ(V ∩U)(s′∣V ∩U)⟩

= ⟨V,φ(V )(s)⟩ + ⟨U,φ(U)(s′)⟩

= φx(⟨V, s⟩) + φx(⟨U, s′⟩)

Se F e G são dois OX-módulos, denotaremos por HomOX(F ,G), o conjunto de

todos os morfismos de F para G. Dessa forma, para cada subconjunto aberto U ⊆ X,

podemos definir uma estrutura de OX(X)-módulo dada por ϕ+ψ = (ϕ(U)+ψ(U))U⊆X
e aϕ = (a∣Uϕ(U))U⊆X , com a ∈ OX(X) e (ϕ, ψ) ∈ (HomOX(F ,G) × HomOX(F ,G)).
Com isso, obtemos que a categoria OX -Mod é OX(X)-linear 1.

Observação 1.2. A categoria dos feixes de módulos sobre um espaço anelado é uma ca-

tegoria abeliana. Com isso, podemos aplicar resultados clássicos da álgebra homológica

de grupos abelianos como o Lema dos Cinco, o Lema da Serpente, a Sequência Longa

de Homologia, Teorema Fundamental do Isomorfismo, entre outros.

1.2 O funtor das seções globais e seu adjunto

O anel das seções globais de OX , será denotado por Γ(X,OX) e usaremos A para

denotar esse anel. Desse modo, podemos definir um funtor Γ(X, ●) que a cada objeto

da categoria OX -Mod corresponde a um objeto na categoria A -Mod, isto é,

1Seja R um anel. Uma categoria R-linear A é uma categoria onde cada conjunto de morfismos tem
a estrutura de um R-módulo, e a lei de composição é R-bilinear, isto é, a composição é Z-bilinear e
ϕ ○ (rψ) = r(ϕ ○ ψ) e (rϕ) ○ ψ = r(ϕ ○ ψ), para r ∈ R e ϕ,ψ ∈ A.

4



1. Um pouco da teoria dos feixes

Γ(X, ●) ∶ OX -ModÐ→ A -Mod

definido por, Γ(X, ●)(F) = Γ(X,F) e para ϕ ∈ HomOX(F ,G), temos Γ(X, ●)(ϕ) = ϕX ∶
Γ(X,F) Ð→ Γ(X,G). Este funtor será chamado o funtor das seções globais.

Proposição 1.1. Sejam U um subconjunto aberto de X e Γ(X, ●) o funtor das seções

globais. Se a sequência de OX-módulos

0 // F ′ ϕ
// F ψ

// F ′′ // 0 , (1.1)

é exata, então a sequência de OX(U)-módulos

0 // Γ(U,F ′) ϕU // Γ(U,F) ψU // Γ(U,F ′′) , (1.2)

é exata à esquerda, isto é, o funtor Γ(U, ●) é exato à esquerda.

Demonstração. Como ϕ é injetiva, o morfismo induzido ϕ(U) também é injetivo para

todo subconjunto aberto U de X, assim para mostrar que a sequência 1.2 é exata,

precisamos mostrar que Ker(ϕ(U)) = Im(ψ(U)). Seja s ∈ F ′(U). Consideremos a

sequência induzida nos talos

0 // F ′
x

ϕx
// Fx

ψx
// F ′′

x . (1.3)

que é uma sequência exata de grupos abelianos para todo x ∈X, pois a sequência 1.1 é

exata. Assim, ψx(ϕx(sx)) = 0 para todo x ∈ U . Consequentemente, ψ(ϕ(s))x = 0 para

todo x ∈ U . Por definição existe um subconjunto aberto V de U tal que o par ⟨V, s∣V ⟩
representa o elemento sx ∈ F ′

x, o par ⟨V,ϕ(s)∣V ⟩ representa ϕ(s)x ∈ Fx e ⟨V,ψ(ϕ(s))∣V ⟩
representa ψ(ϕ(s))x ∈ F ′′

x . Além disso, temos que ψ(ϕ(ρ′V,U(s))) = ψ(ρV,U(ϕ(s)) =
ρ′′V,U(ψ(ϕ(s))), por definição de morfismo de feixes, onde ρ′, ρ e ρ′′ são os mapas de

restrições de F ′,F e F ′′, respectivamente. Para todo x ∈ U existe uma vizinhança

aberta V de x tal que ψ(ϕ(s))∣V = 0, assim pela condição de unicidade em feixes,

ψ(ϕ(s)) = 0, isto é, Im(ϕ(U)) ⊆ Ker(ψ(U)). Reciprocamente, seja t ∈ Ker(ψ). Para

todo x ∈ U , existe sx ∈ F ′
x tal que ϕx(sx) = tx, pois a sequêcia 1.3 é exata. Assim,

existe uma cobertura aberta {Vi}i∈I de U e elementos si ∈ F ′ tal que ϕ(si) = t∣Vi . Como

ϕ(si∣Vi∩Vj) = ϕ(sj ∣Vi∩Vj) = t∣Vi∩Vj para todo i, j ∈ I, então pela injetividade de ϕ, temos

que si∣Vi∩Vj = sj ∣Vi∩Vj . Pela definição de feixe, existe s ∈ F ′(U) tal que s∣Vi = si para

todo i ∈ I. Assim, pela condição de unicidade, segue que ϕ(s) = t. Logo, Ker(ψ(U)) ⊆
Im(ϕ(U)). Portanto, a sequência 1.2 é exata à esquerda, e consequentemente o funtor

Γ(X, ●) é exato à esquerda.
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1. Um pouco da teoria dos feixes

Definição 1.2. Sejam F e G dois OX-módulos. Então, podemos construir o produto

tensorial entre esses OX-módulos, considerando para cada aberto U ⊆ X, o OX(U)-
módulo F(U) ⊗OX(U) G(U), de modo que a associação

U ↦ F(U) ⊗OX(U) G(U)

define um pré-feixe cujas restrições são os produtos tensoriais das respectivas res-

trições de F e G. Entretanto, esse pré-feixe, em geral, não é um feixe. Dessa forma,

denotaremos por F ⊗OX G a feixificação deste pré-feixe. Portanto, F ⊗OX G é um

OX-módulo e (F ⊗OX G)x = Fx ⊗OX,x Gx para cada x ∈ X. Note que essa última

igualdade pode ser verificada observando a existência de um isomorfismo canônico

entre os OX,x-módulos (F ⊗OX G)x e Fx ⊗OX,x Gx. De fato, considere os morfismos

γ ∶ (F ⊗OX G)x Ð→ Fx ⊗OX,x Gx e θ ∶ Fx ⊗OX,x Gx Ð→ (F ⊗OX G)x definidos por

γ(⟨U, f ⊗ g⟩) = fx⊗ gx e θ(fx⊗ gx) = ⟨U ∩V, f ∣U∩V ⊗ g∣U∩V ⟩ respectivamente. É fácil ver

que γ e θ são inversos.

Seja M um A-módulo. Defina um pré-feixe P(M) em X dado por P(M)(U) =
M⊗AOX(U) para todo subconjunto aberto U de X com a restrição ρV,U ∶ P(M)(U) Ð→
P(M)(V ) dada por ρV,U(m ⊗ s) = m ⊗ s∣V para qualquer subconjunto aberto V ⊆ U ,

e elementos m ∈ M e s ∈ OX(U). Observemos que OX(U) é canonicamente um A-

módulo. De fato, basta notar que se f ∈ A e s ∈ OX(U), temos que f ⋅s = f ∣U ⋅s ∈ OX(U).
Portanto, podemos afirmar que P(M)(U) é um OX(U)-módulo. Denotaremos por

S(M) o feixe associado a P(M). Da mesma forma, se temos um homomorfismo de

A-módulos v ∶M Ð→ N , definimos para todo aberto U ⊆X o morfismo de pré-feixes

(P(M)(v))U = v ⊗ 1OX ∶M ⊗A 1OX Ð→ N ⊗A 1OX .

Logo, esse morfismo de pré-feixe induz um morfismo de feixes S(v) ∶ S(M) Ð→ S(N).
Assim, temos um funtor

S ∶ A -ModÐ→ OX -Mod . (1.4)

Observação 1.3. Seja (X,OX) um espaço anelado. Para todo OX-módulo F , defini-

remos o homomorfismo de A-módulos

σ ∶ HomOX(OX ,F) Ð→ Γ(X,F)

uz→ uX(1)

Observemos que σ é um isomorfismo, com inverso

γ ∶ Γ(X,F) Ð→ HomOX(OX ,F),

6



1. Um pouco da teoria dos feixes

dado por γ(s)U(h) = h ⋅ (s∣U), para s ∈ Γ(X,F), U ⊆ X aberto e h ∈ OX(U). De fato,

para todo u ∈ HomOX(OX ,F) e s ∈ Γ(X,F) temos

σ ○ γ(s) = σ(γ(s)) = σ(u) = uX(1) = 1 ⋅ (s∣X) = s,

por um lado, e por outro,

γ ○ σ(u) = γ(σ(u)) = γ(uX(1)) = γ(1 ⋅ s∣X) = γ(s) = u.

Portanto, temos que σ e γ são aplicações inversas entre si. Dizemos assim que o

morfismo de OX-módulos u = γ(s) ∶ OX Ð→ F é definido pela seção s de F em X.

Deste modo, temos um isomorfismo de funtores

HomOX(OX , ●) Ð→ Γ(X, ●).

A observação anterior pode ser estendida para um caso mais geral. Para isso,

precisaremos de um conjunto arbitrário de ı́ndices I e consideraremos a soma direta

O(I)X = ⊕i∈I OX e para cada i ∈ I, seja fi ∶ OX Ð→ O(I)X a injeção canônica do i-ésimo

somando direto OX para O(I)X . Assim, de modo análogo a observação 1.3, iremos definir

para todo OX-módulo F , o homomorfismo de A-módulos

σ ∶ HomOX(O
(I)
X ,F) Ð→ Γ(X,F)I = ∑

i∈I
Γ(X,F)

uz→ ((u ○ fi)X(1))i∈I

onde σ é um isomorfismo e seu inverso

γ ∶ Γ(X,F)I Ð→ HomOX(O
(I)
X ,F)

é dado por γ(s)U(g) = ∑i∈I gi(si∣U) para s = (si)i∈I ∈ Γ(X,F)I , U ⊆ X aberto e g =
(gi)i∈I ∈ O(I)X (U). Como g ∈ OX(U)(I) a soma acima é uma soma finita e portanto

segue que γ está bem definida. Assim como na observação 1.3, temos o isomorfismo de

funtores

HomOX(O
(I)
X , ●) Ð→ Γ(X, ●)I (1.5)

Desse modo, dizemos que o morfismo de OX-módulos u = γ(s) ∶ O(I)X Ð→ F é definido

pela famı́lia de seções s = (si)i∈I de F em X.

Agora, faremos a demonstração de uma importante proposição que relaciona o

funtor das seções globais Γ(X, ●) com o funtor S.

Proposição 1.2. Para cada espaço anelado (X,OX), o funtor S é um adjunto à

esquerda de Γ(X, ●).
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Demonstração. Defina Γ(X,OX) = A. Sejam F um OX-módulo e M um A-módulo.

Agora, considere o homomorfismo θ ∶M Ð→ Γ(X,F) de A-módulos. Além disso, seja

θ′ ∶ P(M) Ð→ F o morfismo de pré-feixes tal que para todo subconjunto aberto U de

X

λθ ∶M ⊗A OX(U) Ð→ F(U)

é dado por λθ(m⊗A f) = f ⋅ θ(m)∣U , para m ∈M e f ∈ OX(U). Note que o diagrama

M ⊗A OX(U)
λθ //

ρV,U

��

F(U)
ρ′V,U
��

M ⊗A OX(V ) λθ
// F(V )

(1.6)

é comutativo para toda inclusão V ⊆ U de abertos de X. De fato, seja m ⊗ f ∈ M ⊗A
OX(U) então ρV,U(m ⊗ f) = m ⊗ f ∣V ∈ M ⊗A OX(V ) por sua vez, λθ(m ⊗ f ∣V ) =
f ∣V ⋅θ(m)∣V ∈ F(V ). Por outro lado, λθ(m⊗f) = f ⋅θ(m)∣U ∈ F(U) e ρ′V,U(f ⋅θ(m)∣U) =
(f ⋅ θ(m)∣U)∣V = f ∣V ⋅ θ(m)∣V ∈ F(V ). Portanto, o diagrama 1.6 é comutativo e λθ é um

morfismo de pré-feixes. Podemos assim considerar o morfismo de feixes λ+(θ) associado

a λθ. Sejam αθ ∶ S(M) Ð→ F o morfismo de feixes associado a θ, σ ∶ M ′ Ð→ M e

γ ∶ F Ð→ F ′. Defina

λ+ ∶ HomA(M,Γ(X,F)) Ð→ HomOX(S(M),F) (1.7)

θ z→ αθ

Agora, provaremos que λ+ é funtorial, isto é, se existe

λ+ ∶ HomA(M ′,Γ(X,F ′)) Ð→ HomOX(S(M ′),F ′)

então o diagrama abaixo é comutativo para todo σ e γ.

HomA(M,Γ(X,F)) λ+ //

Hom(σ,Γ(X,γ))
��

HomOX(S(M),F)
Hom(S(σ),γ)
��

HomA(M ′,Γ(X,F ′))
λ+

// HomOX(S(M ′),F ′)

(1.8)

Seja θ ∈ HomA(M,Γ(X,F)) então temos que

Hom(S(σ), γ) ○ λ+(θ) = γ ○ λ+(θ) ○ S(σ) ∈ HomOX(S(M ′),F ′) e (1.9)

λ+ ○Hom(σ,Γ(X,γ))(θ) = λ+(Γ(X,γ) ○ θ ○ σ) ∈ HomOX(S(M ′),F ′) (1.10)

Agora, para verificar que o diagrama 1.8 é comutativo basta mostrar que os morfismos
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1.9 e 1.10 coincidem no pré-feixe P(M ′). Com efeito, seja U um subconjunto aberto

de X e m′ ⊗ s ∈M ′ ⊗OX(U). Dessa forma,

γU ○ λ+(θ) ○ S(σ)(m′ ⊗ s) = γU ○ λ+(θ) ○ (σ(m′) ⊗ s) = γU ○ θ′U(σ(m′) ⊗ s)

= γU(θ′U(σ(m′) ⊗ s)

= γU(s ⋅ θ(σ(m′))∣U)

= s ⋅ γU(θ(σ(m′))∣U)

= s ⋅ (Γ(X,γ)(θ ○ σ(m′)))∣U
= λΓ(X,γ)○θ○σ(m′ ⊗ s)

= λ+(Γ(X,γ) ○ θ ○ σ)(m′ ⊗ s)

sempre que γ seja um morfismo de feixes. Dáı temos γU ○ λ+(θ) ○ S(σ)(m′ ⊗ s) =
λ+(Γ(X,γ)○u○σ)(m′⊗s). Portanto, o diagrama 1.8 é comutativo e consequentemente

γ é funtorial em F e M . Por fim, resta mostrar que λ+ é uma bijeção. De fato, defina

ϕ ∶ HomOX(S(M),F) Ð→ HomA(M,Γ(X,F)) (1.11)

dado por ϕ(u)(m) = uX(m ⊗ 1) para u ∶ S(M) Ð→ F e m ∈ M . Mostremos que o

morfismo ϕ é inverso de λ+. Seja θ ∈ HomA(M,Γ(X,F)) e λ(θ) ∶ M ⊗A OX Ð→ F o

morfismo de pré-feixes associado a λ+(θ). Assim, para todo aberto U de X, temos

λ(θ)U ∶M ⊗A OX(U) Ð→ F(U)

m⊗ f z→ f ⋅ θ(m)∣U .

Por outro lado, temos que

ϕ(u) ∶M Ð→ Γ(X,F) (1.12)

mz→ ϕ(u)(m) = ûX(m⊗ 1)

onde ϕ(u) é a feixificação de ûX . Agora, podemos observar que

ϕ(λ+(θ))(m) = λ(θ)X(m⊗ 1) = 1 ⋅ θ(m)∣X = θ(m).

Assim, ϕ○λ+ = 1HomA(M,Γ(X,F)). Reciprocamente, tomemos π definido como o morfismo

de pré-feixes associado a λ+(ϕ(u)), para u ∈ HomOX(S(M),F). Dessa forma,

9
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πU ∶M ⊗A OX(U) Ð→ F(U)

m⊗ f z→ f ⋅ (ϕ(u)(m))∣U

para todo aberto U de X, m ∈M e f ∈ OX(U). Observe que pela equação 1.12 temos

f ⋅ ϕ(u)(m)∣U = f ⋅ ûX(m⊗ 1))∣U
= f ⋅ ûU((m⊗ 1)∣U)

= f ⋅ ûU(m⊗ 1)

= ûU(f(m⊗ 1))

= ûU(m⊗ f).

E assim, provamos que λ+(ϕ(u)) = u e consequentemente λ+ ○ ϕ = 1HomOX (S(M),F).

Portanto, λ+ é uma bijeção.

1.3 Feixes finos

Nesta seção definiremos os feixes finos, que são uma importante classe de feixes

definidos sobre espaços topológicos paracompactos. Esses feixes desempenham um

papel muito relevante em alguns resultados ao longo do trabalho.

Um morfismo de feixes ϕ ∶ F Ð→ G sobre um espaço topológico X induz em cada

ponto x ∈ X um homomorfismo de grupos ϕx ∶ Fx Ð→ Gx nos talos. O suporte do

morfismo de feixes ϕ é definido como

Supp(ϕ) = {x ∈X ∣ ϕx ≠ 0}.

Definição 1.3. Sejam F um feixe grupos abelianos sobre um espaço topológico X

e {Ui}i∈I uma cobertura localmente finita sobre X. Uma partição da unidade de F
subordinada a {Ui}i∈I é uma coleção {ξi ∶ F Ð→ F} de morfismos de feixes tais que

(i) Supp(ξi) ⊂ Ui;

(ii) Para cada ponto x ∈X, a soma ∑i∈I ξi,x = IdFx , onde IdFx é o morfismo identidade

no talo Fx.

Definição 1.4. Seja F um feixe sobre um espaço topológico X. Dizemos que F é

suave se para qualquer subconjunto fechado U ⊂X, o mapa

ρUX ∶ Γ(X,F) Ð→ Γ(U,F∣U)

sz→ ((s)x)x∈U

10
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é sobrejetivo. Em outras palavras, qualquer seção de F sobre U pode ser estendida a

uma seção de F sobre X.

Definição 1.5. Um feixe F sobre um espaço espaço topológico paracompacto X é

dito fino se para toda cobertura localmente finita {Ui}i∈I de X, o feixe F admite uma

partição da unidade subordinada a {Ui}i∈I .

Proposição 1.3. Seja X um espaço topológico paracompacto. Então, todo feixe fino

sobre X é suave.

Demonstração. Seja Y ⊂ X um conjunto aberto e F um feixe fino sobre X. Se

s ∈ Γ(Y,F), então para cada x ∈ Y , o germe de s em x é representado por uma

seção definida em uma vizinhança de x, que coincide com s quando restringido a uma

vizinhança intesectada com Y . Assim, podemos escolher uma cobertura aberta V de

X e elementos sV ∈ Γ(V,F) tal que s∣V ∩Y = sV ∣V ∩Y para cada V ∈ V . Observe que

um desses conjuntos abertos será o complementar de Y e terá a seção nula e os outros

conjuntos serão vizinhanças de pontos de Y . Uma vez que X é paracompacto, podemos

assumir que V é localmente finita. Agora, como F é fino, existe uma famı́lia de mor-

fismos {ξi ∶ F Ð→ F} tal que o suporte Supp(ξi) ⊂ Vi, com Vi ∈ V e ∑i ξi = IdFx . Para

cada i, tomemos ξisVi para ser uma seção em todo ponto de X para estende-lo a 0 no

complementar de Vi. Agora, defina s′ = ∑ ξisVi ∈ Γ(X,F). Essa soma faz sentido, pois

a cobertura é localmente finita, isto é, em uma vizinhança de qualquer ponto somamos

somente uma quantidade finita de termos não nulos. Temos também que s′x = sx em

cada ponto x ∈ Y , assim s′ é uma extensão de s para todo ponto de X. Dáı segue que

F é suave.

Exemplo 1.1. O feixe das funções cont́ınuas de valores reais CX em um espaço to-

pológico paracompacto X é um feixe fino. De fato, como todo espaço topológico

paracompacto é normal, isso implica que o Lema de Urysohn [17, Theorem 33.1, p.

207] é válido. Assim, por [21, Lemma 1.3.2, p. 5] podemos usar esse lema para

construir partições cont́ınuas da unidade subordinada a alguma cobertura aberta lo-

calmente finita. Considere {Uα}α∈I uma cobertura aberta localmente finita de X, isto

é, X = ⋃α∈I Uα. Assim, existe uma função cont́ınua fα ∶ X Ð→ R tal que fα(x) = 0,

para todo x ∈ X K Uα e ∑α∈I fα(x) = 1 para todo x ∈ Uα. Defina ηα ∶ CX Ð→ CX , onde

para todo aberto U de X temos

ηα(U) ∶ CX(U) Ð→ CX(U)

sz→ s ⋅ fα∣U ∶ U Ð→ R

11
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com s ⋅ fα∣U(x) = s(x)fα(x). Se x ∈ X K Uα, então x ∈ X K Supp fα, consequentemente,

existe uma vizinhança aberta V de x tal que V ⊂ X K Supp fα. Logo, fα(y) = 0 para

todo y ∈ V . Portanto, ⟨X,fα⟩ = ⟨X,0⟩. Sendo X um espaço topológico paracompacto,

admite uma cobertura localmente finita X = ⋃αUα. Logo, existe fα ∶ X Ð→ R tal

que fα(x) = 0 para todo x ∈ X K Uα, e para cada x ∈ X tem-se ∑α fα(x) = Id. Seja

y ∈ Uα1 ∩ ...∩Uαn ∩U , com α ≠ αi para todo i. Podemos demonstrar que fα(y) = 0. De

fato, se fα(y) ≠ 0, então, y ∈ Uα e assim Uα ∩ U ≠ ∅. Se α é tal que fα(y) = 0, então

existe i tal que α = αi. Seja U uma vizinhaça aberta de x tal que U ∩ Uαi ≠ ∅ para

todo i, assim para x ∈X existem únicos αi, ..., αn tais que x ∈ Uαi . Logo, se α ≠ αi para

todo i, então fα(x) = 0. Portanto, se α ≠ αi tem-se, (ηα)x = 0. Por outro lado, temos

∑
α

(ηα)x = (ηα1)x + ... + (ηαn)x ∶ CX Ð→ CX

⟨U, s⟩ z→ ⟨U, s⟩⟨X,fα1⟩ + ... + ⟨U, s⟩⟨X,fαn⟩

Note que

⟨U, s⟩(⟨X,fα1⟩ + ... + ⟨X,fαn⟩) = ⟨U, s⟩⟨X,fα1 + ... + fαn⟩

= ⟨U, s⟩⟨Uα1 ∩ ... ∩Uαn ∩U,1⟩

= ⟨U, s⟩.

Assim, uma função cont́ınua com suporte em um conjunto aberto define, por multi-

plicação, um endomorfismo de CX com suporte em um conjunto aberto. Logo, uma

partição da unidade na álgebra das funções cont́ınuas em X define uma partição da

unidade para o feixe CX , nas condições da definição 1.5. Portanto, CX é um feixe fino.

1.4 O feixe dos morfismos HomOX
(F ,G)

Sejam (X,OX) um espaço anelado, e F e G dois OX-módulos. Para todo subcon-

junto aberto U de X, defina

(HomOX(F ,G))(U) = HomOX∣U (F∣U ,G∣U), (1.13)

Como será visto na proposição 1.4 abaixo, HomOX(F ,G) define um feixe, chamado o

feixe dos OX-morfismos de F para G.

Proposição 1.4. Sejam F e G dois OX-módulos. Então, HomOX(F ,G) é um feixe.

Demonstração. Sejam f, g ∈ HomOX∣U (F∣U ,G∣U) dois morfismos e U um subconjunto

aberto de X. Assim, definimos o morfismo f + g ∶ F∣U Ð→ G∣U de modo que para todo
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aberto V ⊆ U tem-se

(f + g)V (s) = fV (s) + gV (s).

Para qualquer inclusão de conjuntos abertos W ⊆ V temos a igualdade

(fW + gW ) ○ ρW,V = ρW,V ○ (fV + gV ),

onde ρ é o morfismo de restrição, pois a composição de homomorfismos é distributiva

com respeito a adição de grupos abelianos. Assim, f + g é um morfismo de feixes.

O elemento identidade é o morfismo 0 tal que 0V (s) é o mapa zero para todo aberto

V , e inverso de f é o morfismo que leva um conjunto aberto V no mapa −fV (s). A

comutatividade segue da comutatividade da adição de grupos abelianos. Assim, nota-se

que HomOX∣U (F∣U ,G∣U) possui uma estrutura natural de grupos abelianos induzida pela

estrutura de grupos abelianos de HomOX(F(V ),G(V )), para todo V ⊆ U . Note que,

dado W ⊂ V ⊂ U , temos ρW,U = ρW,V ○ρV,U . De fato, suponha f ∈ Hom(F ,G)(W ) então

ρV,U(f) ∈ Hom(F ,G)(V ) assim para todo aberto V0 ⊂ V , ρV,U(f(V0)) = f(V0). Dessa

forma, para todo aberto W0 ⊂ W temos ρW,V ○ ρV,U(f(W0)) = ρW,U(f(W0)) = f(W0).
Logo

ρW,V ○ ρV,U = ρW,U .

Portanto, HomOX(F ,G) é um pré-feixe de grupos abelianos. Agora, provaremos os

axiomas de feixes:

Axioma 1: Seja {Ui}i∈I uma cobertura aberta de um aberto U ⊆ X. Seja σ ∈
HomOX(F ,G)(U) uma seção tal que σi ∶= σUi = 0, para todo i ∈ I. Seja s ∈ F(U)
uma seção fixada. Consideremos os seguintes morfismos de grupos abelianos

σi(Ui) ∶ F(Ui) Ð→ G(Ui)

definido por σ(si) = 0. Agora, como as seções {si}i∈I coincidem em Uij ∶= Ui ∩Uj para

todo i ≠ j, e F é um feixe, temos que a seção s satisfaz σ(U)(s) = 0. Como s foi

tomada como uma seção qualquer de F(U), temos que σ(U) = 0 e dáı segue que σ = 0.

Axioma 2: Seja novamente {Ui}i∈I uma cobertura aberta de um aberto U ⊆X e seja

ui ∶ F∣Ui Ð→ G∣Ui uma famı́lia de seções tais que ui = uj em Uij. Precisamos provar que

existe uma seção u ∈ HomOX(F ,G)(U) tal que u∣Ui = ui. Seja V ⊆ U então Ai ∶= Ui∩V ,

donde {Ai}i∈I é uma cobertura aberta de V. Seja s ∈ F(V ) uma seção fixada e seja o

conjunto si ∶= s∣Ai . Consideremos

ui(Ai) ∶ F(Ai) Ð→ G(Ai)

definido por ui(si) = ti. Dáı, como G é um feixe, existe uma seção t ∈ G(V ) tal que

t∣Ai = ti para todo i ∈ I. Assim, podemos definir

u(V ) ∶ F(V ) Ð→ G(V )
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dado por u(s) = t, para todo V ⊆ U . Portanto, u∣Ui = ui.

Observação 1.4. (i) O feixe HomOX(F ,G) possui uma estrutura canônica de OX-

módulo. De fato, seja U um subconjunto aberto de X, e seja u ∶ F∣U Ð→ G∣U um

morfismo de OX ∣U -módulos. Para λ ∈ OX(U), defina (λu)V (s) = λ∣V ⋅uV (s), para todo

V ⊆ U e s ∈ F(V ).
(ii) Para todo ponto x ∈X existe um homomorfismo canônico de OX,x-módulos

ψx ∶ (HomOX(F ,G))x Ð→ HomOX,x(Fx,Gx) (1.14)

definido da seguinte forma: seja α ∈ (HomOX(F ,G))x, tomemos uma vizinhança U

de x e um morfismo de OX ∣U -módulos σ ∶ F∣U Ð→ G∣U tal que α é igual ao germe de

σ em x. Para cada ponto y ∈ U , seja σy ∶ Fy Ð→ Gy denotando o homomorfismo de

OX,y-módulo induzido por σ e defina

ψx(α) = σx.

Segue da definição que ψx(α) está bem definida, pois independe da escolha de U e σ.

Observação 1.5. O homomorfismo canônico ψx é funtorial. De fato, o diagrama a

seguir é comutativo.

(HomOX(F ,G))x
ψx

//

Hom(σ,γ)
��

HomOX,x(Fx,Gx)
Hom(σx,γx)
��

(HomOX(F ′,G′))x ψx
// HomOX,x(F ′

x,G′x)

.

Lema 1.5. Seja F um pré-feixe, e G um feixe em um espaço topológico X. Para cada

ponto x ∈X, seja αx ∶ Fx Ð→ Gx uma morfismo nos talos. Supondo que para todo x ∈X
e toda vizinhança aberta U de x, e para toda seção s ∈ Γ(U,F), existe uma vizinhança

aberta V de x em U , e uma seção r ∈ Γ(V,G), tal que αz((s)z) = (r)z para todo z ∈ V .

Então, existe um único morfismo de pré-feixes σ ∶ F Ð→ G tal que (σ)x = αx.

Demonstração. Seja

U = ⋃
x∈U

Vx.

Considere αy(sy) = ty, ∀y ∈ V e defina

σ(Vx)(s∣Vx) ∶ F(Vx) Ð→ G(Vx)

s∣Vx z→ σ(Vx)(s∣Vx) = tx = (txz)z∈Vx
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Observe que

σ(Vx)(s∣Vx)∣Vx∩Vy = ((txz)z∈Vx)∣Vx∩Vy
= (txz)z∈Vx∩Vy

Assim, para todo x, y ∈ U temos

tx∣Vx∩Vy = σ(Vx)(s∣Vx)∣Vx∩Vy
= σ(Vx ∩ Vy)(s∣Vx∩Vy)

ty ∣Vx∩Vy = σ(Vy)(s∣Vy)∣Vx∩Vy
= σ(Vx ∩ Vy)(s∣Vx∩Vy)

Note ainda que para W ⊂ Vx tem-se

σ(W ) ∶ F(W ) Ð→ G(W )

s∣W z→ σ(W )(s∣W ) = σ(Vx)(s∣Vx)∣W ,

com o seguinte diagrama comutativo

F(U) //

��

G(U)

��

F(Vx) //

��

G(Vx)

��

F(W ) // G(W )

Dessa forma, existe t ∈ G(U) tal que t∣Vx = tx para todo x ∈ U . Portanto, temos

σ(U)(s) = t. Dáı,

σx(sx) = σx(⟨U, s⟩)

= σx(⟨Vx, s∣Vx⟩)

= ⟨Vx, σ(Vx)(s∣Vx)⟩

= ⟨Vx, tx⟩

= αx(⟨U, s⟩)

= αx(sx).

Proposição 1.6. Seja (X,OX) um espaço anelado. Para todo OX-móduloM, o funtor
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HomOX(●,M) ∶ OX -Modop Ð→ Γ(X,OX) -Mod

é exato à esquerda.

Demonstração. Sejam F ,G e H três OX-módulos tais que a sequência

F α // G β
// H // 0

é exata. Então, precisamos mostrar que a sequência

0 // HomOX(H,M)
HomOX (β,M) // HomOX(G,M)

HomOX (α,M) // HomOX(F ,M)

também é exata. Seja σ ∈ HomOX(H,M) tal que HomOX(α,M)(σ) = 0, isto é, para

todo x ∈ X e θ ∈ Gx, σx ○ βx(θ) = 0. Seja θ′ ∈ Hx. Então existe θ ∈ Gx tal que βx(θ) = θ′

pois β é epimorfismo. Portanto, σx(θ′) = σx(βx(θ)) = 0. Isso implica que σx = 0

para todo x ∈ X, ou seja, σ = 0. Deste modo, provamos que HomOX(β,M) é injetiva.

Considerando que funtores preservam composições e HomOX(●,M) é um funtor, temos

HomOX(α,M) ○HomOX(β,M) = HomOX(β ○ α,M) = 0.

Dáı,

Im(HomOX(β,M)) ⊂ Ker(HomOX(α,M)).

Agora, precisamos provar a inclusão reversa. Seja κ ∈ Ker(HomOX(α,M)). Para todo

θ′ ∈ Hx, existe θ ∈ Gx tal que βx(θ) = θ′ pois β é epimorfismo. Definamos,

fx ∶ Hx Ð→Mx,

dado por fx(θ′) = κx(θ). Uma vez que κ ∈ ker(HomOX(α,M)), segue que fx está bem

definida. Para concluir a prova, iremos aplicar o lema 1.5 ao morfismo f ∶ H Ð→ M.

Para todo x ∈X, e θ ∈ Gx,

(HomOX(β,M)(f))x(θ) = fx ○ βx(θ) = fx ○ βx(θ) = κx(θ).

Assim, segue que HomOX(β,M)(f) = κ. Isto mostra que

Ker(HomOX(α,M)) ⊂ Im(HomOX(β,M)),

e consequentemente,

Ker(HomOX(α,M)) = Im(HomOX(β,M))

Portanto, o funtor HomOX(●,M) é exato à esquerda. A segunda parte segue imedia-

tamente da primeira, basta trocar X por um subconjunto aberto arbitrário de X.
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Observação 1.6. Lembremos o isomorfismo 1.5 dado por HomOX ∣U (O
(I)
X ,M) ≅ Γ(U,M)I ,

visto na seção 1.2. A partir desse isomorfismo, poderemos obter outro, que poderá nos

auxiliar nas próximas seções. Portanto, se o conjunto de ı́ndices I é finito, então

HomOX ∣U (OIX ,M) ≅ Γ(U,M)I . (1.15)

Seja U um subconjunto aberto de X. Então, o isomorfismo anterior de Γ(X,OX ∣U)-
módulos resulta em um ismomorfismo de OX-módulos

HomOX(OIX ,M)(U) = HomOX∣U (OIX ∣U ,M∣U) ≅ Γ(U,M)I =M(U)I . (1.16)

Assim, HomOX(OIX ,M) ≅MI para todo conjunto finito I.

1.5 Feixes de tipo finito

Definição 1.6. Seja (X,OX) um espaço anelado e F um OX-módulo. Dizemos que

F é localmente gerado por seções se para todo x ∈ X existe uma vizinhança aberta U

de x tal que F∣U é globalmente gerado como um OX ∣U -módulo. Em outras palavras,

existem um conjunto finito de ı́ndices I e para cada i ∈ I uma seção si ∈ F(U) tal que

o mapa associado

u ∶ ⊕
i∈I
OX ∣U Ð→ F∣U

seja sobrejetivo.

Definição 1.7. Um OX-módulo F é dito de tipo finito se para todo ponto x ∈X existe

uma vizinhança aberta U de x tal que F∣U é gerado por uma famı́lia de seções (si)i∈I de

F em U . Em particular, existe uma vizinhança aberta U para qualquer x ∈ X fixado,

tal que existe um mapa sobrejetivo de feixes ϕ ∶ OnX ∣U Ð→ F∣U , para n ∈ N.

A seguir, apresentaremos uma proposição com algumas propriedades de feixes de

tipo finito.

Proposição 1.7. Seja (X,O) um espaço anelado. Então as seguintes propriedades

são verdadeiras:

(i) Se u ∶ F Ð→ G é um morfismo sobrejetivo de OX-módulos e se F é de tipo finito,

então G também será de tipo finito. Assim, todo feixe quociente de um feixe de

tipo finito também será de tipo finito;

(ii) A soma direta e o produto tensorial (sobre OX) de uma famı́lia de OX-módulos

de tipo finito também é de tipo finito;
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Demonstração. (i) Como u ∶ F Ð→ G é sobrejetivo, segue que ux ∶ Fx Ð→ Gx também

é sobrejetivo. Além disso, F é de tipo finito por hipótese. Dáı, para todo x existe

uma vizinhança aberta U de x tal que F∣U é gerado por uma famı́lia finita de

seções s1, ..., sn ∈ Γ(X,F∣U). Assim, para w ∈ Fx temos,

w =
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x, para ai ∈ OX,x e si ∈ Γ(X,F∣U), i = 1, ..., n.

Pela sobrejetividade de ux, para todo t ∈ Gx existe w ∈ Fx tal que ux(w) = t.

Consequentemente,

ux(w) = t⇒ ux (
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x) = t⇒
n

∑
i=1

ai ⋅ ux((si)x) = t.

Logo, G∣U é gerado pela famı́lia ux(s1), ..., ux(sn) ∈ Γ(X,G∣U). Portanto, G é de

tipo finito. Para a segunda parte, consideremos F é H dois OX-módulos, com F
de tipo finito e H(U) é um subgrupo abeliano de F(U), para todo aberto U de

X. Assim, podemos falar do feixe quociente F/H e da projeção canônica

π ∶ F Ð→ F/H,

que é naturalmente sobrejetiva. Logo, pela primeira parte segue que o quociente

F/H é de tipo finito.

(ii) Sejam F e G dois OX-módulos de tipo finito, isto é, para todo x ∈ X existe uma

vizinhança aberta U de x tais que F∣U e G∣U são gerados por s1, ..., sn ∈ Γ(X,F∣U)
e t1, ..., tm ∈ Γ(X,G∣U), respectivamente. Assim, para (s, t) ∈ (Fx × Gx) temos

s⊗ t =
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x ⊗
m

∑
j=1

bj ⋅ (tj)x =
n,m

∑
i,j=1

aibj ⋅ (si)x ⊗ (tj)x =
n,m

∑
i,j=1

aibj ⋅ (si ⊗ tj)x,

para ai, bj ∈ OX,x. Assim, (F ⊗OX G)∣U é gerado por si⊗ tj, i = 1, ..., n, j = 1, ...,m.

Portanto, o produto tensorial F ⊗OX G é de tipo finito. Consequentemente, se

F1, ...,Fn é uma famı́lia de OX-módulos de tipo finito, então, procedendo por

indução sobre n, temos que o produto tensorial F1⊗OX ...⊗OX Fn é de tipo finito.

A prova da soma direta segue de forma análoga.

Proposição 1.8. Seja F um OX-módulo de tipo finito. Sejam x ∈X e s1, ..., sn seções

de F em uma vizinhança aberta U de x, tal que a famı́lia ((si)x)ni=1 gera o talo Fx.

Então, existe uma vizinhança aberta V de x em U tal que a famı́lia ((sy))nj=1 gera Fy
para todo y ∈ V .
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Demonstração. Como F é de tipo finito, temos pela definição que existe uma vizi-

nhança aberta U1 de x em U e seções h1, ..., hm ∈ Γ(U1,F) tais que a famı́lia ((hi)y)mi=1

gera Fy para todo y ∈ U1. Como a famı́lia ((sj)x)nj=1 gera Fx, temos que essa famı́lia

também gera (hi)x, para i = 1, ...,m, isto é, existem aij ∈ OX,x tais que

(hi)x =
n

∑
j=1

aij(sj)x, para i = 1, ...,m.

Uma vez que a famı́lia (aij)i,j é finita, existe uma vizinhança aberta U2 de x em U1,

e seções fij ∈ Γ(U2,OX) tal que aij = (fij)x para todo i, j. Assim, podemos escrever

(hi)x como

(hi)x =
n

∑
j=1

(fij)x(sj)x, para i = 1, ...,m.

Portanto, existe uma vizinhança aberta V de x em U tal que

(hi)∣V =
n

∑
j=1

(fij)∣V (sj)∣V , para i = 1, ...,m.

Logo, temos

(hi)y =
n

∑
j=1

(fij)y(sj)y, para todo y ∈ V e i = 1, ...,m.

Portanto, ((sj)y)nj=1 gera Fy para todo y em V .

Definição 1.8. Sejam (X,OX) um espaço anelado e F um OX-módulo. O suporte de

F , denotado por Supp(F), é o conjunto dos pontos x ∈X tais que Fx ≠ 0, isto é,

Supp(F) = {x ∈X ∶ Fx ≠ 0}

Se s ∈ Γ(X,F) é uma seção global, então, o suporte de s é o conjuntos dos pontos x ∈X
tais que a imagem sx ∈ Fx de s é diferente de zero.

Com a definição de supporte de um feixe, podemos enunciar e demonstrar uma série

de importantes consequências da proposição 1.8.

Corolário 1.9. Se F é um OX-módulo de tipo finito, então o conjunto Supp(F) é um

subconjunto fechado de X.

Demonstração. Seja x ∈ X K Supp(F). Logo, Fx = 0, assim o germe 0x da seção nula

0 ∈ Γ(X,F) gera Fx. Assim, pela proposição 1.8, existe uma vizinhança aberta V de x

em U , tal que 0y gera Fy, para todo y ∈ V , isto é, Fy = 0, para todo y ∈ V . Portanto, V

é uma vizinhança aberta de x em X KSupp(F), isto é, X KSupp(F) é aberto. Portanto,

Supp(F) é um conjunto fechado.

Corolário 1.10. Sejam F um OX-módulo de tipo finito e u ∶ F Ð→ G um morfismo

de OX-módulos. Seja x ∈ X e suponha que o homomorfismo nos talos ux ∶ Fx Ð→ Gx é

igual a zero. Então, existe uma vizinhança U de x tal que uz = 0 para todo z ∈ V .
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Demonstração. Tomemos I = Im(u), donde I é um OX-submódulo do feixe G e o

morfismo u induz uma sequência exata de OX-módulos

F ũ // I // 0 ,

isto é, ũ é sobrejetiva. Como o F é de tipo finito, segue pelo item (i) da proposição 1.7

que I também é de tipo finito. Como ũy = uy para todo y ∈X, temos

ũy = uy ∶ Fy Ð→ Iy = Im(uy).

Dáı, obtemos que Iy = 0 se, e somente se Im(uy) = 0, isto é, uy = 0. Assim, o suporte

de I é dado por

Supp(I) = {y ∈X ∶ uy ≠ 0}

Para todo x ∈ X K Supp(I), existe uma vizinhança aberta U de x totalmente contida

em x ∈ X K Supp(I), que é aberto pelo corolário 1.9. Portanto, uy = 0 para todo y em

U ⊂X K Supp(I).

Corolário 1.11. Sejam F e G dois OX-módulos de tipo finito. Seja u ∶ F Ð→ G um

morfismo de OX-módulos e x ∈ X. Se ux ∶ Fx Ð→ Gx é sobrejetiva, então existe uma

vizinhança aberta U de x tal que u∣U ∶ F∣U Ð→ G∣U é sobrejetiva.

Demonstração. Como G é de tipo finito, então pelo item (i) da proposição 1.7, temos

que o quociente Coker(u) = G/ Im(u) é também de tipo finito. Agora, pelo corolário

1.9, temos que S = Supp(Coker(u)) é um subconjunto fechado de X. Se o morfismo ux

é sobrejetivo, então (Coker(u))x = Coker(ux) = 0, isso implica que x ∈X KS. Portanto,

tomando U = X K S, temos que U é uma vizinhança aberta de x tal que o morfismo

u∣U ∶ F∣U Ð→ G∣U é sobrejetivo.

O homomorfismo visto no item (ii) da observação 1.4, em geral, não é nem injetivo,

nem sobrejetivo. Porém, sob algumas condições podemos obter a injetividade e a

sobrejetividade. No próximo corolário, observaremos que se F é um OX-módulo de

tipo finito, o homomorfismo 1.14 será injetivo.

Corolário 1.12. Seja F um OX-módulo de tipo finito. Então, para todo OX-módulo

G e para todo ponto x ∈X, o homomorfismo de OX,x-módulos,

ψx ∶ (HomOX(F ,G))x Ð→ HomOX,x(Fx,Gx)

é injetivo.

20



1. Um pouco da teoria dos feixes

Demonstração. Seja σ ∈ (HomOX(F ,G))x e suponhamos que ψx(σ) = 0. Então, para

mostrar a injetividade de ψx, temos que provar que σ = 0. Seja u ∶ F∣U Ð→ G∣U tal que

ψx(σ) = ux. Então, ux = ψx(σ) = 0 e pelo corolário 1.10, existe uma vizinhança aberta

V de x em U , tal que uz = 0 para todo z ∈ V . Portanto, precisamos verificar que o

morfismo u∣V ∶ F∣V Ð→ G∣V é igual a 0, o que resulta σ = 0. Para isso, seja W ⊆ V um

aberto de V e (u∣V )W = uW ∶ F(W ) Ð→ G(W ) um homomorfismo. Seja s uma seção

qualquer de F(W ). Então,

(uW (s))y = uy((s)y) = 0 para todo y ∈W .

Como G é um feixe, segue pelo axioma F1 da definição C.5 de feixe que uW (s) = 0.

Portanto, uW = 0 para todo W em V , e assim temos u∣V = 0. Logo, σ = 0.

Corolário 1.13. Seja (X,OX) um espaço anelado tal que, X é um espaço topológico

quase-compacto. Seja F um OX-módulo de tipo finito. Então, F é finitamente gerado

por seções globais se é gerado por seções globais.

Demonstração. Seja (si)i∈I uma famı́lia de seções globais de F , tal que a famı́lia

((si)x)i∈I gere Fx para todo x ∈ X. Visto que, F é de tipo finito, existe uma famı́lia

finita de seções (δj)j∈Jx que geram Fx para x ∈ X. Como ((si)x)i∈I também gera Fx,
temos que cada (δj)j∈Jx é gerado por essa famı́lia, isto é, existe um subconjunto finito

Ix de I e aij ∈ OX,x, com i ∈ Ix e j ∈ Jx tal que

δj = ∑
i∈Ix

aij(si)x.

Dessa forma, a famı́lia ((si)x)i∈Ix gera Fx. Pela proposição 1.8, existe uma vizinhança

aberta Ux de x tal que a famı́lia ((si)y)i∈Ix gera Fy para todo y ∈ Ux. Como X é

um espaço topológico quase-compacto, admite uma subcobertura finita, isto é, existem

x1, ..., xn tais que

X =
n

⋃
i=1

Uxi .

Assim, a famı́lia

((si)i∈Ixσ )1⩽σ⩽n
de seções globais de F , geram o talo Fx, para todo x ∈ X. Portanto, F é finitamente

gerado por seções globais.

Proposição 1.14. Seja (X,OX) um espaço anelado quase-compacto e F um OX-

módulo de tipo finito. Supondo que para um conjunto totalmente ordenado T , existem

subfeixes {Ft}t∈T tal que ⋃t∈T Ft = F 2. Então existe t ∈ T tal que Ft = F .

2Isso pode ser pensado como sendo o feixe associado ao pré-feixe U ↦ ⋃tFt(U).
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Demonstração. Para demonstrar esse resultado, precisamos provar que para todo x ∈
X, existe uma vizinhança aberta U de x tal que existe t tal que Ft∣U = F∣U . Assim, o

resultado seguirá, pois o conjunto das vizinhanças aberta de x (para todo x ∈X) forma

uma cobertura aberta de X, e X é um espaço topológico quase-compacto.

Agora, observemos que o módulo Fx é finitamente gerado e possui submódulos

(Ft)x ⊂ Fx que cobrem todo o Fx. Assim, existe t ∈ T tal que (Ft)x = Fx. Consideremos

s1, ..., sk geradores de F em alguma vizinhança aberta de x. Os germes desses geradores

estão em Ft, então existe uma vizinhança menor (o suficiente) U de x tal que si∣U ∈
Ft(U). Então, necessariamente os si’s são geradores, e portanto, Ft∣U = F∣U .

1.6 Feixes quase-coerentes e apresentação finita

Definição 1.9. Seja (X,OX) um espaço anelado. Dizemos que umOX é quase-coerente

se para todo x ∈ X existe uma vizinhança aberta U de X e conjuntos de ı́ndices

arbitrários I e J tais que F∣U é o conúcleo de um morfismo de OX ∣U -módulos

α ∶ O(I)X ∣U Ð→ O
(J)
X ∣U .

Em outras palavras, existe uma sequência exata de OX ∣U -módulos

O(I)X ∣U
α // O(J)X ∣U

σ // F∣U // 0

para alguma vizinhança U de x, para qualquer x ∈ X. Em particular, se fixarmos

m,n ∈ N, temos a sequência exata,

OmX ∣U
α // OnX ∣U

σ // F∣U // 0 ,

e F é dito de apresentação finita.

Os feixes quase-coerentes compõem uma subcategoria plena da categoria OX -Mod

e essa subcategoria será denotada por Qcoh(X).
No corolário 1.12, foi provado que se tivermos um OX-módulo F de tipo finito,

então o homomorfismo 1.14 será injetivo. Agora, garantiremos que esse homomorfismo

será um isomorfismo quando o OX-módulo F for de apresentação finita.

Proposição 1.15. Sejam F e G dois OX-módulos com F de apresentação finita.

Então, o homomorfismo de OX,x-módulos

ψx ∶ (HomOX(F ,G))x Ð→ HomOX,x(Fx,Gx),

é um isomorfismo para qualquer x ∈X.
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Demonstração. Como F é um OX-módulo de apresentação finita, temos pela definição

1.9 que para todo x ∈ X, existe uma vizinhança aberta U de x tal que a sequência de

OX ∣U -módulos

OmX ∣U
α // OnX ∣U

β
// F∣U // 0 , (1.17)

é exata. Uma vez que a proposição é local com respeito a x, podemos tomar X = U .

Provamos que o funtor HomOX(●,G) é exata à esquerda na proposição 1.6. Dáı, temos

a sequência exata de OX-módulos

0 // HomOX(F ,G)
HomOX (β,G) // HomOX(OnX ,G)

HomOX (α,G) // HomOX(OmX ,G) .

Essa sequência induz uma sequência exata nos talos, isto é, uma sequência de OX,x-
módulos

0 // (HomOX(F ,G))x // (HomOX(OnX ,G))x // (HomOX(OmX ,G))x .

Note que a sequência 1.17 também induz uma sequência exata de OX,x-módulos

OmX,x
αx // OnX,x

βx
// Fx // 0 . (1.18)

Além disso, segue da exatidão à esquerda do funtor HomOX,x(●,Gx) que a sequência

0 // HomOX,x(Fx,Gx) // HomOX,x(OnX,x,Gx) // HomOX;x
(OmX,x,Gx) .

é exata. Pela observação 1.5, sabemos que ψx é funtorial. Assim, temos o seguinte

diagrama comutativo

0 // (HomOX(F ,G))x
ψx
��

// (HomOX(OnX ,G))x
ψx
��

// (HomOX(OmX ,G))x
ψx
��

0 // HomOX,x(Fx,Gx) // HomOX,x(OnX,x,GX) // (HomOX(OmX ,G))x

(1.19)

Por 1.6, existe um isomorfismo canônico

HomOX(OnX ,G) ≅ Gn.

Consequentemente,

HomOX,x(OnX,x,Gx) ≅ Gnx e HomOX(OnX ,G)x ≅ Gnx .

O que mostra o isomorfismo na segunda coluna do diagrama 1.19. De modo inteira-
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mente análogo, segue o isomorfismo da terceira coluna. Portanto, segue pelo lema dos

cinco que o morfismo da primeira coluna é um isomorfismo, isto é,

ψx ∶ (HomOX(F ,G))x Ð→ HomOX,x(Fx,Gx)

é isomorfismo.

Corolário 1.16. Seja F e G OX-módulos de apresentação finita, e seja x ∈X. Supondo

que f ∶ Fx Ð→ Gx é um isomorfismo de OX,x-módulos. Então, existe uma vizinhança

aberta V de x e um isomorfismo de OX ∣V -módulos σV ∶ F∣V Ð→ G∣V tal que σx = f .

Demonstração. Consideremos h ∶ G Ð→ F o morfismo inverso de f . Pela proposição

1.15, existe uma vizinhança aberta U de x e seções σ ∈ Γ(U,HomOX(F ,G)) e θ ∈
Γ(HomOX(G,F)) tal que σx = f e θx = h. Visto que,

(σ ○ θ)x = σx ○ θx = f ○ h = 1Gx e (θ ○ σ)x = θx ○ σx = h ○ f = 1Fx ,

a proposição 1.15 novamente nos assegura que os germes, em x, das composições σ ○ θ
e θ ○ σ são iguais ao correspondente morfismo identidade nos talos. Assim, existe uma

vizinhança aberta V de x em U tal que

(σ ○ θ)∣V = 1G∣V e (θ ○ σ)∣V = 1F∣V .

Logo,

σ∣V ∶ F∣V Ð→ G∣V

é um isomorfismo.

1.7 Feixes coerentes

Definição 1.10. Seja (X,OX) um espaço anelado. Dizemos que um OX-módulo F é

coerente se satisfaz as seguintes condições:

1. F é de tipo finito;

2. Para todo subconjunto aberto U de X, todo inteiro n ∈ N e para todo morfismo

de OX ∣U -módulos

θ ∶ OnX ∣U Ð→ F∣U ,

o OX ∣U -submódulo ker(θ) de OnX ∣U é de tipo finito.

Denotaremos por Coh(X) a subcategoria plena da categoria OX -Mod consistindo

dos OX-módulos coerentes.
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Proposição 1.17. Seja (X,OX) um espaço anelado, e F um OX-módulo coerente.

Então, todo OX-submódulo F ′ de tipo finito em F é também coerente.

Demonstração. Como F é de tipo finito pela definição 1.10 e F ′ ⊂ F , então F ′ é também

de tipo finito. Como isso, temos apenas que verificar a condição (2) da definição de

feixe coerente. Seja U uma vizinhança aberta de x em X e seja

σ ∶ OnX ∣U Ð→ F ′∣U ,

um morfismo de OX ∣U -módulos. Agora, seja ι ∶ F ′ Ð→ F o morfismo inclusão. Então,

o núcleo da composição

w = ι∣U ○ σ ∶ OnX ∣U Ð→ F∣U ,

é igual ao núcleo de σ, isto é, Ker(σ) = Ker(w). Uma vez que, F é coerente, segue que

Ker(σ) é de tipo finito. Portanto, temos que F ′ é coerente.

O próximo resultado irá fazer uma relação entre os feixes coerentes e os feixes de

apresentação finita que foram objeto de estudo da seção 1.6 deste caṕıtulo.

Proposição 1.18. Seja (X,O) um espaço anelado. Então, todo OX-módulo coerente

F é de apresentação finita.

Demonstração. Seja x ∈X. Como F é de tipo finito pela primeira condição da definição

1.10, então, existe uma vizinhança aberta U de x e uma sequência exata de OX ∣U -

módulos

OnX ∣U
θ // F∣U // 0

para n ∈ N. Uma vez que, F é coerente, o núcleo de θ, K = Ker(θ) é um OX ∣U -módulo

de tipo finito, portanto, existe uma vizinhança aberta V de x em U e uma sequência

exata

OmX ∣V
v // K∣V // 0 , com m ∈ N.

Seja ι ∶ K Ð→ OnX ∣V o morfismo inclusão, e u = ι∣V ○ v ∶ OmX ∣V Ð→ OnX ∣V . Então, a

sequência

OmX ∣V
u // OnX ∣V

θ∣V
// F∣U // 0

é exata. Donde, Im(u) = Ker(θ∣V ) = K∣V .

Apresentaremos agora a versão do Lema dos Três para feixes coerentes. Esse teo-

rema será uma ferramenta de grande importância na demonstração algumas proprie-

dades relacionadas a esse tipo de feixe.
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Teorema 1.19 (Lema dos Três). Seja (X,OX) um espaço anelado e

0 // F α // G β
// H // 0 ,

uma sequência exata de OX-módulos. Se dois dos OX-módulos F ,G,H são coerentes,

então o terceiro também será.

Demonstração. A demonstração desse teorema se dividirá, essencialmente, em três

partes. Primeiramente, suponhamos que G e H são coerentes. Assim, existe um mor-

fismo sobrejetivo de OX ∣U -módulos σ ∶ OnX ∣U Ð→ G∣U . Dessa forma, obtemos o seguinte

diagrama comutativo com linhas exatas

0 // Ker(βU ○ σ)
u

��

// OnX ∣U
βU○σ //

σ

��

H∣U // 0

0 // F∣U αU
// G∣U βU

// H∣U // 0

,

onde u é induzido por σ. Seja K = Ker(βU ○ σ). Como H é coerente, segue que K é de

tipo finito pela condição (2) da definição 1.10. Assim, σ(K) é um feixe de tipo finito

pelo item (i) da proposição 1.7, consequentemente, é coerente pela proposição 1.17.

Assim, pelo Lema dos Cinco, o morfismo u ∶ K Ð→ F é um monomorfismo, implicando

que F é de tipo finito. Portanto, F é coerente.

Suponhamos agora, que F e G são coerentes. Como G é de tipo finito, o quociente

G/Ker(β) também será de tipo finito pela proposição 1.7 e consequentemente, pelo

primeiro Teorema Fundamental do Isomorfismo temos que G/Ker(β) ≅ H. Portanto,

H também será de tipo finito. Deste modo, resta apenas verificar a condição (2) da

definição 1.10. Sejam w ∶ OnX ∣U ′ Ð→ H um homomorfismo de OX ∣U -módulos e t1, ..., tn

em H(U ′) seções que definem w. Como F é de tipo finito, podemos encontrar uma

vizinhança aberta V de x em U ′ e um homomorfismo sobrejetivo r ∶ OmX ∣V Ð→ F . Uma

vez que β é sobrejetivo, segue que o morfismo induzido nos talos βx ∶ Gx Ð→Hx também

é sobrejetivo. Consequentemente, podemos encontrar para cada x ∈X uma vizinhança

aberta W de x contida em V e seções s1, ..., sn em G(W ) tal que βx((si)x) = (ti)x
para i = 1, ..., n. Logo, os pares (W,βW (si)) e (W, (ρH)W,U ′(ti) definem a mesma classe

em Hx. Agora, podemos encontrar uma vizinhança aberta U de x contida em W tal

que βU((ρG)U,W (si) = (ρH)U,U ′(ti) para i = 1, ..., n. As seções s1, ..., sn definem um

homomorfismo s ∶ OnX ∣U Ð→ G∣U tal que wU = (βU) ○ (sU). Podemos assim, definir um

homomorfismo

q = ((αU) ○ (rU) + s) ∶ OmX ∣U ⊕OnX ∣U Ð→ G∣U , (1.20)
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dado por q(f ⊕g) = αU ○rU(f)+s(g), tal que obtemos o seguinte diagrama comutativo

com linhas exatas

K1
κ //

��

K

��

0 // OmX ∣U
h //

rU
��

OmX ∣U ⊕OnX ∣U
p
//

q

��

OnX ∣U //

wU
��

0

0 // F∣U αU
// G∣U βU

// H∣U // 0

(1.21)

onde h e p são homomorfismos canônicos, e K1 e K são os núcleos de q e wU res-

pectivamente. Note que κ é sobrejetivo. De fato, como o morfismo βU é sobrejetivo,

segue diretamento do Lema da Serpente a sobrejetividade de κ. Uma vez que, K1 é

de tipo finito, pois G é coerente, segue que K também de tipo finito pela definição 1.7.

Portanto, o feixe H é coerente.

Finalmente, suponhamos que F e H são coerentes. Da mesma forma que foi feito no

caso onde F e G eram coerentes, podemos construir novamente o diagrama comutativo

1.21. Como H é coerente, temos que também será de tipo finito, podemos assim

escolher o morfismo w no diagrama 1.21 de modo que seja sobrejetivo. De modo

análogo, podemos tomar o morfismo r sobrejetivo, pois F é também coerente. Assim,

pelo Lema dos Cinco segue que o morfismo q é sobrejetivo e consequentemente, G é de

tipo finito.

Agora, resta mostrar a segunda condição da definição 1.10. Como q está nas mesmas

condições do morfismo 1.20, notamos que se rU e wU são epimorfismos, implica que q

é epimorfismo. Além disso, os núcleos dos mapas verticais do diagrama 1.21 formam

uma sequência exata curta

0 // Ker(rU) // Ker(q) // Ker(wU) // 0

em que o Ker(rU) e Ker(wU) são de tipo finito. Consequentemente, Ker(q) é de tipo

finito. E segue que G é coerente, concluindo a prova do teorema.

Corolário 1.20. Seja F1, ...,Fn uma famı́lia de OX-módulos coerentes, então a soma

direta ⊕i=1,...,nFi é também coerente.

Demonstração. Se F e H são OX-módulos coeretes, existe uma sequência exata

0 // F // F ⊕H // H // 0
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Dáı, pelo teorema 1.19, tem-se que F ⊕H é coerente. Procedendo por indução, segue

o resultado.

Corolário 1.21. Seja ϕ ∶ F Ð→ G um morfismo de OX-módulos coerentes. Então,

Im(ϕ), Ker(ϕ) e Coker(ϕ) são coerentes.

Demonstração. Seja F um OX-módulo de tipo finito. Como F é coerente e o morfismo

ϕ′ ∶ F Ð→ Im(ϕ) é sobrejetivo, pelo item (i) proposição 1.7, tem-se que Im(ϕ) é de

tipo finito. E ainda, pela proposição 1.17, segue que Im(ϕ) é coerente, visto que G é

coerente. Note que existem as seguintes sequências exatas

0 // Ker(ϕ) // F ϕ′
// Im(ϕ) // 0 (1.22)

e

0 // Im(ϕ) ι // G // Coker(ϕ) // 0 , (1.23)

onde ι denota o morfismo inclusão. Aplicando o teorema 1.19 nas sequências exatas

1.22 e 1.23, resulta a coerência de Ker(ϕ) e Coker(ϕ) respectivamente.

Corolário 1.22. Se F e G são dois OX-módulos coerentes, então o feixes morfismos

HomOX(F ,G) é também coerente.

Demonstração. Como estamos trabalhando localmente, podemos assumir que existe

uma sequência exata de OX-módulos

OmX
α // OnX

β
// F // 0

Como o funtor HomOX(●,G) ∶ OX -Modop Ð→ OX -Mod é exata à esquerda pela

proposição 1.6, temos a seguinte sequência exata de OX-módulos

0 // HomOX(F ,G) // HomOX(OnX ,G) // HomOX(OmX ,G) .

Agora, pela observação 1.6, temos que

HomOX(O
p
X ,G) ≅ Gp, para todo p ∈ N

Assim, pelo corolário 1.20, HomOX(O
p
X ,G) é coerente para todo p ∈ N. Dessa forma,

o feixe HomOX(F ,G) é o núcleo de um morfismo entre feixes coerentes. Consequente-

mente ele será coerente.

Para finalizar essa seção, provaremos que o produto tensorial também preserva a

coerência.
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Corolário 1.23. Sejam F e G dois OX-módulos coerentes, então o produto tensorial

F ⊗OX G é coerente.

Demonstração. Localmente, podemos assumir que F pode ser escrito como o conúcleo

de alguma sequência exata pois, F é coerente, em especial de tipo finito. Assim, temos

OmX // OnX // F // 0 ,

como m,n ∈ N. Como o produto tensorial é um funtor exato à direita, podemos aplicar

o tensor na sequência 1.7, obtendo

OmX ⊗OX G // OnX ⊗OX G // F ⊗OX G // 0 ,

isto é,

Gm // Gn // F ⊗OX G // 0 .

Como os feixes Gm e Gn são coerentes, pelo corolário 1.20, então o conúcleo do morfismo

entre eles também será coerente. Portanto, F ⊗OX G é coerente.

1.8 Feixes localmente livres

Definição 1.11. Seja (X,OX) um espaço anelado. Um OX-módulo é dito livre se é

isomorfo a uma soma direta de cópias de OX , isto é, existe um conjunto de ı́ndices I

tal que F ≅ ⊕∈I OX = O(I)X . Dizemos também que o OX-módulo F é localmente livre se

para todo x ∈ X, pode-se obter uma vizinhança aberta U ⊂ X de x e um conjunto de

ı́ndices I, tal que F∣U é um OX ∣U -módulo livre, isto é,

F∣U ≅ O(I)X ∣U

como um OX ∣U -módulo.

Em vista à definição anterior, podemos falar da cardinalidade do conjunto de ı́ndices

I. Dessa forma, dizemos que um OX-módulo F é localmente livre de posto finito quando

a cardinalidade do conjunto I é finita. Se o conjunto I tem cardinalidade r, dizemos

que r é o posto de F e escreveremos rank(F). Quando rank(F) = 1, também chamamos

F um feixe invert́ıvel.

Observação 1.7. Seja X um espaço anelado tal que Supp(OX) = X. Seja F um

OX-módulo localmente livre e x ∈ X. Então, Fx é um OX,x-módulo livre. Como o

suporte de OX é o próprio X, segue que OX,x ≠ 0, para todo x ∈ X. Por [2, corolário

da proposição 3, p. 204], temos que se A é um anel comutativo não nulo e M é um
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A-módulo livre, então quaisquer duas bases têm o mesmo posto. Assim, o posto de Fx
é bem definido. Assim, por definição, existe uma vizinhança aberta U de x tal que

ranky(F) = rankx(F), para todo y ∈ U .

Proposição 1.24. Sejam (X,OX) um espaço anelado, F um OX-módulo de apre-

sentação finita e x ∈ X. Suponha que Fx é um OX,x-módulo livre de posto n. Então,

n é finito e existe uma vizinhança aberta U de x tal que F∣U é um OX ∣U -módulo local-

mente livre de posto n.

Demonstração. Como Fx é um módulo livre de apresentação finita, segue que o posto

n de Fx é finito. Seja θ ∶ Fx Ð→ OnX,x um isomorfismo de OX,x-módulos. Uma vez que

F e OnX são de apresentação finita, pelo corolário 1.16 temos que existe uma vizinhança

aberta U de x e um isomorfismo de OX ∣U -módulos ϕ ∶ F∣U Ð→ OnX ∣U tal que ϕx = θ.

Definição 1.12. Seja (X,OX) um espaço localmente anelado e x ∈ X. Se F é um

OX-módulo qualquer, definimos

F(x) = Fx ⊗OX,x k(x) = Fx/mX,xFx,

onde mX,x é o ideal maximal em OX,x e k(x) é o corpo residual de X em x. Dizemos

que F(x) é a fibra de F em x. O posto de F em x é definido por

rankx(F) = dimk(x)F(x).

Quando rankx(F) = n é independente de x, dizemos que F é de posto n. Se rankx(F)
é finito para todo x ∈ X, F é dito de posto finito. E ainda, se supx∈X rankx(F) < ∞,

então dizemos que F é de posto limitado.

Observação 1.8. Seja (X,OX) um espaço localmente anelado, e seja F um OX-

módulo localmente livre. Então, para todo x ∈ X, existe um conjunto de ı́ndices I tal

que Fx ≅ O(I)X,x. Dessa forma, temos

F(x) = Fx ⊗OX,x k(x) ≅ O
(I)
X,x ⊗OX,x k(x) = k(x)(I).

Isso mostra que dimk(x)F(x) é igual ao posto do OX,x-módulo livre Fx. Assim, po-

demos observar que a definição de posto de F definida na observação 1.7 é a mesma

definição de posto de F como um OX-módulo sobre um espaço localmente anelado

(X,OX).

Denotaremos por Lfb(X) a subcategoria completa da categoria OX -Mod consis-

tindo dos OX-módulos localmente livres de posto limitado.

Proposição 1.25. Sejam (X,OX) um espaço localmente anelado e F um OX-módulo

de tipo finito. Então, as seguintes afirmações são equivalentes:

30



1. Um pouco da teoria dos feixes

1. F é localmente livre;

2. F é de apresentação finita e para todo ponto x ∈X, Fx é um OX,x-módulo livre.

3. Para todo ponto x ∈ X, Fx é um OX,x-módulo livre e a função f ∶ X Ð→ N,

definida por x↦ rankx(F) é localmente constante.

Demonstração. Para qualquer espaço anelado temos que (1) implica (2) é clara. Pela

proposição 1.24, segue que (2) implica (1). As observações 1.7 e 1.8 nos garante que

(1) implica (3). Agora, resta mostrar apenas que (3) implica (1). Seja y ∈ X com

ranky(F) = n. Supondo (3), temos que existe uma vizinhança aberta U de y, tal

que rankx(F) = n, para todo x ∈ U . Seja σ1, ..., σn geradores do OX,y-módulo Fy.
Substituindo U por um conjunto menor (se necessário), podemos assumir que existem

seções s1, ..., sn ∈ Γ(U,F) tais que (si)y = σi, i = 1, ..., n. Seja θ ∶ OnX ∣U Ð→ F∣U um

morfismo de OX ∣U -módulos definido pela famı́lia (si)ni=1. Então, θy ∶ OnX,y Ð→ Fy é um

isomorfismo. Pelo corolário 1.11, existe uma vizinhança aberta V de y em U tal que

θ∣V ∶ OnX ∣V Ð→ F∣V é um morfismo sobrejetivo. Portanto, para todo z ∈ V , o morfismo

θz ∶ OnX,z Ð→ Fz é sobrejetivo. Como Fz é livre de posto n, existe um isomorfismo

αz ∶ Fz Ð→ OnX,z. Assim, a composição

αz ○ θz ∶ OnX,z Ð→ OnX,z
é um endomorfismo sobrejetivo. Por [5, Corolário 4.4 (a), p. 120], segue que αz ○ θz é

um isomorfismo. Portanto, θz é um isomorfismo para todo z ∈ V , consequentemente,

θ∣U ∶ OnX ∣V Ð→ F∣V é um isomorfismo, isto é, F é localmente livre.

31



Caṕıtulo 2

O Teorema de Serre-Swan

Esse caṕıtulo será dedicado à demonstração do Teorema de Serre-Swan. Na seção

2.1 será apresentada uma série de lemas e proposições que constituirá a demonstração

do teorema principal deste caṕıtulo. Já na seção 2.2, será exibida a definição de subca-

tegorias admisśıveis e alguns resultados envolvendo essa definição. E assim, finalmente,

será dada a demonstração do teorema.

2.1 Resultados preliminares

Proposição 2.1. Sejam (X,OX) um espaço anelado e C uma subcategoria abeliana

plena de OX -Mod tal que OX pertence a C. Suponha que todo feixe em C é gerado por

seções globais. Então, o funtor

Γ(X, ●) ∶ C Ð→ A -Mod

é completamente fiel.

Demonstração. Sejam A = Γ(X,OX) e F ,G ∈ Ob(C). Para mostrar que Γ(X, ●) é

completamente fiel, temos que mostrar que o homomorfismo

ψ ∶ HomOX(F ,G) Ð→ HomA(Γ(X,F),Γ(X,G)) (2.1)

uz→ uX

é uma bijeção. Para provar que ψ é injetiva consideremos u ∈ HomOX(F ,G) tal que

ψ(u) = uX = 0. Então para garantir a injetividade de ψ precisamos obter u = 0.

Portanto, é suficiente mostrar que ux(w) = 0, para todo x ∈ X e w ∈ Fx. Como F
é gerado por seções globais, existem ai ∈ OX,x e si ∈ Γ(X,F), i = 1, ..., n, tais que

w = ∑n
i=1 ai ⋅ (si)x. Assim,
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ux(w) = ux (
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x) =
n

∑
i=1

ai ⋅ ux((si)x) =
n

∑
i=1

ai ⋅ (uX(si))x =
n

∑
i=1

ai ⋅ 0 = 0.

Dáı, segue que u = 0 e consequentemente ψ é injetiva, como queŕıamos.

Agora, nos resta provar que ψ é sobrejetiva. De fato, seja α ∶ Γ(X,F) Ð→ Γ(X,G)
um homomorfismos de A-módulos. Para cada x ∈ X definiremos αx ∶ Fx Ð→ Gx. Seja

w = ∑n
i=1 ai ⋅ (si)x ∈ Fx, como visto acima. Dessa forma, podemos definir αx(w) =

∑n
i=1 ai ⋅ (α(si))x. Para verificarmos que αx está bem definida, precisamos mostrar

que se w = ∑n
i=1 ai ⋅ (si)x = 0 então, αx(w) = ∑n

i=1 ai ⋅ (α(si))x = 0. Consideremos o

homomorfismo de OX-módulos µ ∶ OnX Ð→ F definido pela famı́lia (si)ni=1. Então, K =
Kerϕ ∈ Ob(C), e portanto K é também gerado por seções globais. Como (a1, ..., an) ∈
Kx, existem g1, ..., gp ∈ Γ(X,K) ⊆ OnX(X) = (Γ(X,OX))n = An, e b1, ..., bp ∈ OX,x tais

que (a1, ..., an) = ∑p
j=1 bj ⋅ (gj)x. Como cada gj ∈ An, temos que gj = (gj1, ..., gjn),

para gji ∈ A, i = 1, ..., n, e j = 1, ..., p. Então ai = ∑p
j=1 bj ⋅ (gji)x, para i = 1, ..., n, e

∑n
i=1 gjisi = ∑n

i=1 gjiϕ(ei) = ∑n
i=1 µ(gjiei) = 0, para j = 1, ..., p. Dessa forma,

n

∑
i=1

ai ⋅ α(si)x =
n

∑
i=1

p

∑
j=1

bj ⋅ (gji)x ⋅ α(si)x =
p

∑
j=1

bj ⋅ (
n

∑
i=1

gjiα(si))
x

(2.2)

=
p

∑
j=1

bj ⋅ (α(
n

∑
i=1

gjisi))
x

=
p

∑
j=1

bj ⋅ α(0)x = 0.

Logo, αx está bem definido para todo x ∈ X. Agora, para concluir a demonstração,

precisamos verificar que αx, com x ∈X, dá origem a um homomorfismo de OX-módulos

σ ∶ F Ð→ G, satisfazendo o lema 1.5. Consideremos uma vizinhança aberta U de x, e

s ∈ F(U). Como anteriormente, tomemos sx = ∑n
i=1 ai ⋅ (si)x para algum si ∈ Γ(X,F),

e algum ai ∈ OX,x, com i = 1, ..., n. Assim, existe uma cobertura aberta V de x em U ,

e hi ∈ OX(V ), tal que ai = (hi)x, com i = 1, ..., n, e s∣V = ∑n
i=1 hi ⋅ si∣V . Agora, defina

uV (s) = t = ∑n
i=1 hi ⋅ α(si)∣V ∈ G(V ). Dáı,

αy(sy) = αy (
n

∑
i=1

(hi)y(si)y) =
n

∑
i=1

(hi)y(α(si))y =
n

∑
i=1

(hi ⋅ α(si))y = ty.

para todo y ∈ V . Como isso obtemos que existe um único homomorfismo σ ∶ F Ð→ G
de OX-módulos tal que ux = αx. E finalmente, temos σX = α. Portanto, ψ é um

isomorfismo e consequentemente, é completamente fiel.

Proposição 2.2. Seja (X,OX) um espaço anelado, tal que X é um espaço topológico

paracompacto e OX é um feixe fino. Considere um OX-módulo F . Seja x um ponto

de X, U uma vizinhança aberta de x e s′ ∈ F(U). Então, existe uma vizinhança

aberta V de x em U e uma seção global s de F , tal que s∣V = s′∣V . Em particular,
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o homomorfismo canônico ρx ∶ Γ(X,F) Ð→ Fx é sobrejetivo e consequentemente F é

gerado por seções globais.

Demonstração. Como X é um espaço topológico paracompacto e Hausdorff, temos que

X é normal1. Portanto, existe uma vizinhança fechada N de x tal que N ⊂ U . Tomemos

agora o interior de N como sendo V e U1 = U , U2 = X KN . Assim U1, U2 forma uma

cobertura aberta de X, ou seja, X = U1 ∪U2. Uma vez que OX é um feixe fino, temos

pela definição 1.5 que existe uma partição da unidade {ξ1, ξ2} para {U1, U2} de OX .

Consideremos M = Supp(ξ1). Definamos s1 = (ξ1)U(1)s′ ∈ F(U), e s2 = 0 ∈ F(W ), com

W =X KM . Para t ∈ U ∩W , temos t ∉ Supp(ξ1), donde (ξ1)t = 0, consequentemente,

(s1)t = (ξ1)t(1)(s′)t = 0,

assim, s1∣U∩W = s2∣U∩W = 0. Agora, observemos que X = U ∪W . De fato, seja t ∈ X e

suponhamos que t ∉ U , então t ∉ Supp(ξ1), isto é, t ∈W . Como F é um feixe, existe uma

seção global s de F tal que s∣U = s1 e s∣W = s2. Uma vez que V ⊂X KU2 ⊂X KSupp(ξ2),
temos que (ξ2)t = 0 e dáı segue que (ξ1)t = 1OX,t para todo t ∈ V . Assim, para todo

t ∈ V ,

(s∣V )t = (ξ1)t(1)(s′)t = (s′)t.

Consequentemente, s∣V = s′∣V . Para finalizar a demonstração, seja λ ∈ Fx. Então existe

uma vizinhança aberta U de x, e s′ ∈ F(U) tal que s′x = λ. Pela primeira parte, existe

s ∈ Γ(X,F), e uma vizinhança V de x tal que s∣V = s′∣V . Portanto,

(s′∣V ) = (s∣V ) = (s′)x = λ.

Dáı, ρx é sobrejetiva.

Segue da proposição 2.1 que para um espaço anelado (X,OX) satisfazendo as

condições da proposição 2.2, o funtor das seções globais Γ(X, ●) ∶ OX -ModÐ→ A -Mod

é completamente fiel.

Observação 2.1. Seja (X,OX) um espaço anelado e seja A denotando do anel das

seções globais Γ(X,OX). Se C é uma subcategoria da categoria OX -Mod, defina

A -ModC como a subcategoria plena da categoria A -Mod consistindo dos A-módulos

M tal que M ≅ Γ(X,F) para todo F em C. Seja C uma subcategoria de OX -Mod

como na proposição 2.1, então o funtor

Γ(X, ●) ∶ C Ð→ A -ModC
1Um espaço topológico X é um espaço normal se, dados quaisquer dois conjuntos fechados e

disjuntos E e F , existem vizinhanças U de E e V de F que são também disjuntas. Em outras
palavras, podemos dizer que E e F podem ser separados por vizinhanças.
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é uma equivalência de categorias. De fato, pela proposição 2.1, o funtor Γ(X, ●) é com-

pletamente fiel e pela definição de A -ModC, é essencialmente sobrejetivo. Portanto, o

funtor Γ(X, ●) é uma equivalência de categorias.

Proposição 2.3. Sejam (X,OX) um espaço anelado, A denotando o anel Γ(X,OX)
e C uma subcategoria abeliana plena da categoria OX -Mod tal que OX pertence a C.

Suponha que todo feixe em C é gerado por seções globais. Então, o homomorfismo

canônico S(Γ(X,F)) Ð→ F é um isomorfismo para todo feixe F em C.

Demonstração. Considere M = Γ(X,F). Seja θ′ ∶ P(M) Ð→ F o morfismo de pré-

feixes tal que para todo conjunto aberto U de X tem-se

θ′U ∶ M⊗A OX(U) Ð→ F(U)

(m⊗A f) z→ f ⋅m∣U

onde m ∈ M e f ∈ OX(U). Agora, considere θ ∶ S(M) Ð→ F o morfismo de feixes

associado a θ′. Assim, podemos enxergar o morfismo θ nos talos de modo que θx ∶
M⊗A OX,x Ð→ Fx é dado por

θx (
n

∑
i=1

si ⊗A ai) =
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x

para x ∈ X, ai ∈ OX,x, e si ∈ M, com i = 1, ..., n. Observe que pelo fato de θ ser um

morfismo de feixes, para provar que θ é um isomorfismo, basta provar que é isomorfismo

nos talos, ou seja, que θx é um isomorfismo para todo x ∈ X. Como F é gerado por

seções globais, qualquer germe t ∈ Fx pode ser escrito como

t =
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x, para algum ai ∈ OX,x e si ∈ M, com i = 1, ..., n.

Agora, com o intuito de provar que ux é sobrejetivo, defina

ε =
n

∑
i=1

si ⊗A ai ∈ M⊗A OX,x.

Então,

θx(ε) = θx(
n

∑
i=1

si ⊗A ai) =
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x = t.

Assim, fica provado a sobrejetividade de θx. Agora, resta verificar que θx é injetiva.

De fato, considere

w =
n

∑
i=1

si ⊗A ai ∈ M⊗A OX,x, para si ∈M , e ai ∈ OX,x, com i = 1, ..., n.

Suponha que

θx(w) =
n

∑
i=1

ai ⋅ (si)x = 0.
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Agora, para mostrar a injetividade de θx é suficiente provar que w = 0. Neste sentido,

considere o morfismo

µ ∶ OnX Ð→ F

de OX-módulos definido pela famı́lia (si)ni=1. Então, tomando o feixe K = Kerµ ∈
Ob(C) gerado por seções globais, por hipótese, e (ai, ..., an) ∈ Kx. Assim, existem

k = (k1, ..., kp) ∈ Γ(X,K) ⊆ OnX(X) = An, e b = (b1, ..., bp) ∈ OX,x tais que

k =
p

∑
j=1

bj ⋅ (kj)x, para todo x ∈X.

Como cada kj ∈ An, pode-se escrever kj = (kj1, ..., kjn), com kji ∈ A, i = 1, ..., n, e

j = 1, ..., p. Dessa forma,

ai =
p

∑
j=1

bj ⋅ (kji)x para i = 1, ..., n,

com
n

∑
i=1

kjisi =
n

∑
i=1

kjiµ(ei) =
n

∑
i=1

µ(kjiei) = 0, para j = 1, ..., p.

Assim,

w =
n

∑
i=1

si ⊗A ai =
n

∑
i=1

si ⊗A
p

∑
j=1

bj ⋅ (kji)x =
n

∑
i=1

p

∑
j=1

si ⊗A bj ⋅ (kji)x

=
n

∑
i=1

(
p

∑
j=1

kjisi) ⊗A bj = 0.

Portanto, θx é injetiva. Dáı, segue o resultado.

Observação 2.2. Com a proposição acima, podemos apresentar uma nova demons-

tração para a proposição 2.1. De fato, iremos definir o morfismo inverso do morfismo

ψ, definido como em 2.1. Se σ é o inverso de θ na proposição 2.3, então para todo

x ∈X, temos

σx ∶ Fx Ð→ Γ(X,F) ⊗A OX,x (2.3)

tz→
n

∑
i=1

si ⊗A ai

onde, t = ∑n
i=1 ai ⋅ (si)x, ai ∈ OX,x, e si ∈ Γ(X,F), com i = 1, ..., n. Agora, consideremos

θG o morfismo counidade de G com respeito a adjunção λ, definida como em 1.7, isto

é,

θG = ϕ(1Γ(X,G)), onde 1Γ(X,G) ∶ Γ(X,G) Ð→ Γ(X,G).
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Então, o morfismo inverso de ψ é dado por

φ ∶ HomA(Γ(X,F),Γ(X,G)) Ð→ HomOX(F ,G) (2.4)

γ z→ uG ○ S(γ) ○ σ

Agora, verificaremos que φ define de fato um inverso de ψ. Para isso consideremos o

seguinte diagrama

P(Γ(X,F)) P(γ)
//

ιF

��

θ′

~~

P(Γ(X,F))

ιG

��

µ

  

F σ // S(Γ(X,F)) S(γ)
// S(Γ(X,G)) θG

// G

(2.5)

Note que σ ○ θ′ = ιF , pois σ é o inverso de θ, e assim θ′ = θ ○ ιF . Observe que a última

linha do diagrama acima 2.5 pode vista como

F(X) σX // S(Γ(X,F))(X) S(γ)X // S(Γ(X,G))(X) (θG)X
// G(X)

onde todo s ∈ F(X) pode ser escrito como s = θ′(s ⊗ 1). Além disso, o morfismo

µ ∶ P(Γ(X,G)) Ð→ G é dado por µ(m ⊗ s) = s ⋅m∣U , para m ∈ Γ(X,G), s ∈ OX e U é

um aberto de X. Assim para todo m′ ∈ Γ(X,F) temos

ψ ○ φ(γ)(m′) = ψ(θG ○ S(γ ○ σ))(m′)

= (θG)X ○ (S(γ))X ○ σX(m′)

= (θG)X ○ (S(γ))X ○ σX(θ′(m′ ⊗ 1))

= (θG)X ○ (S(γ))X ○ ιFX(m′ ⊗ 1)

= (θG)X ○ ιGX ○ (P(γ))X(m′ ⊗ 1)

= (θG)X ○ ιGX(γ(m′) ⊗ 1)

= γ(m′).

Provamos assim que ψ○φ = IdHomA(Γ(X,F),Γ(X,G)). Reciprocamente, seja f ∈ HomOX(F ,G),
então teremos que mostrar a igualdade φ ○ ψ(f) = f . De fato, temos que

φ ○ ψ(f) = φ(Γ(X,f)) = φ(fX) = θG ○ S(fX) ○ σ.

Dáı, como a composição θG ○ S(fX) ○ σ é um morfismo de feixes, é suficiente provamos

que a igualdade (θG)x ○ (S(fX))x ○ σx = fx para todo x ∈ X. Como F é gerado por

seções globais, para todo t ∈ Fx temos
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t =
n

∑
i=n
ai ⋅ (si)x, para ai ∈ OX,x e si ∈ Γ(X,F).

Assim, por 2.3 temos σx(t) = ∑n
i=1 si ⊗ ai. Dessa forma,

S(fX)x(σx(t)) = S(fX)x (
n

∑
i=1

si ⊗ ai) =
n

∑
i=1

fX(si) ⊗ ai. (2.6)

Olhando a igualdade acima 2.6 no pré-feixe P(fX)x, temos

P(fX)x ∶ Γ(X,F) ⊗A OX,x Ð→ Γ(X,G) ⊗A OX,x

definido por P(fX)x(s ⊗ ax) = fX(s) ⊗ ax, para s ∈ Γ(X,F), ax ∈ OX,x e todo x ∈ X.

Dessa forma, temos finalmente

(θG)x (
n

∑
i=1

fX(si) ⊗ ai) =
n

∑
i=1

ai(fX(si))x

=
n

∑
i=1

aifx((si)x)

= fx (
n

∑
i=1

ai(si)x)

= fx(t).

Portanto, φ ○ ψ = IdHomOX (F ,G). Isto mostra que φ e ψ são inversos.

2.2 O Teorema Principal

Definição 2.1. Seja (X,OX) um espaço localmente anelado. Então, uma subcatego-

ria C de OX -Mod é dita uma subcategoria admisśıvel se são satisfeitas as seguintes

condições:

A1. C é uma subcategoria abeliana plena2 de OX -Mod e HomOX(F ,G) pertence a C
para todo par de feixes F e Lfb(X) e G em C;

A2. Todo feixe em C é aćıclico e gerado por seções globais.

A3. Lfb(X) é uma subcategoria de C.

Exemplo 2.1. A subcategoria plena dos feixes quase-coerentes Qcoh é uma subcate-

goria admisśıvel. Esse fato será mostrado no caṕıtulo 3, na demonstração do teorema

3.4.

2Sejam B uma categoria e A uma subcategoria de B. Dizemos que A é uma subcategoria plena de
B se MorA(A,B) = MorB(A,B) para todos A,B ∈ Ob(A).
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De posse da definição de subcategoria admisśıvel, podemos apresentar um corolário

da proposição 2.3, vista no final da seção anterior.

Corolário 2.4 (Corolário da proposição 2.3). Sejam (X,OX) um espaço localmente

anelado e A o anel da seções globais Γ(X,OX). Suponha que OX -Mod contém uma

subcategoria admisśıvel C. Então, para todo módulo projetivo finitamente gerado P ,

tem-se o isomorfismo Γ(X,S(P )) Ð→ P .

Demonstração. Como todo módulo projetivo finitamente gerado é de apresentação fi-

nita, temos a seguinte sequência exata

Am
γ
// An // P // 0 (2.7)

para m,n ∈ N. Agora, aplicando o funtor S, temos

S(Am) S(γ) // S(An) // S(P ) // 0 .

Dáı, usando a proposição 2.3, temos a seguinte sequência exata

OmX
φ(γ)

// OnX // S(P ) // 0 . (2.8)

Note que φ é definido como em 2.4 da observação 2.2. Uma vez que C é uma sub-

categoria admisśıvel pela definição 2.1, pela condição A3 temos que Lfb(X) é uma

subcategoria de C e assim segue que OpX é um objeto de C, para todo p ∈ N. Da mesma

forma, usando a condição A1 podemos observar que S(P ) é um objeto de C. Além

disso, Γ(X, ●) é um funtor exato quando restrito à categoria dos OX-módulos aćıclicos.

Assim, podemos aplicar o funtor Γ(X, ●) a sequência 2.8, originando a sequência exata

Γ(X, ●)(OmX)
Γ(X,●)(φ(γ))

// Γ(X, ●)(OnX) // Γ(X, ●)(S(P )) // 0 ,

que pode ser reescrita como

Am
φ(γ)X

// An // Γ(X,S(P )) // 0 . (2.9)

Note que pela observação 2.2, temos φ(γ)X = γ. Portanto, comparando as sequências

exatas 2.7 e 2.9, chegamos a

Γ(X,S(P )) ≅ P ,

pois ambos módulos são conúcleo de um mesmo mapa.
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Proposição 2.5. Sejam (X,OX) um espaço anelado e A o anel das seções globais

Γ(X,OX). Suponha que OX -Mod contém uma subcategoria admisśıvel C. Se um

feixe F localmente livre de posto finito for finitamente gerado por seções globais, então

Γ(X,F) é um A-módulo projetivo finitamente gerado.

Demonstração. Por hipótese, temos que existe um morfismo sobrejetivo

α ∶ OnX Ð→ F ,

para algum n ∈ N. Consideremos a sequência exata de OX-módulos

0 // K // OnX
α // F // 0 (2.10)

onde K = Kerα. Como F é um feixe localmente livre de posto finito, por [9, Corolário

da proposição 4.2.3, p. 189], temos

Ext1
OX(F ,K) ≅ H1(X,HomOX(F ,K)).

Uma vez que C é uma subcategoria admisśıvel deHomOX(F ,K), temos queHomOX(F ,K) ∈
Ob(C). Consequentemente, HomOX(F ,K) é aćıclico. Portanto,

Ext1
OX(F ,K) = 0.

Logo, por [18, Proposição 7.24, p. 421], a sequência 2.10 cinde. Isso implica que

OnX ≅ F ⊕K. Dessa forma,

An ≅ Γ(X,OnX) ≅ Γ(X,F ⊕ G) ≅ Γ(X,F) ⊕ Γ(X,G).

Assim, Γ(X,F) é um A-módulo projetivo finitamente gerado, pois é somando direto

de um A-módulo projetivo finitamente gerado.

Observação 2.3. Sejam F e G dois OX-módulos de apresentação finita. Seja x ∈X e

suponha que os OX,x-módulos Fx e Gx são isomorfos. Então, pelo corolário 1.16 existe

uma vizinhança aberta U de x tal que os OX ∣U -módulos F∣U e G∣U são isomorfos.

Lema 2.6. Sejam (X,OX) um espaço anelado e F um OX-módulo de apresentação

finita. Considere x ∈ X e suponha que Fx é um OX,x-módulo livre. Então existe uma

vizinhança aberta U de x e n ∈ N tal que F∣U é isomorfo a OnX ∣U .

Demonstração. Como Fx é um OX,x-módulo livre finitamente gerado, temos que existe

n ∈ N tal que os OX,x-módulos OnX,x e Fx são isomorfos. Além disso, todo feixe local-

mente livre de posto finito é de apresentação finita, assim podemos concluir que OnX é

de apresentação finita. Logo, pela observação 2.3, existe uma vizinhança aberta U de

x tal que F∣U ≅ OnX ∣U .

40



2. O Teorema de Serre-Swan

Lema 2.7. Sejam (X,OX) um espaço localmente anelado e A o anel das seções globais

Γ(X,OX). Então para todo A-módulo projetivo finitamente gerado P , o feixe S(P ) é

um OX-módulo localmente livre de posto limitado.

Demonstração. O A-módulo projetivo P é finitamente gerado (por hipótese), conse-

quentemente é de apresentação finita. Portanto, temos a seguinte sequência exata de

A-módulos

Am // An // P // 0 (2.11)

para alguns m,n ∈ N. Sendo S um funtor exato à direita, e S(Ap) ≅ OpX , para todo

p ∈ N. Dáı, aplicando o funtor S a sequência 2.11 obtemos a seguinte sequência exata

de A-módulos

OmX // OnX // S(P ) // 0 .

Com isso, mostramos que S(P ) é de apresentação finita. Agora, resta apenas mostrar

que S(P ) é de posto limitado. Por hipótese, para todo x ∈ X, OX,x é um anel local e

P é um A-módulo projetivo finitamente gerado. Assim, o produto tensorial P ⊗AOX,x
é um OX,x-módulo de posto finito. O posto rankx(S(P )) do feixe S(P ) será denotado

por px, para todo x ∈X. Dessa forma, temos que

P ⊗A OX,x ≅ OpxX,x.

Agora, pelo lema 2.6, seque que S(P ) é um OX-módulo localmente livre. Como a

famı́lia de números inteiros (px)x∈X é limitada por n, temos que S(P ) é de posto

limitado.

O lema acima completa os resultados preliminares essenciais na demonstração do

Teorema de Serre-Swan. Assim, podemos finalmente enunciar e apresentar a demons-

tração deste resultado.

Teorema 2.8 (Teorema de Serre-Swan). Sejam (X,OX) um espaço localmente

anelado e A o anel das seções globais Γ(X,OX). Suponha que a categoria OX -Mod

contém uma subcategoria admisśıvel C e que todo feixe em Lfb(X) é gerado por seções

globais. Então, Γ(X,F) é um módulo projetivo finitamente gerado para todo feixe F
em Lfb(X) e

Γ(X, ●) ∶ Lfb(X) Ð→ Fgp(A)

é uma equivalência de categorias.

Demonstração. Pela proposição 2.5 tem-se que se F ∈ Ob(Lfb(X)), então Γ(X,F) ∈
Ob(Fgp(A)), consequentemente, a restrição do funtor Γ(X, ●) ∶ Lfb(X) Ð→ Fgp(A)
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está bem definida. Por outro lado, pelo lema 2.7, se P ∈ Ob(Fgp(A)) então S(P ) ∈
Ob(Lfb(X)). Pela proposição 2.3 e pelo corolário 2.4, segue que o funtor é um quase-

inverso do funtor S. Portanto, o funtor

Γ(X, ●) ∶ Lfb(X) Ð→ Fgp(A)

é uma equivalência de categorias.
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Caṕıtulo 3

Algumas aplicações

Neste caṕıtulo, discutiremos importantes exemplos de espaços localmente anelados

onde o Teorema de Serre-Swan é válido. As duas primeiras seções 3.1 e 3.2, serão

dedicadas a discutir exemplos de esquemas afins e espaços topológicos, respectivamente.

Já na última 3.3, mostraremos que os Teorema de Serre-Swan também é válido para

espaços C∞-diferenciáceis.

3.1 Teorema de Serre

O enunciado original do Teorema de Serre [19, Section 50, Corollaire to Proposition

4, p. 242], proposto em 1955, é dado por:

Teorema 3.1. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade afim V . As seguintes

propriedades são equivalentes:

(i) Γ(X,F) é um A-módulo projetivo;

(ii) F é localmente isomorfo a um feixe Op;

(iii) F é isomorfo ao feixe dos germes das seções de um espaço fibrado de base V .

Agora, precisaremos fazer algumas considerações antes de apresentar uma outra

versão do Teorema de Serre, que será um corolário do Teorema 2.8.

Seja A um anel e (X,OX) denotando o seu respectivo esquema afim (Spec(A), Ã).
É pertinente observar que para todo A-módulo M , pode-se definir um OX-módulo M̃

da seguinte maneira: considerando o conjunto

D(f) = {p ∈ Spec(A) ∣ f ∉ p}

denominado aberto principal da topologia de Spec(A), pode-se definir

FM(D(f)) =Mf , para f ∈ A.
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Se para f, g ∈ A tem-se D(f) ⊃D(g), então S′g ⊂ S′f , onde S′ é dado por

S′ = {s′ ∈ A ∣ as′ ∈ S para algum a ∈ A}

para qualquer subconjunto multiplicativo S de A.

O conjunto S′ é chamado a saturação de S e Sf = {fk ∣ k ∈ N}. Identificando S−1M

com S′−1M , pode-se definir

ϕf,g ∶ S′−1
f M Ð→ S′−1

g M

dado por ϕf,g(ms ) = m
s ∈ S′−1M , para m ∈ M e s ∈ S′f . Observa-se que FM é um feixe

na base B = {D(f) ∣ f ∈ A} de X [13, Section 2.3.1, p. 42-45].

O feixe em X associado ao A-módulo M é denotado por M̃ e é um OX-módulo.

Se σ ∶M Ð→ N é um homomorfismo de A-módulos, então para todo f ∈ A, existe um

homomorfismo de Af -módulos

σf ∶Mf Ð→ Nf ,

dado por σf(ms ) =
σ(m)
s , para m ∈M e s ∈ Sf . Assim, temos um homomorfismo induzido

de OX-módulos

σ̃ ∶ M̃ Ð→ Ñ

tal que σ̃D(f) = σ para todo f ∈ A. Isso define o seguinte funtor exato pela proposição

1.1,

●̃ ∶ A -ModÐ→ OX -Mod,

que faz uma correspondência entre M e M̃ .

Observação 3.1. Sejam (X,OX) um esquema afim, e A = Γ(X,OX). Consequen-

temente, (X,OX) ≅ (Spec(A), Ã), assim identificamos (X,OX) com (Spec(A), Ã).
Seja M um A-módulo. O funtor canônico 1.4, S ∶ A -Mod Ð→ OX -Mod é tal que

S(M)p = P(M)p, para todo p ∈X. Consequentemente,

S(M)p ≅ P(M)p =M ⊗A Ap =Mp ≅ M̃p.

Além disso, os funtores ●̃ e S são naturalmente isomorfos.

Proposição 3.2. Seja A um anel e (X,OX) o esquema afim associado. Seja M um

A-módulo. Então, M̃ é um OX-módulo de apresentação finita se, e somente se M é

um A-módulo de apresentação finita.
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Demonstração. SeM é umA-módulo de apresentação finita, então M̃ é de apresentação

finita, pois o funtor ●̃ é um funtor exato. Reciprocamente, suponhamos que M̃ é umOX-

módulo de apresentação finita. Como os subconjuntos abertos principais {D(f)}f∈A
formam uma base para a topologia do espaço topológico quase-compacto X, podemos

assumir que existe uma cobertura aberta finita formada pelos abertos principais, isto

é, X = ⋃i∈ID(fi), onde M ∣D(fi) é de apresentação finita. Em outras palavras, existe

uma sequência exata de OX ∣D(fi)-módulos

(OX ∣D(fi))pi // (OX ∣D(fi))qi //M ∣D(fi) // 0

para alguns pi, qi ∈ N e todo i ∈ I. Como X ∣D(fi) = Ãfi e M̃ ∣D(fi) = M̃fi , temos a seguinte

sequência exata de Afi-módulos,

Apifi
// Aqifi

//Mfi
// 0

para alguns pi, qi ∈ N, e todo i ∈ I pois o funtor ●̃ é fielmente exato. Pela proposição

A.1, segue que M é um A-módulo de apresentação finita.

Lema 3.3. Seja A um anel e (X,OX) o esquema afim associado. Sejam F e G dois

OX-módulos quase-coerentes. Se F é de apresentação finita, então HomOX(F ,G) é

também quase-coerente. Em particular se F é um OX-módulo localmente livre, então

HomOX(F ,G) é quase-coerente.

Demonstração. Uma vez que F e G são quase-coerentes, temos que F ≅ M̃ , e G ≅ Ñ ,

para Γ(X,F) =M e Γ(X,G) = N . Pela proposição 3.2, segue que M é um A-módulo

de apresentação finita, visto que F é de apresentação finita. Dáı, pela proposição A.3

temos o isomorfismo

(HomA(M,N))∼ ≅ HomÃ(M̃, Ñ).

Observe que Ã = OX . Logo, por (HomA(M,N))∼ ser quase-coerente, implica que

HomÃ(M̃, Ñ) é também quase-coerente. Como para qualquer espaço anelado, feixes

localmente livres são de apresentação finita pela proposição 1.25, segue a segunda parte

do lema.

Agora, podemos finalmente enunciar e demonstrar o principal resultado desta seção,

uma versão alternativa do Teorema de Serre, enunciado no ı́ńıco desta seção.

Teorema 3.4 (Corolário do Teorema 2.8). Seja (X,OX) um esquema afim e A o

anel Γ(X,OX). Então, um feixe F quase-coerente é um OX-módulo localmente livre

de posto finito se, e somente se, Γ(X,F) é um A-módulo projetivo finitamente gerado.

O funtor
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Γ(X, ●) ∶ Lfb(X) Ð→ Fgp(A)

é uma equivalência de categorias com quase-inverso ●̃ ∶ Fgp(A) Ð→ Lfb(X).

Demonstração. O funtor ●̃ ∶ A -Mod Ð→ Qcoh(X) é uma equivalência de categorias,

com quase-inverso Γ(X, ●) ∶ Qcoh(X) Ð→ A -Mod [8, Chap. I, Théorème (I.4.I), p.

90]. Visto que A -Mod é uma categoria abeliana, tem-se que a subcategoria Qcoh(X)
é também abeliana. Agora, pelo lema 3.3 a categoria Qcoh(X) satisfaz a condição A1

da definição de subcategoria admisśıvel 2.1. Por [13, Theorem 2.18, p. 186], segue que

OX-módulos quase-coerentes sobre um esquema afim são aćıclicos. Logo, Qcoh(X)
também satisfaz a condição A2 da definição 2.1. Por último, considere F um feixe

quase-coerente, e M = Γ(X,F). Então, F ≅ M̃ , e claramente M̃ é gerado por seções

globais. Claramente, observa-se que Lfb(X) é uma subcategoria de Qcoh(X), conse-

quentemente Qcoh(X) satisfaz a condição A3 da definição 2.1. Portanto, Qcoh(X) é

uma subcategoria admisśıvel da categoria OX -Mod. Como X é um espaço topológico

quase-compacto, segue pelo corolário 1.13 que feixes localmente livres de posto finito

são gerados por seções globais. Portanto, o resultado segue pelo Teorema de Serre-Swan

2.8.

3.2 Teorema de Swan

A versão original do Teorema de Swan [20, Theorem 2 and p. 277], apresentada

por Swan em 1962, tem o seguinte enunciado:

Teorema 3.5. Seja X um espaço topológico compacto de Hausdorff. Então, um C(X)-
módulo1 P é isomorfo ao módulo das formas Γ(X,ξ) se, e somente P é finitamente

gerado e projetivo.

Observação 3.2. Seja (X,OX) um espaço anelado nas mesmas condições da pro-

posição 2.2. Além disso, suponha que X é de dimensão topológica finita2. Deste modo,

os feixes localmente livres de posto finito sobre X são finitamente gerados por seções

globais.

Teorema 3.6 (Corolário do Teorema 2.8). Seja (X,OX) um espaço anelado tal

que X é um espaço topológico paracompacto de dimensão topológica finita, e OX é um

feixe fino. Então, o teorema de Serre-Swan é válido para (X,OX).
1C(X) denota o anel das funções cont́ınuas de K-valores sobre X, com K um corpo.
2A dimensão topológica de um subconjunto U do espaço topológico X é o valor menor de n ∈ N

para o qual toda cobertura aberta {Un}n∈N de U admite uma subcobertura aberta {Vn}n∈N mais fina
de ordem não superior a n + 1. Se não existir valor mı́nimo de n, então se diz que o subconjunto U é
de dimensão infinita. Lembrando que uma cobertura V é dita de ordem n + 1 se algum ponto de X
está em n+ 1 elementos desta cobertura e nenhum ponto de X está em mais de n+ 1 elementos de V .
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Demonstração. A categoria OX -Mod claramente satisfaz as condições A1 e A2 da

definição 2.1. Como X é um espaço topológico paracompacto, temos que os feixes

finos são suaves pela proposição 1.3 e consequentemente são aćıclicos pelo teorema

C.3. Uma vez que OX é um feixe fino, todo OX-módulo também é fino [23, Cap. II,

Exemplo 3.4 (e), p. 53]. Dáı, OX é aćıclico. Além disso, pela proposição 2.2, F é

gerado por seções globais. Portanto, a categoria OX -Mod satisfaz a condição A2 da

definição 2.1. Logo, OX -Mod é uma subcategoria admisśıvel. Dáı, pela observação

3.2, todo feixe F em Lfb(X) é finitamente gerado por seções globais. Finalmente,

aplicando o Teorema de Serre-Swan 2.8, com C = OX -Mod, segue o resultado.

Corolário 3.7. Sejam X um espaço topológico paracompacto de dimensão finita e CX o

feixe das funções cont́ınuas de valores reais sobre X. Seja C(X) a R-álgebra Γ(X,CX).
Então o funtor

Γ(X, ●) ∶ Lfb(X) Ð→ Fgp(C(X))

é uma equivalência de categorias.

Demonstração. Pelo exemplo 1.1, temos que o feixe das funções cont́ınuas de valores

reais sobre um espaço topológico paracompacto X é um feixe fino. Dáı, pelo teorema

3.6 segue o resultado.

3.3 Espaços C∞-diferenciáveis

Seja A uma R-álgebra comutativa com identidade. Um ideal m ⊂ A é dito real se o

mapa natural π ∶ R Ð→ A/m é um isomorfismo (em particular, m é um ideal maximal

de A). Note que núcleo de qualquer morfismo de R-álgebras AÐ→ R é um ideal real de

A, assim obtemos uma bijeção natural entre o conjunto de todos os ideais reais de A e

o conjunto de todos os morfismos de R-álgebras A Ð→ R. Agora, veremos a definição

de espectro real de uma R-álgebra.

Definição 3.1. O espectro real de uma R-álgebra A é o conjunto

Specr(A) ∶= HomR−alg(A,R) = {ideais de A}.

Se x é um ponto de Specr(A), então mx denota o correspondente ideal real de A e

δx ∶ A Ð→ R denota o correspondente morfismo de R-álgebras. Se f ∈ A, o valor f(x)
de f em x é definido por

f(x) ∶= δx(f) = classe residual de f em A/mx = R,

de modo que qualquer elemento f ∈ A define uma função de valores reais em Specr(A).
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Se M é uma variedade diferenciável, então o conjunto

C∞(M) = {f ∶M Ð→ R ∣ f é uma função C∞}

é uma álgebra de Fréchet por [6, Cap. II, p. 28]. Um ideal a é dito um ideal fechado se

é fechado com respeito a topologia de Fréchet da convergência uniforme em conjuntos

compactos de funções e suas derivadas, definida em [6, Cap. II, p.27].

Definição 3.2. Dizemos que uma R-álgebra é uma álgebra diferenciável se é algebri-

camente isomorfa ao quociente

A ≅ C∞(Rn)/a

para algum n ∈ N e algum ideal fechado a de C∞(Rn). Uma mapa A Ð→ B entre

álgebras diferenciáveis é dito um morfismo de álgebras diferenciáveis e esse é um mor-

fismo de R-álgebras.

Observação 3.3. Para qualquer álgebra quociente A = C∞(R)/a, temos um homeo-

morfismo entre Specr(A) e

(a)0 ∶= {x ∈ Rn ∣ f(x) = 0, para todo f ∈ a}.

A demonstração desse fato pode ser encontrada em [6, Proposição 2.13, p. 30].

Como consequência da observação anterior 3.3, temos que Specr(A) é fechado, pois

é homeomorfo a um conjunto fechado. Em particular, é paracompacto, uma vez que é

subconjunto fechado de Rn, que é paracompacto. Sejam A uma álgebra diferenciável

e U ⊂ Specr(A) um aberto, então defina

SU = {s ∈ A ∣ s(x) ≠ 0, para todo x ∈ U}.

Note que para x ∈ Specr(A) = HomR−alg(A,R), então s(x) é definido como s(x) = x(s).
Então, SU é um subconjunto multiplicativo de A. De fato,

• 1 ∈ SU , pois x(1) = 1 ≠ 0, ∀x ∈ U e 1(x) = 1 ≠ 0, ∀x ∈ U ;

• Se s, s′ ∈ SU , então s(x) ≠ 0 e s′(x) ≠ 0 ∀x ∈ U . Dáı, (ss′)(x) = x(ss′) =
s(x)s′(x) ≠ 0 ∀x ∈ U .

Defina agora o pré-feixe F por

F(U) = S−1
U A.

O feixe associado (feixificação) ao pré-feixe F é chamado o feixe estrutural no Specr(A).
Assim definimos um espaço localmente anelado (Specr(A), Ã) sobre R. Se N é um A-

módulo e U ⊂ Specr(A) é um aberto, então
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H(U) = S−1
U N = N ⊗A S−1

U A

é um pré-feixe. Denotaremos por Ñ o feixe associado ao pré-feixe H(U). Assim,

podemos definir um funtor

●̃ ∶ A -ModÐ→ Ã -Mod.

Note que o funtor S definido na seção 1.2 do caṕıtulo 1 é isomorfo ao funtor ●̃.

Definição 3.3. O espectro real de uma álgebra diferenciável é definido como um espaço

localmente anelado sobre R, denotado por (Specr(A), Ã).

Definição 3.4. Um espaço anelado (X,OX) sobre R é chamado um espaço dife-

renciável afim de tipo finito se é isomorfo ao espectro real de alguma álgebra dife-

renciável. Um espaço localmente anelado sobre R é dito um espaço diferenciável local-

mente de tipo finito se para qualquer ponto x ∈ X tem uma vizinhança aberta U em

X tal que (U,OX ∣U) espaço diferenciável afim.

Teorema 3.8 (Corolário do Teorema 2.8). Sejam A uma álgebra diferenciável e

(X,OX) denotando o espectro real (Specr(A), Ã). Então, o funtor

Γ(X, ●) ∶ OX -ModÐ→ A -ModOX -Mod

é uma equivalência categórica. Além disso, o Teorema de Serre-Swan é válido para

(X,OX).

Demonstração. O espaço topológico X é homeomorfo a um subconjunto fechado de Rn

para algum n finito, pela observação 3.3. Portanto, X é um espaço topológico paracom-

pacto de dimensão topológica limitada. Por [6, Theorem of existence of partitions of

unity, p. 52], temos que o feixe OX admite uma partição da unidade, consequentemente

é fino. Logo, pela observação 2.1 e o teorema 3.2, segue o resultado.
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Apêndice A

Alguns resultados de módulos

Definição A.1. Um A-módulo M é dito de apresentação finita se conúcleo de um

homomorfismo A-módulos Am Ð→ An para alguns m,n ∈ N ou, equivalentemente, se

existe uma sequência exata de A-módulos da forma

Am // An //M // 0

com m,n ∈ N.

Apresentaremos agora alguns resultados importantes sobre módulos de apresentação

finita.

Proposição A.1. Seja (fi)i∈I uma famı́lia de elementos de um anel A gerando o ideal

A de A. Para que um A-módulo M seja de apresentação finita, é necessário e suficiente

que, para todo ı́ndice i, o Afi-módulo Mfi seja de apresentação finita.

Demonstração. Ver [1, Cap. II, §5.1, Corolário da Proposição 3, p. 109].

Proposição A.2. Seja S um subconjunto multiplicativo de A e sejam M e N A-

módulos. Se M é de apresentação finita, então o homomorfismo natural de S−1A-

módulos

ϕ ∶ S−1(HomA(M,N)) Ð→ HomS−1A(S−1M,S−1N)

dado por ϕ((u
s
))(m

t
) = u(m)

st
, onde m ∈ M , s, t ∈ S e u ∈ HomA(M,N), é isomor-

fismo.

Demonstração. Ver [5, Cap. II, Proposição 2.10, p. 69].

Proposição A.3. Se M e N são A-módulos, existe um morfismo canônico de OX-

módulos
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υ ∶ (HomA(M,N))∼ Ð→HomÃ(M̃, Ñ).

Se M é de apresentação finita, então υ é um isomorfismo.

Demonstração. Ver [8, Cap. I, (ii) do corolário (I.3.12), p. 88].
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Apêndice B

Categorias Abelianas

A proposta desde apêndice é explicitar algumas das propriedades de categorias

abelianas que foram usadas ao longo do texto. Por exemplo, foi assumido muitas

vezes durante o trabalho a existência de objetos como núcleos e conúcleos, mais isso só

se fez posśıvel pois as categorias abordadas durante essa dissertação, são na verdade

abelianas.

Definição B.1. Uma categoriaA é dita uma categoria abeliana, se os seguintes axiomas

de (Ab.1) a (Ab.6) são satisfeitos.

(Ab.1) Para cada par de objetos X,Y de A, HomA(X,Y ) é um grupo Abeliano. Mais

ainda, para objetos X,Y,Z de A a aplicação

HomA(X,Y ) ×HomA(Y,Z) Ð→ HomA(X,Z)

(f, g) z→ g ○ f

é Z-bilinear. Isto é,

Z ′ h // X
f1
//

f2
// Y

g
// Z

tal que

g ○ (f1 + f2) = g ○ f1 + g ○ f2 em HomA(X,Z) e (f1 + f2) ○ h = f1 ○ h + f2 ○ h em

HomA(Z ′, Y ).

(Ab.2) Existe um objeto 0 em A. Então, HomA(0,0) é um grupo abeliano trivial.

(Ab.3) Para qualquer que sejam os objetos X e Y em A, a soma direta (coproduto)

X ⊕ Y existe em A. Isto é, X ⊕ Y é um objeto em A que é representado pelo

seguinte funtor covariante de A para Ab, onde Ab denota a categoria dos grupos

abelianos:

HomA(X, ●) ×HomA(Y, ●) ∶ A // Ab .
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Nomeadamente, para um objeto Z em A, existe um isomorfismo

X̃ ⊕ Y Z ∶= HomA(X ⊕ Y,Z) ≅Ð→ HomA(X,Z) ×HomA(Y,Z).

(Ab.4) Para um morfismo f ∶X Ð→ Y em A, o objeto Ker(f) existe em A. Logo abaixo

será dada a definição de núcleo de f (Ker(f)).

O núcleo Ker(f) de um morfismo f ∶ X Ð→ Y é um objeto que representa o

seguinte funtor contravariante:

Ker(HomA(●,X) // HomA(●, Y )) ∶ A // Ab

Nomeadamente,

K̃er(f)Z ∶= HomA(Z,Ker(f)) ≅Ð→ Ker(HomA(Z,X) Ð→ HomA(Z,Y )). (B.1)

(Ab.5) Para um morfismo f ∶X Ð→ Y , o objeto conúcleo Coker(f) existe em A. Consi-

dere o funtor

Ker(HomA(Y, ●) // HomA(X, ●)) ∶ A // Ab (B.2)

Então, o funtor B.2 é representado pelo objeto Coker(f) ∶

̃Coker(f)Z ∶= HomA(Coker(f), Z) ≅Ð→ Ker(HomA(Y,Z) Ð→ HomA(X,Z)).
(B.3)

Antes de apresentar o último axioma Ab.6, é importante observar alguns detalhes.

Primeiro, observe que i ∶ Ker(f) Ð→ X é um monomorfismo. De fato, se φ,ψ ∶
K Ð→ Ker(f) satisfazendo i○φ = i○ψ, então a composição com f ∶X Ð→ Y resulta

que f ○ i ○φ = f ○ i ○ψ = 0. Por B.1, existe um único ι ∶K Ð→ Ker(f) satisfazendo

i ○ ι = i ○ φ = i ○ ψ ∶ K Ð→ X, concluindo que ι = φ = ψ. Consequentemente,

i ∶ Ker(f) Ð→ X é um monomorfismo. Por Ab.5 o conúcleo Coker(i) existe

em A. Defina a coimagem de f ∶ X Ð→ Y como o conúcleo do morfismo i ∶
Ker(f) Ð→ X, isto é, Coim(f) ∶= Coker(i). Agora, considere Z = Coker(f)
em B.3. Então, 1Coker(f) ∈ HomA(Coker(f),Coker(f) determina um elemento

π ∈ HomA(Y,Coker(f)) satisfazendo π ○ f = 0. Agora, defina Im(f) ∶= Ker(pi).
Por B.1 existe um único morfismo g ∶ X Ð→ Ker(π) = Im(f) fazendo o seguinte
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diagrama comutar:

Ker(f) i // X
f

//

π′

��

g

&&

Y
π // Coker(f)

Coker(i) h // Ker(π)

i′

OO

Coim(f) Im(f)

(B.4)

Além disso, pela unicidade de Coker(i), a igualdade g○i = 0 implica que existe um

único h ∶ Coker(i) Ð→ Ker(pi) = Im(f) fazendo o diagrama acima B.4 comutar.

Note que h é unicamente determinada. Pois, se existe outro h′ ∶ Coim(f) Ð→
Im(f), a igualdade i′ ○ h ○ π′ = i′ ○ h′ ○ π′ = f implica que h ○ π′ = h′ ○ π′, uma vez

que i′ é um monomorfismo. Então, como π′ é um epimorfismo, segue que h = h′.
Denote Coim(f) ∶= Coker(i).

(Ab.6) O morfismo h ∶ Coim(f) Ð→ Im(f) é um isomorfismo.
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Apêndice C

Resultados Básicos

Com o objetivo de tornar a leitura mais agradável, esse apêndice foi desenvolvido

com algumas definições e resultados básicos que são amplamente usados ao longo do

trabalho.

Definição C.1. Sejam A e B duas categorias. Se F ∶ A Ð→ B e G ∶ B Ð→ A são

funtores, então dizemos que F é um adjunto à esquerda para G (equivalentemente: G

é um adjunto à direita para F ) se existe um isomorfismo natural

ϕ ∶ HomA(●,G(●)) Ð→ HomB(F (●), ●).

Em outras palavras, para todo par de objetos A de A e B de B existe um isomorfismo

ϕA,B ∶ HomA(A,G(B)) Ð→ HomB(F (A),B),

tal que para todo morfismo de objetos A′ fÐ→ A em A e B
gÐ→ B′ em B, o diagrama

HomA(A,G(B))
ϕA,B

//

Hom(f,G(g))
��

HomB(F (A),B)
Hom(F (f),g)
��

HomA(A′,G(B′)) ϕA′,B′
// HomB(F (A′),B′)

é comutativo.

Definição C.2. Seja F ∶ A Ð→ B um funtor. O funtor F induz o mapa

ϕ ∶ HomA(A1,A2) Ð→ HomB(F (A1), F (A2))

Para cada par de objetos A1 e A2 de A, o funtor F é chamado

(i) Fiel se ϕ é injetivo;

(ii) Completo se ϕ é sobrejetivo;
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(iii) Completamente fiel se ϕ é bijetivo;

(iv) Essencialmente sobrejetivo se para qualquer B ∈ Ob(B) existe um objeto A ∈
Ob(A) tal que F (A) é isomorfo a B em B.

Definição C.3. Uma equivalência de categorias F ∶ A Ð→ B é um funtor tal que existe

um funtor G ∶ B Ð→ A de modo que as composições F ○ G e G ○ F são isomorfas

aos funtores identidades IdB e IdA, respectivamente. Neste caso, dizemos que G é

quase-inverso para F .

Lema C.1. Um funtor F ∶ A Ð→ B é uma equivalência de categorias se, e somente se

F é completamente fiel e essencialmente sobrejetivo.

Demonstração. Ver [11, Proposição 1.3.13, p. 22].

Definição C.4. Seja X um espaço topológico. Um pré-feixe de grupos abelianos

consiste dos seguintes dados:

P1. Para cada aberto U ⊆X, um grupo abeliano F(U);

P2. Para cada inclusão V ⊆ U , um morfismo de grupos abelianos ρV U ∶ F(U) Ð→
F(V ) chamado morfismo de restrição. Esses morfismos de restrições estão sujei-

tos as seguintes condições:

(a) Para todo aberto U ⊆X, ρUU = IdU ;

(b) Para cada tripla W ⊆ V ⊆ U de abertos de X o seguinte diagrama

F(U)

ρWU
$$

ρV U // F(V )

ρWV
zz

F(W )

é comutativo. Um elemento ρV U(s) ∈ F(V ) é denotado por s∣V .

Definição C.5. Um pré-feixe F sobre um espaço topológico X é um feixe se satisfaz

as seguintes condições:

F1. Se U é um subconjunto aberto de X, {Ui}i∈I é uma cobertura aberta de U , isto

é, cada Ui é um aberto e s ∈ F(U) é um elemento tal que s∣Ui = 0, para todo i ∈ I,

então s = 0;

F2. Se U é um subconjunto aberto de X, e {Ui}i∈I é uma cobertura aberta de U ,

cada Ui é um aberto e tem-se si ∈ F(Ui) para cada i ∈ I, com a propriedade de

que para cada i, j ∈ I, si∣Ui∩Uj = sj ∣Ui∩Uj , então existe um elemento s ∈ F(U) tal

que s∣Ui = si para cada i ∈ I.
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Definição C.6. Seja X um espaço topológico e OX um feixe de anéis comutativos

sobre X. Um par (X,OX) é chamado de espaço anelado. Por outro lado, dizem-se que

o espaço anelado (X,OX) é localmente anelado se o talo OX,x é um anel local para

todo x em X, isto é, OX,x possui um único ideal maximal.

Definição C.7. Um morfismo de espaços anelados de (X,OX) para (Y,OY ) é um

par consistindo de uma mapa cont́ınuo f ∶ X Ð→ Y e f̃ ∶ OY Ð→ f∗OX um morfismo

de feixes de anéis sobre Y , onde f∗OX(V ) ∶= OX(f−1(V )) para cada aberto V de Y

e restrições f∗ρUV ∶= ρf
−1(U)
f−1(V ) para cada inclusão ι ∶ U Ð→ V de abertos de Y . Assim,

dizemos que (f, f̃) ∶ (X,OX) Ð→ (Y,OY ) é um morfimo de espaços anelados.

Definição C.8. Seja f ∶ X Ð→ Y um mapa cont́ınuo. Seja F um OX-módulo e G um

OY -módulo. Um f -mapa γ ∶ G Ð→ F é uma coleção de mapas γV ∶ G(V ) Ð→ F(f−1(V ))
indexado por subconjuntos V ⊂ Y tal que o diagrama

G(V )
ρUV
��

γV // F(f−1(V ))
ρ
f−1(U)
f−1(V )
��

G(U) γU
// F(f−1(U))

é comutativo para todo U ⊂ V ⊂ Y aberto.

Definição C.9 (Esquema afim). Um esquema afim é um espaço localmente anelado

que é isomorfo (como um espaço localmente anelado) ao espectro de algum anel.

Definição C.10. Um esquema é um espaço localmente anelado (X,OX) tal que

seu espaço topológico subjacente admite uma cobertura aberta X = ⋃i∈I Ui tal que

(Ui,OX ∣Ui) é um esquema afim para cada i ∈ I.

Definição C.11. Seja OX um feixe de anéis. Um OX-módulo F sobre X é dito injetivo

(com respeito a OX) se, para qualquer subfeixe H de um feixe G sobre X e qualquer

homomorfismo de OX-módulos h ∶ H Ð→ F existe uma extensão g ∶ G Ð→ F de h. Isto

é, F é injetivo se o funtor contravariante

HomOX(●,F)

é exato à direita.

Definição C.12. Uma categoria A possui injetivos suficientes se, para todo A ∈ Ob(A)
existe um OX-módulo F e um monomorfismo ι ∶ AÐ→ F .

Teorema C.2. A categoria OX -Mod possui injetivos suficientes.
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Demonstração. Ver [3, Cap. II, seção 3].

Definição C.13. Seja C uma categoria abeliana com injetivos suficientes. Seja F ∈
Ob(C). Uma resolução injetiva de F é um complexo

0 // F0 // F1 // F2 // ...

junto com o mapa F Ð→ F0 tal que

0 // F // F0 // F1 // F2 // ...

é exato.

Definição C.14. O i-ésimo grupo de cohomologia de X com coeficientes em um OX-

módulo F , denotado por H i(X,F), é o i-ésimo grupo de cohomologia do complexo

0 // Γ(X,F0) d0 // Γ(X,F1) d1 // Γ(X,F2) d2 // ...

isto é,

H i(X,F) = Ker(di ∶ Γ(X,F i) Ð→ Γ(X,F i+1))
Im(di−1 ∶ Γ(X,F i−1) Ð→ Γ(X,F i)) .

Quando H i(X,F) = 0, para todo i > 0, F é chamado um feixe aćıclico.

Teorema C.3. Seja X um espaço topológico paracompacto. Então para qualquer feixe

F sobre X, temos

(i) H0(X,F) = Γ(X,F);

(ii) Se F é suave, então Hp(X,F) = 0, para p > 0.

Isto é, todo feixe suave sobre um espaço topológico paracompacto é aćıclico.

Demonstração. Ver [23, Teorema 3.11, p. 56].

58



Referências Bibliográficas
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