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Resumo

No presente trabalho estudaremos uma generalizacao dos teoremas classicos de Serre
e de Swan. Determinaremos a classe dos espagos anelados (X,Ox), de modo que a
categoria dos feixes localmente livres de posto limitado sobre um espacgo topolégico X

seja equivalente a categoria dos I'(X, Ox )-médulos projetivos finitamente gerados.

Palavras-chave: Teorema de Serre-Swan, Espacos anelados, Modulos projetivos.



Abstract

In the present work we will study a generalization of the classical theorems of Serre
and Swan. We will determine the class of ringed spaces (X, Oy), so that the category
of locally free sheaves of bounded rank over a topological space X is equivalent to the

category of I'(X, Oy )-modules finitely generated projective.

Keywords: Serre-Swan Theorem, Ringed spaces, Projectives modules.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

X denota um espaco Topolégico;

Ox denota um feixe de anéis no espago topologico X;

(X,Ox) denota um espago anelado ou localmente anelado;

Id denota o morfismo identidade;

F, G, H, M, I denotam feixes, e F,, G,, H., M., I, seus respectivos talos;
Homeo, (F,G) denota o feixe dos morfismos entre F e G;

Supp(F) denota o suporte do feixe F;

Supp(&) denota o suporte do morfismo de feixes £ : F — G;

rank(F) denota o posto do feixe F e rank,(F) denota o posto do talo F,, para
todo z € X;

Ox -Mod denota a categoria dos Ox-mddulos;
A-Mod denota a categoria dos A-modulos, para qualquer anel A;

Lfb(X) denota a subcategoria plena da categoria Ox-Mod, consistindo dos

Ox-moédulos localmente livres de posto limitado;

Fgp(A) denota a subcategoria plena da categoria A-Mod, consistindo dos A-

moédulos projetivos finitamente gerados;

Coh(X) denota a subcategoria plena da categoria Oy -Mod, consistindo dos

O x-mébdulos coerentes;

Qcoh(X) denota a subcategoria plena da categoria Ox-Mod, consistindo dos

Ox-moédulos quase-coerentes.

X1



Introducao

Neste trabalho, com base no artigo [15], estudamos o cldssico Teorema de Serre-
Swan. Em 1955, Jean-Pierre Serre formulou a primeira versao do Teorema de Serre [19,
Section 50, Corollaire to Proposition 4, p. 242], que na versao estudada neste trabalho
garante, para um esquema afim (X,Oy), a existéncia de uma equivaléncia categorica
entre a categoria dos Ox-médulos de posto finito e a categoria dos I'(X, Ox )-mddulos
projetivos finitamente gerados. Posteriormente, em 1962 Richard G. Swan apresentou
uma nova versao para esse teorema, que foi chamado o Teorema de Swan [20, Theorem
2 and p. 277], que na versao estudada neste trabalho, garante a existéncia da mesma
equivaléncia categérica observada por Serre, mas com X sendo um espago topolégico
paracompacto com cobertura de dimensao finita e Ox o feixe das fungoes continuas de
valores reais em X.

O objetivo deste trabalho é generalizar esse resultado para a classe dos espagos
localmente anelados, que é uma classe maior. Nesse intuito, o trabalho foi dividido
em trés partes além do apéndice, que foi colocado com a finalidade de deixar a leitura
mais agradavel, apresentando alguns resultados que nao foram provados no decorrer
do trabalho.

O primeiro capitulo foi dedicado a abordagem de um pouco da teoria de feixes,
voltada principalmente para os resultados que serao usados ao longo da dissertacao.
Esse capitulo sera divido em oito secoes. Nas duas primeiras, serao definidos fei-
xes de médulos, e o funtor das segoes globais I'(X,e) junto como o seu adjunto a
esquerda, o funtor §. Nas segoes seguintes serao discutidos feixes finos, feixe de mor-
fismos Homo, (F,G), feixes de tipo finito, feixes quase-coerentes e apresentagao finita,
feixes coerentes e feixes localmente livres.

No segundo capitulo, serd apresentada a demonstracao do teorema de Serre-Swan.
Essa demonstracao foi dividida em varios resultados. Por exemplo, sera mostrado que
se (X,0x) é um espaco anelado e C é uma subcategoria abeliana plena da categoria
Ox -Mod tal que Ox pertence C, e todos os feixes em C sao finitamente gerados por
segoes globais, entao, existe um isomorfismo entre S(I'(X,F)) e F, para todo feixe

F em C. A partir desse resultado, pode-se extrair um corolario, onde serd assumido



que Ox -Mod contém uma subcategoria admissivel C. E assim, sera provado que todo
modulo projetivo P finitamente gerado é isomorfo a I'( X, S(P)). Esses dois resultados
constituirao um papel bem relevante na conclusao da demosntracao do teorema.

O terceiro capitulo foi destinado a algumas aplicagoes do Teorema de Serre-Swan.
Naturalmente, serd observado que tanto o Teorema de Serre quanto o de Swan serao
corolarios do teorema anterior. Além disso, ainda serda mostrado que o Teorema de

Serre-Swan também é valido para espacos C*-diferenciaveis.



Capitulo 1
Um pouco da teoria dos feixes

Neste capitulo sera estudada a teoria de feixes, abordando algumas propriedades
e definicoes. A parte inicial, serda dedicada a definir os feixes de médulos em espagos
anelados e os funtores I'(X,e) e S. O restante do capitulo é destinado ao estudo de

algumas classes de feixes primordiais no desenvolvimento dos capitulos seguintes.

1.1 Feixes de Moddulos

Definigao 1.1. Seja (X,Ox) um espago anelado. Um feize de Ox-mddulos (ou sim-
plesmente, um Ox-mdédulo) é um feixe F em X tal que para cada conjunto aberto
U c X, dois morfismos u : F x F — F e v: Ox x F de feixes sobre X, definidos por
u(s,s') = s+s" ewv(a,s) = as, definem uma estrutura de Ox (U)-médulo em F(U).
Além disso, se V' é um subconjunto de U, entao (as)|y = alys|y para todo a € Ox(U)
e s € F(U). Denotaremos a categoria dos Ox-médulos por Ox -Mod e para qualquer

anel A, A-Mod denotara a categoria dos A-modulos.

Se F é um Ox-mddulo, entao, para cada x € X, podemos definir uma estrutura de

Ox ,-médulo da seguinte forma:
(U,s)(V,s") =(UnV, sluavsluav)-

Um morfismo de Ox-modulos é um morfismo de feixes ¢ : F — G entre Ox-
modulos, onde para cada aberto U € X, o morfismo ¢(U) : F(U) — G(U) é um

homomorfismo de Ox (U )-médulos, isto é,

P(U)(s+5") = o(U)(s) + o(U)(s) e p(U)(as) = ap(U)(s)

para cada s € F(U), s'€eG(U) e ae Ox(U).



1. Um pouco da teoria dos feixes

Observacao 1.1. Para cada z € X, o morfismo ¢ : F — G de Ox-modulos induz um
homomorfismo de Oy ,-médulos ¢, : F, —> G, definido por ¢, ((U, s)) = (U, ¢(U)(s)).
De fato,

0:((V,s)(U,8')) = 0.({V n U, slvavs'lvav))
=(VnUo(VnU)(slvaus|vau))
=(VnU,slyavd(VnU)($|lvar))
= (V. s{U,¢(U)(s"))
= (V.s)¢.({U, s")).

0:({V,8) +(U,5")) = 6. ((V 0 U, slvrv + 8'lvew))
=(VnU,o(VnU)(slyvau + S'lvar))
=(VnU,o(VnU)(slvar) +o(V nU) (8 lvav))
=(V.o(V nU)(slvew)) + (U, o(V nU)(s'lvew))
=(V,o(V)(s)) +{U,0(U)(s"))
= 0. ((V,5)) + 0.({U,s"))

Se F e G sao dois Ox-médulos, denotaremos por Home, (F,G), o conjunto de
todos os morfismos de F para G. Dessa forma, para cada subconjunto aberto U ¢ X,
podemos definir uma estrutura de Ox (X )-médulo dada por p+v = (¢(U) +¢(U))yex
e ap = (alpp(U))vex, com a € Ox(X) e (p, ¢¥) € (Home, (F,G) x Home, (F,G)).
Com isso, obtemos que a categoria Ox -Mod é Ox (X)-linearf]

Observagao 1.2. A categoria dos feixes de médulos sobre um espago anelado é uma ca-
tegoria abeliana. Com isso, podemos aplicar resultados classicos da algebra homologica
de grupos abelianos como o Lema dos Cinco, o Lema da Serpente, a Sequéncia Longa

de Homologia, Teorema Fundamental do Isomorfismo, entre outros.

1.2 O funtor das secoes globais e seu adjunto

O anel das se¢oes globais de Oy, serd denotado por I'(X,Oyx) e usaremos A para
denotar esse anel. Desse modo, podemos definir um funtor I'(X, e) que a cada objeto

da categoria Ox -Mod corresponde a um objeto na categoria A-Mod, isto é,

1Seja R um anel. Uma categoria R-linear A é uma categoria onde cada conjunto de morfismos tem
a estrutura de um R-mdédulo, e a lei de composicao é R-bilinear, isto é, a composigao é Z-bilinear e

po(ry)=r(potp) e (rp)ov=r(poy), parareRe ¢, e A

4



1. Um pouco da teoria dos feixes

['(X,e): Ox-Mod — A-Mod

definido por, I'( X, )(F) =I'(X,F) e para ¢ € Home, (F,G), temos ['( X, ¢)(¢) = px :
I'(X,F) —I'(X,G). Este funtor serd chamado o funtor das se¢ées globais.

Proposicao 1.1. Sejam U um subconjunto aberto de X e I'(X,e) o funtor das secies

globais. Se a sequéncia de Ox-maodulos

0—F —F——F"——0, (1.1)
¢ exata, entao a sequéncia de Ox(U)-mddulos
0—— (U, F') 25 T(U, F) 2 T(U, Fr) (1.2)

¢ exata a esquerda, isto €, o funtor I'(U,e) € exato a esquerda.

Demonstra¢ao. Como ¢ é injetiva, o morfismo induzido ¢(U) também é injetivo para
todo subconjunto aberto U de X, assim para mostrar que a sequéncia |1.2| é exata,
precisamos mostrar que Ker(¢(U)) = Im(¢(U)). Seja s € F'(U). Consideremos a

sequéncia induzida nos talos

P

0—— FL " Fp — FI. (1.3)
que é uma sequencia exata de grupos abelianos para todo x € X, pois a sequéncia|l.1|é
exata. Assim, 1, (p.(s;)) =0 para todo x € U. Consequentemente, 1¥(¢(s)), = 0 para
todo z € U. Por definigao existe um subconjunto aberto V' de U tal que o par (V, s|y)
representa o elemento s, € F7., o par (V,¢(s)|y) representa ¢(s), € F. e (V,¥(p(s))|v)
representa 1 (¢(s)), € F;. Além disso, temos que ¥ (¢(p'v7(5))) = Y(pvu(e(s)) =
pv.(0((s))), por definicio de morfismo de feixes, onde p’,p e p” sdao os mapas de
restricoes de F', F e F", respectivamente. Para todo x € U existe uma vizinhanca
aberta V' de x tal que ¥ (p(s))ly = 0, assim pela condigao de unicidade em feixes,
P(p(s)) =0, isto é, Im(p(U)) < Ker(¢(U)). Reciprocamente, seja t € Ker(¢)). Para
todo = € U, existe s, € F. tal que ¢.(s,) = t,, pois a sequécia é exata. Assim,
existe uma cobertura aberta {V;},; de U e elementos s; € F' tal que ¢(s;) = t|y;. Como
©(silv,av;) = ©(85lviav;) = tlvav, para todo 4, € I, entao pela injetividade de ¢, temos
que silvav; = 8jlviv;. Pela definicao de feixe, existe s € /(U) tal que s|y, = s; para
todo i € I. Assim, pela condigao de unicidade, segue que ¢(s) =t. Logo, Ker(y(U)) ¢
Im(p(U)). Portanto, a sequéncia|1.2|é exata a esquerda, e consequentemente o funtor

['(X,e) é exato & esquerda. O



1. Um pouco da teoria dos feixes

Definicao 1.2. Sejam F e G dois Ox-médulos. Entao, podemos construir o produto
tensorial entre esses Oy-modulos, considerando para cada aberto U ¢ X, o Ox(U)-

moédulo F(U) ®o () G(U), de modo que a associagao
U F(U)®oyw) 9(U)

define um pré-feixe cujas restricoes sao os produtos tensoriais das respectivas res-
tricoes de F e G. Entretanto, esse pré-feixe, em geral, nao é um feixe. Dessa forma,
denotaremos por F ®p, § a feixificacao deste pré-feixe. Portanto, F ®p, § ¢ um
Ox-médulo e (F ®oy G)e = Fu ®0x, G» para cada v € X. Note que essa tltima
igualdade pode ser verificada observando a existéncia de um isomorfismo canonico
entre os Ox,-médulos (F ®oy G). € Fr ®0y, G»- De fato, considere os morfismos
Y i (F®ox G)e — Fa®0x, Go €0 Fr®0x, Go — (F ®0x G), definidos por
YU, f®g)) = fo® gy € O(f2 ® g2) = (UNV, fluav ® gluay) respectivamente. E fcil ver

que 7 e # sao inversos.

Seja M um A-médulo. Defina um pré-feixe P(M) em X dado por P(M)(U) =
M®40x(U) para todo subconjunto aberto U de X com a restri¢ao py,y : P(M)(U) —
P(M)(V) dada por pyy(m ® s) =m ® s|y para qualquer subconjunto aberto V' ¢ U,
e elementos m € M e s € Ox(U). Observemos que Ox(U) é canonicamente um A-
moédulo. De fato, basta notar que se f € Ae s e Ox(U), temos que f-s = fly-s € Ox(U).
Portanto, podemos afirmar que P(M)(U) é um Ox(U)-médulo. Denotaremos por
S(M) o feixe associado a P(M). Da mesma forma, se temos um homomorfismo de

A-médulos v: M — N, definimos para todo aberto U ¢ X o morfismo de pré-feixes
(P(M)(U))U =v® ].OX My 1(9X — N ®y 1(9X.

Logo, esse morfismo de pré-feixe induz um morfismo de feixes S(v) : S(M) — S(N).

Assim, temos um funtor
§:A-Mod — Ox-Mod. (1.4)

Observagao 1.3. Seja (X, Ox) um espago anelado. Para todo Ox-médulo F, defini-

remos o homomorfismo de A-médulos

o :Homp, (Ox,F) — I'(X,F)

ur— ux(1)
Observemos que ¢ é um isomorfismo, com inverso

v:T(X,F) — Homp, (Ox, F),



1. Um pouco da teoria dos feixes

dado por v(s)y(h) =h-(s|y), para s e I'(X,F), U ¢ X aberto e h € Ox(U). De fato,
para todo u € Homp, (Ox,F) e s e I'(X, F) temos

oo7(s) =a(1(s)) = o(u) =ux(1) =1-(s]x) =,

por um lado, e por outro,

yoo(u)=v(o(uw))=v(ux (1)) =7(1-sx) =7(s) =u

Portanto, temos que o e 7 sao aplicagoes inversas entre si. Dizemos assim que o
morfismo de Ox-médulos u = v(s) : Ox — F é definido pela se¢io s de F em X.

Deste modo, temos um isomorfismo de funtores
Homp, (Ox,e) — I'(X,e).

A observacao anterior pode ser estendida para um caso mais geral. Para isso,
precisaremos de um conjunto arbitrario de indices I e consideraremos a soma direta
(’)_(XI) =@, Ox e para cada i € I, seja f; : Ox — Og) a injecao canonica do i-ésimo
somando direto Ox para Og). Assim, de modo analogo a observacao , iremos definir

para todo Ox-moédulo F, o homomorfismo de A-moédulos

U:HomoX(Og(I),]:) — (X, F) =Y T(X,F)

1el

ur— ((wo fi)x(1))ier
onde o é um isomorfismo e seu inverso
~v: (X, F)! — Home, (0, F)

é dado por Y(s)u(g) = ier gi(silur) para s = (s1)ier € T(X, )1, U € X aberto e g =
(gi)ier € OE(I)(U). Como g € Ox(U)D a soma acima ¢ uma soma finita e portanto
segue que 7y estd bem definida. Assim como na observagao [1.3] temos o isomorfismo de

funtores
Home, (O, e) — I'(X,e)’ (1.5)

Desse modo, dizemos que o morfismo de Ox-médulos u = v(s) : (’)g) —> F ¢é definido
pela familia de se¢oes s = (s;)ier de F em X.
Agora, faremos a demonstracdo de uma importante proposicao que relaciona o

funtor das segoes globais I'( X, e) com o funtor S.

Proposicao 1.2. Para cada espago anelado (X,0x), o funtor S é um adjunto a
esquerda de T'(X o).



1. Um pouco da teoria dos feixes

Demonstragao. Defina I'(X,O0x) = A. Sejam F um Ox-médulo e M um A-mddulo.
Agora, considere o homomorfismo 6 : M — I'(X, F) de A-médulos. Além disso, seja
0" : P(M) — F o morfismo de pré-feixes tal que para todo subconjunto aberto U de
X

N M®yOx(U) — F(U)

é dado por \g(m®a f)=f-0(m)|y, parame M e feOx(U). Note que o diagrama

M &, Ox(U) 22 F(U) (1.6)

ﬂv,ul lp@,U

MesO0x(V) Tf(v)

¢ comutativo para toda inclusao V ¢ U de abertos de X. De fato, seja m® f e M ®4
Ox(U) entao pyy(m® f) = m® fly € M ®4 Ox(V) por sua vez, \g(m ® f|v) =
flv-0(m)ly € F(V). Por outro lado, A\g(m® f) = f-0(m)|y € F(U) e pi,;(f-0(m)|r) =
(f-0(m)|v)lv = flv-0(m)|y € F(V). Portanto, o diagrama[1.6]é comutativo e Ag é um
morfismo de pré-feixes. Podemos assim considerar o morfismo de feixes A*(6) associado
a \g. Sejam «p : S(M) — F o morfismo de feixes associado a 6, 0 : M’ — M e
v:F — F'. Defina

A" :Homy (M, T'(X,F)) — Home, (S(M),F) (1.7)

0 — o

Agora, provaremos que A* é funtorial, isto é, se existe
At s Homy (M, T(X,F")) — Home, (S(M'),F")

entao o diagrama abaixo é comutativo para todo o e 7.

Hom(M,T(X, F)) ——— Homop, (S(M), F) (1.8)
Hom(cr,F(X,'y))l lHom(S(U),v)
HomA(Mlu F(X7 F,)) T> HOIH(')X (S(M,)7 F,)

Seja 0§ € Hom (M, T'(X,F)) entdo temos que

Hom(S(0),7) o A" (0) =y 0 A"(0) o S(0) € Homp, (S(M'), F') e (1.9)
At oHom(o, I'(X,7))(0) = A" (I'(X,vy) 00 o 0) € Homp, (S(M'), F") (1.10)

Agora, para verificar que o diagrama [1.8 é comutativo basta mostrar que os morfismos
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e coincidem no pré-feixe P(M’). Com efeito, seja U um subconjunto aberto
de X em'®se M'®Ox(U). Dessa forma,

Yo e AT (0) 0 S(a)(m' ®s) =y e AT(0) o (a(m') @ 5) =y o O (a(m') @ 5)
=0 by (o(m) ® s)
=70 (s-0(c(m’))lv)
=5 (0(c(m)lv)
=s5-(D(X,7)(0ea(m)))lv
= )\F(X,'y)oeoo(m, ®s)

=X (T'(X,y)efoo)(m' ®5s)

sempre que vy seja um morfismo de feixes. Dai temos vy o A*(0) o S(o)(m' ® s) =
M (L(X,y)ouoo)(m'®s). Portanto, o diagrama[l.8]¢ comutativo e consequentemente

~ é funtorial em F e M. Por fim, resta mostrar que A* é uma bijecao. De fato, defina
¢ :Homp, (S(M),F) — Homa(M,['(X,F)) (1.11)

dado por ¢(u)(m) = ux(m® 1) para u: S(M) — F e m € M. Mostremos que o
morfismo ¢ é inverso de A*. Seja 6 € Homa(M,T'(X,F)) e A(#) : M ®4,Ox — F o

morfismo de pré-feixes associado a A*(#). Assim, para todo aberto U de X, temos

MOy :MesOx(U) — F(U)

me fr+— f&(m)|U
Por outro lado, temos que

o(u): M —T'(X,F) (1.12)

m— p(u)(m) =tix(me1)
onde ¢(u) é a feixificacao de uy. Agora, podemos observar que
(A (0))(m) = A(0)x(me 1) =1-0(m)|x = (m).

Assim, poA* = Lyom ,(Mm,r(x,F))- Reciprocamente, tomemos 7 definido como o morfismo

de pré-feixes associado a A\*(p(u)), para u € Homp, (S(M),F). Dessa forma,
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M ®,O0x(U) — F(U)
m® f— f-(o(u)(m))ly

para todo aberto U de X, me M e f € Ox(U). Observe que pela equagao temos

fre@(m)l = f-ix(mel))ly
=f-aw((me)y)
=f-ay(me1l)
=ty (f(me1))

=ay(me f).

E assim, provamos que A\*(¢(u)) = u e consequentemente A* o ¢ = LHomo  (S(M),F)-

Portanto, A* é uma bijecao. O

1.3 Feixes finos

Nesta secao definiremos os feixes finos, que sao uma importante classe de feixes
definidos sobre espacos topoldgicos paracompactos. Esses feixes desempenham um
papel muito relevante em alguns resultados ao longo do trabalho.

Um morfismo de feixes ¢ : F — G sobre um espaco topolégico X induz em cada
ponto x € X um homomorfismo de grupos ¢, : F, — G, nos talos. O suporte do

morfismo de feixes ¢ é definido como

Supp(p) = {r € X | ¢, # 0}.

Definicao 1.3. Sejam F um feixe grupos abelianos sobre um espacgo topologico X
e {U;}is uma cobertura localmente finita sobre X. Uma parti¢cio da unidade de F

subordinada a {U; };; ¢ uma colegao {¢; : F — F} de morfismos de feixes tais que
(i) Supp(&) € Ui;

(ii) Para cada ponto z € X, asoma Y ;; &, = Idz,, onde Idz, é o morfismo identidade

no talo F,.

Definicao 1.4. Seja F um feixe sobre um espaco topolégico X. Dizemos que F ¢é

suave se para qualquer subconjunto fechado U c X, o mapa

% (X, F) —T(U,Fly)

s> ((8)z) e

10
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é sobrejetivo. Em outras palavras, qualquer secao de F sobre U pode ser estendida a

uma se¢ao de F sobre X.

Definicao 1.5. Um feixe F sobre um espaco espaco topoldgico paracompacto X é
dito fino se para toda cobertura localmente finita {U,;};.; de X, o feixe F admite uma

parti¢do da unidade subordinada a {U,}ic;.

Proposicao 1.3. Seja X um espago topoldgico paracompacto. Entao, todo feixe fino

sobre X ¢ suave.

Demonstracdao. Seja Y ¢ X um conjunto aberto e F um feixe fino sobre X. Se
s € T'(Y,F), entdo para cada x € Y, o germe de s em x é representado por uma
secao definida em uma vizinhanca de z, que coincide com s quando restringido a uma
vizinhanga intesectada com Y. Assim, podemos escolher uma cobertura aberta V' de
X e elementos sy € I'(V,F) tal que s|lyny = sy|yny para cada V e V. Observe que
um desses conjuntos abertos serd o complementar de Y e tera a se¢cao nula e os outros
conjuntos serao vizinhangas de pontos de Y. Uma vez que X é paracompacto, podemos
assumir que V é localmente finita. Agora, como F é fino, existe uma familia de mor-
fismos {&; : F — F} tal que o suporte Supp(&;) c Vi, com V; e Ve ¥, & =1ds,. Para
cada 7, tomemos &;sy, para ser uma se¢ao em todo ponto de X para estende-lo a 0 no
complementar de V;. Agora, defina s’ = Y. &5y, € I'(X, F). Essa soma faz sentido, pois
a cobertura é localmente finita, isto é, em uma vizinhanga de qualquer ponto somamos
somente uma quantidade finita de termos nao nulos. Temos também que s, = s, em
cada ponto x € Y, assim s’ é uma extensao de s para todo ponto de X. Dai segue que
F é suave.

]

Exemplo 1.1. O feixe das funcoes continuas de valores reais Cx em um espago to-
poldgico paracompacto X é um feixe fino. De fato, como todo espago topoldgico
paracompacto é normal, isso implica que o Lema de Urysohn [I7, Theorem 33.1, p.
207] é valido. Assim, por [2I, Lemma 1.3.2, p. 5] podemos usar esse lema para
construir particoes continuas da unidade subordinada a alguma cobertura aberta lo-
calmente finita. Considere {U,}.c; uma cobertura aberta localmente finita de X, isto
é, X = Uger Us. Assim, existe uma funcao continua f, : X — R tal que f,(z) =0,
para todo z € X \ U, e ¥ s fa(z) =1 para todo x € U,. Defina 7, : Cx — Cx, onde
para todo aberto U de X temos

1a(U) : Cx(U) — Cx (U)

s> s faly:U—R

11
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com s- folv(z) = s(z) fo(z). Se x € X \U,, entdo x € X \ Supp f,, consequentemente,
existe uma vizinhanga aberta V' de x tal que V ¢ X \ Supp f,. Logo, f.(y) = 0 para
todo y € V. Portanto, (X, f,) = (X,0). Sendo X um espagco topoldgico paracompacto,
admite uma cobertura localmente finita X = J,U,. Logo, existe f, : X — R tal
que fo(z) = 0 para todo x € X \ U,, e para cada x € X tem-se ¥, fo(x) = Id. Seja
yeUy Nn...nU,, nU, com « # «; para todo i. Podemos demonstrar que f,(y) =0. De
fato, se fo(y) # 0, entao, y € U, e assim U, nU # @. Se « é tal que f,(y) = 0, entdo
existe ¢ tal que o = ;. Seja U uma vizinhaca aberta de = tal que U nU,, # @ para
todo 7, assim para x € X existem unicos a, ..., o, tais que = € U,,,. Logo, se a # ; para

todo i, entao f,(x) =0. Portanto, se « # a; tem-se, (7). = 0. Por outro lado, temos

Z(na)w = (nal)x +... (nan):p :Cx — Cx

(U, 8) —> (U, sUX, fa,) + . + {U, sHX, fa,)

Note que

Assim, uma funcao continua com suporte em um conjunto aberto define, por multi-
plicagao, um endomorfismo de Cxy com suporte em um conjunto aberto. Logo, uma
particao da unidade na algebra das fungoes continuas em X define uma particao da

unidade para o feixe Cx, nas condigoes da definigao [I.5] Portanto, Cx é um feixe fino.

1.4 O feixe dos morfismos Homo, (F,G)

Sejam (X, Ox) um espago anelado, e F e G dois Ox-médulos. Para todo subcon-
junto aberto U de X, defina

(Homoy (F,))(U) = Homo,,, (Flo,Glo), (1.13)
Como sera visto na proposi¢ao abaixo, Home, (F,G) define um feixe, chamado o
feize dos Ox-morfismos de F para G.

Proposigao 1.4. Sejam F e G dois Ox-mddulos. Entao, Home, (F,G) é um feize.

Demonstragdo. Sejam f,g € Homo,,(Flv,Glr) dois morfismos e U um subconjunto

aberto de X. Assim, definimos o morfismo f + g : F|y — G|y de modo que para todo

12
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aberto V c U tem-se

(f+9)v(s) = fv(s) +gv(s).

Para qualquer inclusao de conjuntos abertos W € V' temos a igualdade

(fw +9w)epwy =pwy o (fv +gv),

onde p é o morfismo de restricao, pois a composicao de homomorfismos é distributiva
com respeito a adicao de grupos abelianos. Assim, f + ¢ é um morfismo de feixes.
O elemento identidade é o morfismo 0 tal que Oy (s) é o mapa zero para todo aberto
V', e inverso de f é o morfismo que leva um conjunto aberto V' no mapa -fy(s). A
comutatividade segue da comutatividade da adi¢ao de grupos abelianos. Assim, nota-se
que Homo (Flu, Gly) possui uma estrutura natural de grupos abelianos induzida pela
estrutura de grupos abelianos de Home, (F(V'),G(V)), para todo V € U. Note que,
dado W cV c U, temos pw,y = pw,y o pvu. De fato, suponha f e Hom(F,G)(W) entao
pv(f) € Hom(F,G)(V) assim para todo aberto Vo c V', py(f(Vo)) = f(Vo). Dessa
forma, para todo aberto Wy ¢ W temos pw,v o pv.o(f(Wo)) = pwo(f(Wo)) = f(W).
Logo

PW,V ° PV,U = PW,U-

Portanto, Home, (F,G) é um pré-feixe de grupos abelianos. Agora, provaremos os
axiomas de feixes:

Axioma 1: Seja {U;};,; uma cobertura aberta de um aberto U ¢ X. Seja o €
Homo, (F,G)(U) uma segao tal que o; := oy, = 0, para todo i € I. Seja s € F(U)

uma se¢ao fixada. Consideremos os seguintes morfismos de grupos abelianos
oi(Us) : F(U;) — G(Uy)

definido por o(s;) = 0. Agora, como as secoes {s; }ier coincidem em U;; == U; n U; para
todo i # j, e F é um feixe, temos que a secao s satisfaz o(U)(s) = 0. Como s foi
tomada como uma se¢ao qualquer de F(U), temos que o(U) =0 e dai segue que o = 0.
Axioma 2: Seja novamente {U; };o; uma cobertura aberta de um aberto U ¢ X e seja
u; + Flu, — G|y, uma familia de segoes tais que u; = u; em Uy;. Precisamos provar que
existe uma segao u € Home, (F,G)(U) tal que u|y, = u;. Seja V < U entao A;:==U;nV,
donde {A;}ic; ¢ uma cobertura aberta de V. Seja s € F(V') uma secao fixada e seja o

conjunto s; := s|a,. Consideremos
ui(4;) : F(A;) — G(A)

definido por u;(s;) = t;. Dai, como G é um feixe, existe uma segao t € G(V') tal que

t|a, = t; para todo i € I. Assim, podemos definir

w(V): F(V)—G(V)

13
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dado por u(s) =t, para todo V ¢ U. Portanto, uly, = u;.
]

Observacao 1.4. (i) O feixe Homo, (F,G) possui uma estrutura canonica de Ox-
modulo. De fato, seja U um subconjunto aberto de X, e seja u : Fly — G|y um
morfismo de Ox|y-médulos. Para A € Ox(U), defina (Au)y (s) = Ay -uy(s), para todo
VcUeseF(V).

(ii) Para todo ponto x € X existe um homomorfismo canénico de Ox ,-mddulos
Uyt (Homoy (F,G)). — Homo, , (Fz, Ge) (1.14)

definido da seguinte forma: seja o € (Homo, (F,G))., tomemos uma vizinhanca U
de z e um morfismo de Ox|y-médulos o : Fly — G|y tal que « é igual ao germe de
o em z. Para cada ponto y € U, seja o, : F, — G, denotando o homomorfismo de

Ox y-moédulo induzido por ¢ e defina

(@) = 0,
Segue da defini¢ao que ¥, (a) estd bem definida, pois independe da escolha de U e o.

Observacao 1.5. O homomorfismo candnico 1, é funtorial. De fato, o diagrama a

seguir é comutativo.

(Homox (F,G))s —— Homo, , (%, G)
Hom(a,'y)l lHom(Ux V)
(Homo (F',G")). — Homo, , (F},G.)

Lema 1.5. Seja F um pré-feize, e G um feize em um espago topologico X . Para cada
ponto x € X, seja a® : F, — G, uma morfismo nos talos. Supondo que para todo x € X
e toda vizinhanga aberta U de x, e para toda se¢ao s € I'(U,F), existe uma vizinhanga
aberta V de x em U, e uma se¢ao r € I'(V,G), tal que o*((s),) = (1), para todo z €V

Entao, existe um inico morfismo de pré-feizes o : F — G tal que (0), = a*.

Demonstracao. Seja

U=V,
zelU

Considere a¥(s,) =t,, Yy eV e defina

o(Ve)(slv,) : F(Va) — G(V2)

slv, == o (Va) (slv) = 17 = (t2)ev,

14
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Observe que

o(Va)(slva)lveny, = ((82)2ev2)lvany,

= (17)zev, v,

Assim, para todo x,y € U temos

vy, = o(Va) (slv,) vany,
=a(Van V) (slv,av,)
lveny, = o (Vy)(slv,)vanv,

=o(VanVy)(slv,nv,)

Note ainda que para W c V,, tem-se

oc(W):F(W) — G(W)
slw > a(W)(slw) = a(Va) (slv,)lw,

com o seguinte diagrama comutativo

FU)——G(U)

L]

F(Ve) —G(Va)

L]

FW)——G(W)

Dessa forma, existe ¢t € G(U) tal que t|y, = t* para todo x € U. Portanto, temos
o(U)(s) =t. Dali,

02(s2) = 02((U, 5))

02({Va 5v.))

= (Ve 0 (V) (slv))
(

]

Proposigao 1.6. Seja (X, Ox) um espaco anelado. Para todo Ox-mddulo M, o funtor

15
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Homo, (e, M) : Ox-Mod” — I'(X,Ox)-Mod
¢ exato a esquerda.

Demonstracao. Sejam F,G e ‘H trés Ox-modulos tais que a sequéncia

F—2-G H 0

é exata. Entao, precisamos mostrar que a sequeéncia

Homo . (8,M) Homo, (a,M)
_

0 —— Homp, (H, M) Homp, (G, M) Homp, (F, M)

também é exata. Seja o € Home, (#, M) tal que Homp, (a, M)(c) = 0, isto é, para
todox e X e 0 e€G,, 0,00.(0) =0. Seja 0" € H,. Entao existe 6 € G, tal que 5.(0) =6
pois 8 é epimorfismo. Portanto, ,(0") = 0,(5.(0)) = 0. Isso implica que o, = 0
para todo = € X, ou seja, o0 = 0. Deste modo, provamos que Home, (3, M) é injetiva.

Considerando que funtores preservam composi¢oes e Homep, (o, M) é um funtor, temos
Homp, (a, M) e Homp, (8, M) = Homp, (5o a, M) = 0.
Dai,
Im(Home, (3, M)) c Ker(Home, (o, M)).

Agora, precisamos provar a inclusao reversa. Seja x € Ker(Home, (a, M)). Para todo

0" € H,, existe 0 € G, tal que 5,.(0) =6’ pois 5 é epimorfismo. Definamos,
fac : Hx - an

dado por f*(0") = k,(0). Uma vez que k € ker(Homp, (o, M)), segue que f* estd bem
definida. Para concluir a prova, iremos aplicar o lema [1.5| ao morfismo f : H — M.
Para todo x € X, e 0 € G,,

(Homoy (8, M)(f))(0) = fu 0 B2(0) = [ 0 B.(0) = K (0).
Assim, segue que Homo, (8, M)(f) = . Isto mostra que
Ker(Homo, (o, M)) ¢ Im(Homo (3, M)),
e consequentemente,
Ker(Homo, (o, M)) = Im(Homo, (8, M))

Portanto, o funtor Homep, (e, M) é exato a esquerda. A segunda parte segue imedia-

tamente da primeira, basta trocar X por um subconjunto aberto arbitrario de X. [J
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Observacao 1.6. Lembremos o isomorﬁsmodado por Homp |, (OE(I),M) T (U M),
visto na se¢ao 1.2 A partir desse isomorfismo, poderemos obter outro, que podera nos

auxiliar nas proximas secoes. Portanto, se o conjunto de indices I ¢ finito, entao
Home,, (0%, M) =2 T(U,M)". (1.15)

Seja U um subconjunto aberto de X. Entao, o isomorfismo anterior de T'(X, Ox|y)-

moédulos resulta em um ismomorfismo de Ox-maddulos
HomoX(Og(,M)(U) = Hom@X|U((9§(|U,M]U) = (U, M) = M(U).. (1.16)

Assim, Homo, (0%, M) = MT para todo conjunto finito I.

1.5 Feixes de tipo finito

Definigao 1.6. Seja (X,Ox) um espaco anelado e F um Ox-médulo. Dizemos que
F é localmente gerado por segoes se para todo x € X existe uma vizinhanca aberta U
de z tal que F|y é globalmente gerado como um Ox|y-médulo. Em outras palavras,
existem um conjunto finito de indices I e para cada i € [ uma secao s; € F(U) tal que
o mapa associado
u: Q? Ox|lv — Flv
i€

seja sobrejetivo.

Definicao 1.7. Um Ox-moédulo F ¢é dito de tipo finito se para todo ponto x € X existe
uma vizinhanga aberta U de x tal que F|y é gerado por uma familia de segoes (s;); de
F em U. Em particular, existe uma vizinhanca aberta U para qualquer x € X fixado,

tal que existe um mapa sobrejetivo de feixes ¢ : O% |y — F|y, para n e N.

A seguir, apresentaremos uma proposicao com algumas propriedades de feixes de

tipo finito.

Proposicao 1.7. Seja (X,0) um espago anelado. Entao as sequintes propriedades

sao verdadeiras:

(i) Sew:F — G é um morfismo sobrejetivo de Ox-mddulos e se F € de tipo finito,
entao G também serd de tipo finito. Assim, todo feixe quociente de um feize de

tipo finito também serd de tipo finito;

(i1) A soma direta e o produto tensorial (sobre Ox) de uma familia de Ox-mddulos

de tipo finito também ¢é de tipo finito;

17
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Demonstragao. (i) Como u:F — G é sobrejetivo, segue que u, : F, — G, também

é sobrejetivo. Além disso, F é de tipo finito por hipétese. Dai, para todo x existe
uma vizinhanga aberta U de x tal que F|y é gerado por uma familia finita de

segoes Sy, ..., Sp € (X, Fly). Assim, para w € F, temos,

w = Zai -(8i)z, para a; € Ox, e s; € (X, Fly), i=1,...,n.
i1
Pela sobrejetividade de u,, para todo t € G, existe w € F, tal que u,(w) = t.

Consequentemente,

Uug(w) =t = uy (Z a; - (sz)m) =t = a;-uy((s:)z) = t.
i=1 i=1

Logo, G|y é gerado pela familia u,(s1),...,uz(s,) € T(X,G|y). Portanto, G é de
tipo finito. Para a segunda parte, consideremos F é ‘H dois Ox-mddulos, com F
de tipo finito e H(U) é um subgrupo abeliano de F(U), para todo aberto U de

X. Assim, podemos falar do feixe quociente F/H e da projegao canonica
m:F — F[H,

que ¢ naturalmente sobrejetiva. Logo, pela primeira parte segue que o quociente
F[H é de tipo finito.

Sejam F e G dois Ox-mdbdulos de tipo finito, isto é, para todo x € X existe uma
vizinhanga aberta U de x tais que F|y e G|y sao gerados por sy, ..., s, € ['(X, Flv)

ety ...ty € T(X,G|y), respectivamente. Assim, para (s,t) € (F, x G,) temos

n m n,m n,m
3®t:2ai'(si)x®2bj-(tj)$: Z aibj'(si)xéb(tj)x: Z CLibj'(Si@tj)a;,
i-1 i1 ij=1 ig=1

para a;,b; € Ox . Assim, (F ®0, G)|v é gerado por s;®t;,i=1,...,n,j=1,...,m.
Portanto, o produto tensorial F ®», G é de tipo finito. Consequentemente, se
Fi,..., F, € uma familia de Ox-modulos de tipo finito, entao, procedendo por
inducao sobre n, temos que o produto tensorial F; ®¢, ... ®0, F, € de tipo finito.

A prova da soma direta segue de forma andloga.
O

Proposigao 1.8. Seja F um Ox-mdodulo de tipo finito. Sejam x € X e sq,...,s, secoes

de F em uma vizinhanga aberta U de x, tal que a familia ((s;).)", gera o talo F,.

Entao, existe uma vizinhanga aberta V' de x em U tal que a familia ((sy))}., gera F,

para todo y eV
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Demonstracao. Como F é de tipo finito, temos pela definicao que existe uma vizi-
nhanca aberta U; de x em U e secoes hy, ..., hy, € I'(Uy, F) tais que a familia ((h;),)7,
gera F, para todo y € U;. Como a familia ((s;).)}.; gera F,, temos que essa familia
também gera (h;),, para i =1,...,m, isto é, existem a;; € Ox, tais que

n

(hi)e = Zaij(sj)x, parai=1,...,m.

j=1
Uma vez que a familia (a;;);; ¢ finita, existe uma vizinhanca aberta U, de x em Uy,
e segoes f;; € ['(Uz, Ox) tal que a;; = (fij). para todo 4,j. Assim, podemos escrever

(h;)z como
(e = Y2(Fg)elsy)er pava = Lm
52
Portanto, existe uma vizinhanca aberta V de x em U tal que
(ho)ly = fl(fij)|v(sj)|v, parai=1,..,m.
i
Logo, temos
(hi)y = Zn:(fij)y(sj')y, paratodoyeV ei=1,..,m.
j=1
Portanto, ((s;),)}., gera F, para todo y em V. O

Definigao 1.8. Sejam (X, Ox) um espaco anelado e F um Ox-médulo. O suporte de
F, denotado por Supp(F), é o conjunto dos pontos z € X tais que F, # 0, isto é,

Supp(F) ={re X : F, #0}

Se s e I'(X, F) é uma segao global, entao, o suporte de s é o conjuntos dos pontos = € X

tais que a imagem s, € F, de s é diferente de zero.

Com a definicao de supporte de um feixe, podemos enunciar e demonstrar uma série

de importantes consequéncias da proposi¢ao |1.8|

Corolario 1.9. Se F é um Ox-mddulo de tipo finito, entao o conjunto Supp(F) € um

subconjunto fechado de X.

Demonstracgao. Seja x € X \ Supp(F). Logo, F, = 0, assim o germe 0, da segao nula
0eT'(X,F) gera F,. Assim, pela proposi¢ao , existe uma vizinhanga aberta V' de z
em U, tal que 0, gera F,, para todo y € V, isto é, F, = 0, para todo y € V. Portanto, V'
é uma vizinhanga aberta de x em X \Supp(F), isto é, X \Supp(F) é aberto. Portanto,
Supp(F) é um conjunto fechado. O

Corolario 1.10. Sejam F um Ox-modulo de tipo finito e v : F — G um morfismo
de Ox-maodulos. Seja x € X e suponha que o homomorfismo nos talos u, : F, — G, €

wgual a zero. Entao, existe uma vizinhanca U de x tal que u, =0 para todo z € V.
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Demonstra¢ao. Tomemos Z = Im(u), donde Z é um Ox-submédulo do feixe G e o

morfismo v induz uma sequéncia exata de Ox-moddulos
F—2T——0,

isto é, W é sobrejetiva. Como o F é de tipo finito, segue pelo item (i) da proposigao

que Z também ¢ de tipo finito. Como %, = u, para todo y € X, temos
Uy =uy : Fy — I, = Im(uy).

Dali, obtemos que Z, = 0 se, e somente se Im(u,) =0, isto é, u, = 0. Assim, o suporte
de Z é dado por

Supp(Z) = {y € X :u, = 0}

Para todo x € X \ Supp(Z), existe uma vizinhanga aberta U de x totalmente contida
em x € X \ Supp(Z), que é aberto pelo coroldrio . Portanto, u, = 0 para todo y em
U c X \ Supp(Z). O

Corolario 1.11. Sejam F e G dois Ox-modulos de tipo finito. Seja w: F — G um
morfismo de Ox-maodulos e x € X. Se u, : F, — G, € sobrejetiva, entao existe uma

vizinhanga aberta U de x tal que uly : Fly — Glu € sobrejetiva.

Demonstra¢ao. Como G é de tipo finito, entdao pelo item (i) da proposicao temos
que o quociente Coker(u) = G/Im(u) é também de tipo finito. Agora, pelo corolédrio
[1.9] temos que S = Supp(Coker(u)) é um subconjunto fechado de X. Se o morfismo u,
é sobrejetivo, entao (Coker(u)), = Coker(u,) =0, isso implica que x € X\ S. Portanto,
tomando U = X \ S, temos que U é uma vizinhanca aberta de x tal que o morfismo

uly : Fluy — G|u € sobrejetivo. O

O homomorfismo visto no item (ii) da observagao , em geral, nao é nem injetivo,
nem sobrejetivo. Porém, sob algumas condicoes podemos obter a injetividade e a
sobrejetividade. No proximo coroldrio, observaremos que se F é um Ox-moédulo de
tipo finito, o homomorfismo serd injetivo.

Corolario 1.12. Seja F um Ox-modulo de tipo finito. Entdo, para todo Ox-mddulo

G e para todo ponto x € X, o homomorfismo de Ox ,-maddulos,
wx : (7’[0771(9)( (fug))z - HomOXYI(fxygz)

€ 1njetivo.
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Demonstragao. Seja o € (Homeo, (F,G)). e suponhamos que ¢,(c) = 0. Entao, para
mostrar a injetividade de 1),, temos que provar que o = 0. Seja u : F|y —> G|y tal que
¥,(0) = uy. Entdo, u, = ¢,(c) =0 e pelo coroldrio [L.10] existe uma vizinhanga aberta
V de x em U, tal que u, = 0 para todo z € V. Portanto, precisamos verificar que o
morfismo uly : Fly — G|y é igual a 0, o que resulta o = 0. Para isso, seja W ¢V um
aberto de V' e (ul|y)w = uw : F(W) — G(W) um homomorfismo. Seja s uma segao
qualquer de F(WW). Entao,

(uw(s))y = uy((s)y) = 0 para todo y € W.

Como G ¢ um feixe, segue pelo axioma F1 da definicao de feixe que uw (s) = 0.

Portanto, uy = 0 para todo W em V| e assim temos u|y = 0. Logo, o = 0. O

Corolario 1.13. Seja (X,0x) um espago anelado tal que, X € um espago topoldgico
quase-compacto. Seja F um Ox-maodulo de tipo finito. Entdo, F € finitamente gerado

por segoes globais se € gerado por segoes globais.

Demonstragao. Seja (s;)i; uma familia de segoes globais de F, tal que a familia
((8i)2);e; gere F, para todo x € X. Visto que, F ¢ de tipo finito, existe uma familia
finita de segoes (d;);es, que geram F, para z € X. Como ((s;)s),; também gera F,,
temos que cada (0,),es, ¢ gerado por essa familia, isto ¢, existe um subconjunto finito
I, delea;;eOx, comicl,ejel, tal que
8= ) aii(5i)a-
iel,

Dessa forma, a familia ((s;);)ier, gera F,. Pela proposigao [1.8] existe uma vizinhanga
aberta U, de x tal que a familia ((s;)y)ier, gera F, para todo y € U,. Como X ¢é
um espaco topoldgico quase-compacto, admite uma subcobertura finita, isto €, existem

z1,..., T, tais que

Assim, a familia

((Si)ielwa )1<o<n
de segoes globais de F, geram o talo F,, para todo z € X. Portanto, F ¢ finitamente

gerado por segoes globais. O

Proposicao 1.14. Seja (X,0Ox) um espag¢o anelado quase-compacto e F um Ox-
modulo de tipo finito. Supondo que para um conjunto totalmente ordenado T', existem
subfeizes {F; her tal que Uyer Fyr = F H Entao existe t € T tal que F;, = F.

2Isso pode ser pensado como sendo o feixe associado ao pré-feixe U + U, F(U).
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Demonstracao. Para demonstrar esse resultado, precisamos provar que para todo x €
X, existe uma vizinhanga aberta U de z tal que existe t tal que F|y = F|y. Assim, o
resultado seguird, pois o conjunto das vizinhangas aberta de = (para todo x € X)) forma
uma cobertura aberta de X, e X é um espaco topoldgico quase-compacto.

Agora, observemos que o modulo F, é finitamente gerado e possui submoédulos
(F)z € Fr que cobrem todo o F,. Assim, existe ¢t € T tal que (F;), = F,. Consideremos
51, ..., Sk geradores de F em alguma vizinhanca aberta de x. Os germes desses geradores
estao em Fy, entao existe uma vizinhanga menor (o suficiente) U de z tal que s;|y €

F:(U). Entao, necessariamente os s;’s sao geradores, e portanto, F;|y = Fly. ]

1.6 Feixes quase-coerentes e apresentacao finita

Definigao 1.9. Seja (X, Ox) um espago anelado. Dizemos que um Ox é quase-coerente
se para todo x € X existe uma vizinhanca aberta U de X e conjuntos de indices

arbitrarios I e J tais que F|y é o conticleo de um morfismo de O |y-mdédulos
I J
a: 0Py — 0|y

Em outras palavras, existe uma sequéncia exata de Ox|y-mddulos

Oy — 0|y —— Fly 0

para alguma vizinhanca U de z, para qualquer z € X. Em particular, se fixarmos

m,n € N, temos a sequéncia exata,

Oy —— O%lv —— Flu 0,
e F é dito de apresentacao finita.

Os feixes quase-coerentes compoem uma subcategoria plena da categoria Ox -Mod
e essa subcategoria serd denotada por Qcoh(X).

No corolério [1.12] foi provado que se tivermos um Ox-médulo F de tipo finito,
entao o homomorfismo [1.14] sera injetivo. Agora, garantiremos que esse homomorfismo

serd um isomorfismo quando o Ox-médulo F for de apresentacao finita.

Proposicao 1.15. Sejam F e G dois Ox-modulos com F de apresenta¢do finita.

Entao, o homomorfismo de Ox ,-mddulos
Vi : (Homoy (F,G))s — Homo, , (F,Ge),

¢ um isomorfismo para qualquer x € X.
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Demonstracao. Como F é um Ox-mddulo de apresentacao finita, temos pela definicao
que para todo x € X, existe uma vizinhanca aberta U de z tal que a sequéncia de

Ox|y-médulos

B

ORly —— O%lv Flu 0, (1.17)
¢ exata. Uma vez que a proposicao ¢ local com respeito a x, podemos tomar X = U.
Provamos que o funtor Home, (e,G) é exata a esquerda na proposi¢ao . Dai, temos

a sequéncia exata de Ox-modulos

Homo (B.) Homo y, (a,G)
_

0—— Homo, (F,G) Homo, (0%, G) Homo, (O%,G) .

Essa sequéncia induz uma sequéncia exata nos talos, isto é, uma sequéncia de Ox ,-

moédulos
00— (HOm(’)X (fa g))x — (HOWOX(O?(» g))x — (Homox (O;’g, g))x .

Note que a sequéncia também induz uma sequéncia exata de Ox ,-médulos

B

og, ——0%, Fu 0. (1.18)

Além disso, segue da exatidao a esquerda do funtor Home, ,(®,G.) que a sequéncia
0 —— Homo, , (Fz,G.) — Homo, , ((9’}(79:, G.) — Homo,, (Og}w G.) -

é exata. Pela observagao [L.5] sabemos que 1, é funtorial. Assim, temos o seguinte

diagrama comutativo

0—— (Homo, (F,G))s —— (Homo, (0%,G))s —— (Homo, (0%, G)), (1.19)

[ [ |-

0— Homox,z (‘7:17 gz) — Homox,x (Og(,w gX) B (HOHI@X (0?7 g)):r

Por |1.6], existe um isomorfismo canonico
Homo, (O%,G) = Gn.
Consequentemente,
Homo, , (0% ,,G.) = G} e Homo, (0%, G). = G}

O que mostra o isomorfismo na segunda coluna do diagrama [1.190 De modo inteira-
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mente analogo, segue o isomorfismo da terceira coluna. Portanto, segue pelo lema dos

cinco que o morfismo da primeira coluna é um isomorfismo, isto é,

1/190 : ('Hamox (f,g))x —> Homoxyz(]-},gm)

¢é isomorfismo. O

Corolario 1.16. Seja F ¢ G Ox-mddulos de apresentacdo finita, e seja x € X. Supondo
que [+ Fyp —> G, € um isomorfismo de Ox z-mddulos. Entdo, existe uma vizinhancga

aberta V- de x e um isomorfismo de Ox|y-mddulos oy : Fly — G|y tal que o, = f.

Demonstracao. Consideremos h : G — F o morfismo inverso de f. Pela proposi¢ao
existe uma vizinhanca aberta U de z e segoes o € I'(U, Homo, (F,G)) e 0 €
L'(Homo, (G, F)) tal que o, = f e 6, = h. Visto que,

(000),=0,00,=foh=1g, e (Ao0c),=0,00,=hof=1f,

a proposicao novamente nos assegura que os germes, em x, das composicoes o o 6
e # o o sao iguais ao correspondente morfismo identidade nos talos. Assim, existe uma

vizinhanca aberta V de x em U tal que
(g00)lv =1g, e (0eo)ly =1g,.
Logo,
oly : Fly — Glv

é um isomorfismo. O

1.7 Feixes coerentes

Definigao 1.10. Seja (X, Ox) um espaco anelado. Dizemos que um Ox-médulo F é

coerente se satisfaz as seguintes condigoes:
1. F é de tipo finito;

2. Para todo subconjunto aberto U de X, todo inteiro n € N e para todo morfismo

de Ox|y-médulos
¢9 : OSHU —> f|U,

o Ox|y-submédulo ker(8) de O%|y é de tipo finito.

Denotaremos por Coh(X) a subcategoria plena da categoria Oy -Mod consistindo

dos Ox-mddulos coerentes.
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Proposicao 1.17. Seja (X,0x) um espago anelado, e F um Ox-mddulo coerente.

Entao, todo Ox-submodulo F' de tipo finito em F € também coerente.

Demonstracao. Como F é de tipo finito pela definicao e F' c F, entao F’ é também
de tipo finito. Como isso, temos apenas que verificar a condi¢ao (2) da definigao de

feixe coerente. Seja U uma vizinhanca aberta de x em X e seja
g O§(|U —> f’|U,
um morfismo de Ox|y-médulos. Agora, seja ¢ : F' — F o morfismo inclusao. Entao,
o nucleo da composicao
w=tlyoo: 0%y — Flu,

é igual ao nucleo de o, isto é, Ker(o) = Ker(w). Uma vez que, F é coerente, segue que

Ker(o) é de tipo finito. Portanto, temos que F’ é coerente. O

O préximo resultado ira fazer uma relagao entre os feixes coerentes e os feixes de

apresentacao finita que foram objeto de estudo da secao deste capitulo.

Proposicao 1.18. Seja (X,0) um espaco anelado. Entao, todo Ox-mddulo coerente

F € de apresentacao finita.

Demonstracao. Seja x € X. Como F é de tipo finito pela primeira condicao da defini¢ao
entdo, existe uma vizinhanga aberta U de x e uma sequéncia exata de Ox|y-

modulos

Oy —2= Flu 0

para n € N. Uma vez que, F é coerente, o nicleo de 0, K = Ker(6) é um Ox|y-mbdulo
de tipo finito, portanto, existe uma vizinhanca aberta V' de x em U e uma sequéncia

exata

Oy —— K|y 0, com meN.

Seja ¢ : K — O%|y o morfismo inclusdo, e u = t|y ov : OFy — O%|y. Entao, a

sequéncia
Olv

O%ly —— O%lv — Flu 0
¢ exata. Donde, Im(u) = Ker(0]y) = K|y . O

Apresentaremos agora a versao do Lema dos Trés para feixes coerentes. Esse teo-
rema serda uma ferramenta de grande importancia na demonstragao algumas proprie-

dades relacionadas a esse tipo de feixe.
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Teorema 1.19 (Lema dos Trés). Seja (X,Ox) um espaco anelado e

H 0,

uma sequéncia exata de Ox-maodulos. Se dois dos Ox-maodulos F,G,H sao coerentes,

entao o terceiro também serd.

Demonstracao. A demonstracao desse teorema se dividird, essencialmente, em treés
partes. Primeiramente, suponhamos que G e H sao coerentes. Assim, existe um mor-
fismo sobrejetivo de Ox|y-médulos o : O% |y — G|y. Dessa forma, obtemos o seguinte

diagrama comutativo com linhas exatas

0 —— Ker(By 0 0) —— O% |y —2227 5 ¥, 0,
0 Fly ———— Gl ———Hl 0

onde u é induzido por 0. Seja K = Ker(fy o). Como H é coerente, segue que K é de
tipo finito pela condi¢ao (2) da defini¢ao Assim, 0(K) é um feixe de tipo finito
pelo item (i) da proposi¢ao , consequentemente, é coerente pela proposicao m
Assim, pelo Lema dos Cinco, o morfismo u : K — F é um monomorfismo, implicando
que F é de tipo finito. Portanto, F é coerente.

Suponhamos agora, que F e G sao coerentes. Como G é de tipo finito, o quociente
G/ Ker(f) também serd de tipo finito pela proposigao e consequentemente, pelo
primeiro Teorema Fundamental do Isomorfismo temos que G/Ker(3) ¥ H. Portanto,
H também serd de tipo finito. Deste modo, resta apenas verificar a condi¢ao (2) da
definicao . Sejam w : O%|y» — H um homomorfismo de Ox|y-médulos e ty, ..., 1,
em H(U’) secoes que definem w. Como F é de tipo finito, podemos encontrar uma
vizinhanga aberta V' de x em U’ e um homomorfismo sobrejetivo r: 0%y — F. Uma
vez que [ é sobrejetivo, segue que o morfismo induzido nos talos 3, : G, — H, também
é sobrejetivo. Consequentemente, podemos encontrar para cada x € X uma vizinhanca
aberta W de z contida em V' e segdes s1,...,s, em G(W) tal que B,((si)z) = (ti)z
para i =1,...,n. Logo, os pares (W, Bw (s;)) e (W, (pu)wu(t;) definem a mesma classe
em H,. Agora, podemos encontrar uma vizinhanca aberta U de x contida em W tal
que Su((pg)uvw(si) = (pu)vw(t;) para i = 1,...,n. As segoes sy, ..., S, definem um
homomorfismo s : O% |y — G|y tal que wy = (By) o (sy). Podemos assim, definir um

homomorfismo
q=((av)o(ry) +s): O%ly ® O%|lv — Glv, (1.20)
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dado por q(f@g) =ayory(f)+s(g), tal que obtemos o seguinte diagrama comutativo

com linhas exatas

K —5 K (1.21)

| |

O—>O?|U —>h OS?|U$OSL(|U _)p O?{|U—>O

S

0——Flu Glu B H|u 0

oy

onde h e p sdao homomorfismos canonicos, e K; e K sao os nucleos de q e wy res-
pectivamente. Note que x é sobrejetivo. De fato, como o morfismo [y é sobrejetivo,
segue diretamento do Lema da Serpente a sobrejetividade de k. Uma vez que, K; é
de tipo finito, pois G é coerente, segue que K também de tipo finito pela definicao [1.7]
Portanto, o feixe H é coerente.

Finalmente, suponhamos que F e H sao coerentes. Da mesma forma que foi feito no
caso onde F e G eram coerentes, podemos construir novamente o diagrama comutativo
Como H é coerente, temos que também sera de tipo finito, podemos assim
escolher o morfismo w no diagrama de modo que seja sobrejetivo. De modo
analogo, podemos tomar o morfismo r sobrejetivo, pois F é também coerente. Assim,
pelo Lema dos Cinco segue que o morfismo ¢ é sobrejetivo e consequentemente, G é de
tipo finito.

Agora, resta mostrar a segunda condigao da definigao[1.10] Como ¢ estd nas mesmas
condigoes do morfismo [1.20, notamos que se 7y e wy sao epimorfismos, implica que ¢
é epimorfismo. Além disso, os nicleos dos mapas verticais do diagrama formam

uma sequéncia exata curta
0 — Ker(ry) — Ker(q) — Ker(wy) —— 0

em que o Ker(ry) e Ker(wy) sao de tipo finito. Consequentemente, Ker(q) é de tipo
finito. E segue que G é coerente, concluindo a prova do teorema.
O

Corolario 1.20. Seja Fi,...,F, uma familia de Ox-maodulos coerentes, entdo a soma

direta @;-1,. , Fi € também coerente.

Demonstracao. Se F e H sao Ox-mddulos coeretes, existe uma sequéncia exata

0—F—FoH—H—0
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Dai, pelo teorema [1.19, tem-se que F @ H ¢é coerente. Procedendo por indugao, segue

o resultado. ]

Corolario 1.21. Seja ¢ : F — G um morfismo de Ox-modulos coerentes. Entao,

Im(y), Ker(y) e Coker(y) sdo coerentes.

Demonstracao. Seja F um Ox-mddulo de tipo finito. Como F é coerente e o morfismo
@'+ F — Im(p) ¢ sobrejetivo, pelo item (i) proposicao tem-se que Im(yp) é de
tipo finito. E ainda, pela proposicao segue que Im(p) é coerente, visto que G é

coerente. Note que existem as seguintes sequéncias exatas

0—— Ker(yp) —— F—Tm(p) —— 0 (1.22)

0 —— Im(¢) —— G —— Coker(p) — 0, (1.23)

onde ¢ denota o morfismo inclusdo. Aplicando o teorema [1.19] nas sequéncias exatas
e resulta a coeréncia de Ker(yp) e Coker(p) respectivamente. O

Corolario 1.22. Se F e G sao dois Ox-maodulos coerentes, entdo o feizes morfismos

Homo, (F,G) € também coerente.

Demonstracao. Como estamos trabalhando localmente, podemos assumir que existe

uma sequéncia exata de Ox-mddulos

Como o funtor Homo, (¢,G) : Ox-Mod”® — Ox-Mod ¢ exata a esquerda pela

proposigao [L.6], temos a seguinte sequéncia exata de Ox-mddulos
0— Hom(')x (fa g) - Hom(’)x (01)1(7 g) E— HOTTL@X (07)7(17 g) .

Agora, pela observacao temos que
Homo, (O%,G) = GP, para todo pe N

Assim, pelo corolario [1.20, Home, (O%,G) é coerente para todo p € N. Dessa forma,
o feixe Homeo, (F,G) é o nicleo de um morfismo entre feixes coerentes. Consequente-

mente ele sera coerente. O

Para finalizar essa secao, provaremos que o produto tensorial também preserva a

coeréncia.
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Corolario 1.23. Sejam F e G dois Ox-maodulos coerentes, entao o produto tensorial

F®o, G € coerente.

Demonstracao. Localmente, podemos assumir que F pode ser escrito como o contucleo

de alguma sequéncia exata pois, F é coerente, em especial de tipo finito. Assim, temos

op—— 0% —— F——0,

como m,n € N. Como o produto tensorial é um funtor exato a direita, podemos aplicar

o tensor na sequéncia (1.7, obtendo
O?@ox g—>0§( R0y g—>.7:®ox g—>0,

isto é,
gm—G" —F ®0, G——0.

Como os feixes G™ e G" sao coerentes, pelo corolario|1.20, entao o conticleo do morfismo

entre eles também serd coerente. Portanto, F ®o, G ¢ coerente. O

1.8 Feixes localmente livres

Definigao 1.11. Seja (X,Ox) um espago anelado. Um Ox-médulo é dito livre se é
isomorfo a uma soma direta de copias de Oy, isto é, existe um conjunto de indices [
tal que F 2 @ Ox = Og). Dizemos também que o Ox-modulo F é localmente livre se
para todo x € X, pode-se obter uma vizinhanca aberta U c X de x e um conjunto de

indices I, tal que F|y é um Ox|y-mdédulo livre, isto é,
I
f|U = O;)|U
como um Ox|y-médulo.

Em vista a definicao anterior, podemos falar da cardinalidade do conjunto de indices
1. Dessa forma, dizemos que um O x-moédulo F é localmente livre de posto finito quando
a cardinalidade do conjunto [ é finita. Se o conjunto / tem cardinalidade r, dizemos
que 7 é o posto de F e escreveremos rank(F). Quando rank(F) = 1, também chamamos

F um feixe invertivel.

Observagao 1.7. Seja X um espaco anelado tal que Supp(Ox) = X. Seja F um
Ox-moédulo localmente livre e z € X. Entao, F, é um Ox ,-médulo livre. Como o
suporte de Ox é o proprio X, segue que Ox . # 0, para todo xz € X. Por [2, coroldrio

da proposicao 3, p. 204], temos que se A é um anel comutativo nao nulo e M é um
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A-modulo livre, entao quaisquer duas bases tém o mesmo posto. Assim, o posto de F,

é bem definido. Assim, por definicao, existe uma vizinhanca aberta U de x tal que
rank, (F) = rank, (F), para todo y € U.

Proposicao 1.24. Sejam (X,0x) um espaco anelado, F um Ox-mddulo de apre-
sentacao finita e x € X. Suponha que F, € um Ox y-mddulo livre de posto n. Entado,
n € finito e existe uma vizinhanga aberta U de x tal que Fly é um Ox|y-modulo local-

mente livre de posto n.

Demonstracao. Como F, é um médulo livre de apresentagao finita, segue que o posto
n de F, ¢ finito. Seja 0 : F, — O% _ um isomorfismo de Ox ,-mddulos. Uma vez que
F e O% sao de apresentagao finita, pelo corolario temos que existe uma vizinhanca

aberta U de = e um isomorfismo de Ox|y-médulos ¢ : Fly — O% |y tal que ¢, =6. O

Definigao 1.12. Seja (X,Ox) um espago localmente anelado e z € X. Se F é um

Ox-mdédulo qualquer, definimos
F(x) = Fo ®0y, k() = Fofmx o F,

onde my , é o ideal maximal em Oy, e k(x) é o corpo residual de X em z. Dizemos

que F(z) é a fibra de F em z. O posto de F em z é definido por
rank, (F) = dimg,) F(z).

Quando rank,(F) = n é independente de x, dizemos que F é de posto n. Se rank,(F)
é finito para todo x € X, F é dito de posto finito. E ainda, se sup,.y rank,(F) < oo,

entao dizemos que F é de posto limitado.

Observagao 1.8. Seja (X,0x) um espago localmente anelado, e seja F um Ox-
modulo localmente livre. Entao, para todo x € X, existe um conjunto de indices I tal

que F, 2 (’)ﬁ?x Dessa forma, temos

F(x) = Fo ®0y, k(z) 2 0F), @0, k(z) = k(z)D.

X,z

Isso mostra que dimy,) F(x) é igual ao posto do Ox ,-médulo livre F,. Assim, po-
demos observar que a definicao de posto de F definida na observagao [1.7] é a mesma
definicao de posto de F como um Ox-médulo sobre um espago localmente anelado
(X,0x).

Denotaremos por Lfb(X') a subcategoria completa da categoria Ox-Mod consis-

tindo dos Ox-mddulos localmente livres de posto limitado.

Proposigao 1.25. Sejam (X,O0x) um espaco localmente anelado e F um Ox-mddulo

de tipo finito. Entao, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
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1. Um pouco da teoria dos feixes

1. F € localmente livre;
2. F € de apresentacdo finita e para todo ponto x € X, F, € um Ox z-mddulo livre.

3. Para todo ponto x € X, F, € um Ox y-mddulo livre e a fungao f : X — N,

definida por x — rank,(F) € localmente constante.

Demonstragao. Para qualquer espago anelado temos que (1) implica (2) é clara. Pela
proposicao segue que (2) implica (1). As observagoes e nos garante que
(1) implica (3). Agora, resta mostrar apenas que (3) implica (1). Seja y € X com
rank,(F) = n. Supondo (3), temos que existe uma vizinhanca aberta U de y, tal
que rank,(F) = n, para todo x € U. Seja oy, ...,0, geradores do Ox,-mdédulo F,.
Substituindo U por um conjunto menor (se necesséario), podemos assumir que existem
secoes S1,...,5, € I'(U,F) tais que (s;)y = 0y, ¢ = 1,...,n. Seja § : O%|y — Fly um
morfismo de Ox|y-médulos definido pela familia (s;),. Entao, 6, : 0%, — Fy é um
isomorfismo. Pelo corolario [1.11] existe uma vizinhanca aberta V de y em U tal que
flv : O%|y — F|v é um morfismo sobrejetivo. Portanto, para todo z € V', o morfismo
0. : 0%, — F. é sobrejetivo. Como F, ¢ livre de posto n, existe um isomorfismo

a*: F, — O% . Assim, a composicao
0700, : 0%, — O,

¢ um endomorfismo sobrejetivo. Por [5, Corolario 4.4 (a), p. 120], segue que o o6, é
um isomorfismo. Portanto, 6, é um isomorfismo para todo z € V', consequentemente,

0|y : O%|y — Fly é um isomorfismo, isto é, F é localmente livre. O
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Capitulo 2
O Teorema de Serre-Swan

Esse capitulo sera dedicado a demonstragao do Teorema de Serre-Swan. Na secao
sera apresentada uma série de lemas e proposicoes que constituird a demonstracao
do teorema principal deste capitulo. Ja na se¢ao[2.2] serd exibida a defini¢ao de subca-
tegorias admissiveis e alguns resultados envolvendo essa definigao. E assim, finalmente,

serd dada a demonstracao do teorema.

2.1 Resultados preliminares

Proposicao 2.1. Sejam (X,0x) um espaco anelado e C uma subcategoria abeliana
plena de Ox-Mod tal que Ox pertence a C. Suponha que todo feixze em C € gerado por

se¢oes globais. Entao, o funtor
I'(X,e):C— A-Mod
¢ completamente fiel.

Demonstragao. Sejam A = I'(X,0x) e F,G € Ob(C). Para mostrar que I'(X,e) é

completamente fiel, temos que mostrar que o homomorfismo

¥ : Home, (F,G) — Hom (I'(X, F),I'(X,G)) (2.1)

Ur—ux

¢ uma bijecdo. Para provar que 1 ¢ injetiva consideremos u € Homep, (F,G) tal que
Y(u) = ux = 0. Entdo para garantir a injetividade de 1) precisamos obter u = 0.
Portanto, é suficiente mostrar que wu,(w) = 0, para todo x € X e w € F,. Como F
é gerado por segoes globais, existem a; € Ox, e s; € I'(X,F), i = 1,...,n, tais que

w=Yra;(8;)g. Assim,
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2. O Teorema de Serre-Swan

ux(w)zux(igi-(si)x) Zal uz((8i)z) = Zal (uX(sl))x—Zal 0=0.

Dai, segue que u =0 e consequentemente ¢ ¢é injetiva, como queriamos.

Agora, nos resta provar que ¢ é sobrejetiva. De fato, seja a: ['(X, F) — I'(X,G)
um homomorfismos de A-médulos. Para cada x € X definiremos o* : F, — G,. Seja
w = Yra;(8): € Fp, como visto acima. Dessa forma, podemos definir o®(w) =

Yoia; - (a(s;)).. Para verificarmos que o® estd bem definida, precisamos mostrar
que se w = Yirqa;-(8): = 0 entdo, a®(w) = Y1 qa; - (a(s;)). = 0. Consideremos o
homomorfismo de Ox-médulos p: OF — F definido pela familia (s;)!";. Entao, K =
Ker € Ob(C), e portanto K é também gerado por segoes globais. Como (ay, ...,a,) €
Ky, existem gy, ...,g, € T(X,K) ¢ O%(X) = (T'(X,O0x))" = A", e by, ..., b, € Ox, tais
que (ai,...,a,) = X5 b; - (gj).. Como cada g; € A", temos que g; = (gj1, -, jn),
para g;; € A, i=1,..,n, e j=1,..,p. Entdo a; = Z] 10 (gji)z, parai =1,...,n, e
Y1 95iSi = Y gie(ei) = Yiq p(gjie;) =0, para j =1,...,p. Dessa forma,

Zaz a(si)z = Z Zb (gji)z - 0(8i)z = Zb (égjia(si)) (2.2)

i=1 j=1

= ij ' (04 (Zgﬁsi)) = ij-oz(())x =
= i=1 e g1
Logo, a® estd bem definido para todo x € X. Agora, para concluir a demonstracao,
precisamos verificar que a*, com x € X, da origem a um homomorfismo de O x-médulos

: F — G, satisfazendo o lema [I.5] Consideremos uma vizinhanga aberta U de z, e
s € .7:(U). Como anteriormente, tomemos s, = Y. a; - (8;), para algum s; € I'(X, F),
e algum a; € Ox, com 7 = 1,...,n. Assim, existe uma cobertura aberta V de z em U,
e h; € Ox(V), tal que a; = (hi)s, com i =1,...n, e s|ly = Xi'q h; - si|v. Agora, defina
uy(s) =t =2 hi-a(s;)vy € G(V). Dal,

ay(sy) =aY (Z(hi)y(si)y) = Z(hi)y(a(si))y = Z(hz : O‘(Si))y =1y.
i=1 i=1 i=1

para todo y € V. Como isso obtemos que existe um unico homomorfismo ¢ : F — G
de Ox-mddulos tal que u, = o*. E finalmente, temos ox = a. Portanto, ¢ é um

isomorfismo e consequentemente, é completamente fiel. O

Proposicao 2.2. Seja (X,0x) um espago anelado, tal que X é um espago topoldgico
paracompacto e Ox € um feixe fino. Considere um Ox-maodulo F. Seja x um ponto
de X, U uma vizinhanga aberta de x e s' € F(U). Entao, existe uma vizinhanga

aberta V de x em U e uma se¢ao global s de F, tal que s|y = s'|y. Em particular,
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2. O Teorema de Serre-Swan

o homomorfismo canonico p, : U'(X,F) — F, € sobrejetivo e consequentemente F €

gerado por secoes globais.

Demonstracao. Como X é um espaco topoldgico paracompacto e Hausdorff, temos que
X é normall] Portanto, existe uma vizinhanga fechada N de x tal que N c U. Tomemos
agora o interior de N como sendo V e Uy = U, Uy = X \ N. Assim Uy, U, forma uma
cobertura aberta de X, ou seja, X = U; uU;. Uma vez que Ox é um feixe fino, temos
pela definicao que existe uma particdo da unidade {&;1,&} para {U;,Us} de Ox.
Consideremos M = Supp(&1). Definamos s1 = (&1)p(1)s’ € F(U), e s5 =0€ F(W), com
W=X\M. Parate UnW, temos t ¢ Supp(&;), donde (&), = 0, consequentemente,

(s1)e = (&)e(1)(8")e = 0,
assim, $1|yaw = Soluaw = 0. Agora, observemos que X = U uW. De fato, seja t € X e
suponhamos que ¢ ¢ U, entao t ¢ Supp(&;), isto é, t € W. Como F é um feixe, existe uma
segao global s de F tal que 8|y = s1 e 8|y = s2. Uma vez que V ¢ X \U; c¢ X\ Supp(&2),

temos que (&2); = 0 e daf segue que (1), = 1o, para todo t € V. Assim, para todo
teV,

(s[v)e = (€)e(1) (") = (s)e.
Consequentemente, s|y = s|y,. Para finalizar a demonstragao, seja A € F,. Entéo existe

uma vizinhanca aberta U de z, e s’ € F(U) tal que s/, = \. Pela primeira parte, existe

s e '(X,F), e uma vizinhanca V' de x tal que s|y = s|y,. Portanto,
(s'lv) = (slv) = (s")z = A

Dai, p, é sobrejetiva. ]

Segue da proposicao que para um espaco anelado (X,0Ox) satisfazendo as
condicoes da proposicao , o funtor das segoes globais I'( X, ) : Ox -Mod — A-Mod

é completamente fiel.

Observagao 2.1. Seja (X,Ox) um espago anelado e seja A denotando do anel das
secoes globais T'(X,0x). Se C é uma subcategoria da categoria Oy-Mod, defina
A-Mod¢ como a subcategoria plena da categoria A-Mod consistindo dos A-mdédulos
M tal que M = T'(X,F) para todo F em C. Seja C uma subcategoria de Ox-Mod

como na proposigao 2.1}, entao o funtor

['(X,e):C — A-Mod,

'Um espaco topoldgico X é um espaco normal se, dados quaisquer dois conjuntos fechados e
disjuntos E e F, existem vizinhancas U de E e V de F que sao também disjuntas. Em outras
palavras, podemos dizer que F e F podem ser separados por vizinhangas.
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2. O Teorema de Serre-Swan

é uma equivaléncia de categorias. De fato, pela proposicao , o funtor I'( X, e) é com-
pletamente fiel e pela definicao de A-Mod, € essencialmente sobrejetivo. Portanto, o

funtor I'( X, e) é uma equivaléncia de categorias.

Proposigao 2.3. Sejam (X,Ox) um espago anelado, A denotando o anel T'(X,Ox)
e C uma subcategoria abeliana plena da categoria Ox-Mod tal que Ox pertence a C.
Suponha que todo feize em C € gerado por secoes globais. FEntao, o homomorfismo

canonico S(I'(X, F)) — F € um isomorfismo para todo feixe F em C.

Demonstrag¢ao. Considere M = I'(X,F). Seja 0’ : P(M) — F o morfismo de pré-

feixes tal que para todo conjunto aberto U de X tem-se

0l : M ®4 Ox(U) — F(U)

(me@af)— f-mly

onde me M e f e Ox(U). Agora, considere 6 : S(M) — F o morfismo de feixes

associado a #’. Assim, podemos enxergar o morfismo # nos talos de modo que 6, :
M®yO0x, — F, é dado por

n

O (z": $i®a Clz‘) = Z i (5i)e
i=1 i=1

para x € X, a; € Ox,, e s, € M, com 7 = 1,...,n. Observe que pelo fato de 6 ser um
morfismo de feixes, para provar que 6 é um isomorfismo, basta provar que é isomorfismo
nos talos, ou seja, que , é um isomorfismo para todo z € X. Como F é gerado por

secoes globais, qualquer germe t € F, pode ser escrito como
t= Zn:ai -(8i)x, para algum a;, € Ox, e s, € M, com i =1,....n.
i=1
Agora, com o intuito de provar que u, é sobrejetivo, defina
€= zn:Si ®aa; € M ®A0X,w-
i=1
Entao,

0,(c) = Mi 5@ a;) = i;a (5:)a =1

Assim, fica provado a sobrejetividade de 6,. Agora, resta verificar que 6, é injetiva.
De fato, considere
n
w = Zsi ®4a;, e M®4 Ox,, para s;e M, ea; € Ox,, comi=1,..,n.
i=1

Suponha que

0, (w) = iai-(si)x _ 0.
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2. O Teorema de Serre-Swan

Agora, para mostrar a injetividade de 6, é suficiente provar que w = 0. Neste sentido,

considere o morfismo
p: 0% — F

de Ox-médulos definido pela familia (s;)",. Entdo, tomando o feixe K = Kerpu €
Ob(C) gerado por segoes globais, por hipétese, e (a;,...,a,) € Kp. Assim, existem
k=(ki,....kp) e (X, K) c O%(X) = A", e b= (b1,...,b,) € Ox, tais que
p
k=>b;-(k;)., para todo z € X.
j=1
Como cada k; € A", pode-se escrever k; = (kji,...,kjn), com kj; € A, i =1,..,n, e

j=1,...,p. Dessa forma,

p
a; =Y by (kji)e parai=1,...n,

j=1
com
Zkﬂsl = Zkﬂﬂ(e’b) = Zlu(k]’tez) = 07 para j = 17 s P
i=1 i=1 i=1
Assim,
n n p n p
w=Y8i®aa;= ) 5®a) b (ki)=Y si®abj- (kji)a
i=1 i=1 j=1 i=1 j=1
n (p
:Z( k:jl-sz-) ® 4 bj:O.
i=1 \j=1
Portanto, 6, é injetiva. Dal, segue o resultado. O

Observacao 2.2. Com a proposi¢cao acima, podemos apresentar uma nova demons-
tragao para a proposicao [2.1} De fato, iremos definir o morfismo inverso do morfismo
1, definido como em 2.1} Se o é o inverso de # na proposicao [2.3] entdo para todo

r e X, temos

0p: Fe — D(X, F)®4 Ox s (2.3)

n
t— ZSi ®a a;
i=1

onde, t = ¥  a; - (8;)s, @; € Oxy, € 5, € (X, F), com i=1,...,n. Agora, consideremos
g o morfismo counidade de G com respeito a adjungao A, definida como em [I.7} isto

€,

eg = 30(1F(X,Q))a onde ]-F(X,g) F(Xag) - F(X7g)
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2. O Teorema de Serre-Swan

Entao, o morfismo inverso de ¢ é dado por

¢ : Homu(T'(X, F),T'(X,G)) — Homp, (F,G) (2.4)
Yr—>ugoS(y)oo

Agora, verificaremos que ¢ define de fato um inverso de . Para isso consideremos o

seguinte diagrama

PI(X, F)) L2 p(r(x, F)) (2.5)
9'/// e G 1
g 5()

FL 7 L S(T(X,F)) S(N(X,6))—2 3¢

Note que oo =17, pois ¢ é o inverso de 6, e assim ' = 0 o 7. Observe que a tltima

linha do diagrama acima [2.5 pode vista como

(9g) x

F(X) = (DX, F))(X) 25 S(I(X,6)) (X) 25 G(X)

onde todo s € F(X) pode ser escrito como s = #'(s ® 1). Além disso, o morfismo
p:P(I(X,G)) — G é dado por u(m®s) =s-mly, para m e ['(X,G), se Ox e U é
um aberto de X. Assim para todo m' e I'( X, F) temos

o () (m) =1(bgoS(yoa))(m')
= (0g)x o (S(7))x o ox(m’)
=(0g)x o (S(7))x cox(0'(m'®1))
= (0g)x © (S(7))x ot (m'® 1)
= (g)x 1% o (P(7))x(m' ®1)
= (0g)x o 5 (v(m) ® 1)

= ().

Provamos assim que 0¢ = Iduom , (r(x,7),r(x,g))- Reciprocamente, seja f € Homo, (F,G),

entao teremos que mostrar a igualdade ¢ o (f) = f. De fato, temos que

¢op(f) = o(L(X, f)) = ¢(fx) =0 S(fx) o0

Dai, como a composigao fg o S(fx) oo é um morfismo de feixes, é suficiente provamos
que a igualdade (0g), o (S(fx))z©0x = fr para todo x € X. Como F é gerado por

secoes globais, para todo t € F, temos

37



2. O Teorema de Serre-Swan

t= Zai (8i)z, para a; € Ox, e s; € (X, F).

=n

Assim, por 2.3| temos o, (t) = X1, s; ® a;. Dessa forma,

S ) =S, (S5 00 ) -3 st o0 2:6)
iz
Olhando a igualdade acima [2.6{no pré-feixe P(fx )., temos
P(fX)x : F(X7 f) ®4 OX,ac I F(X7g) ®4 OX,x

definido por P(fx).(s ® a;) = fx(s) ® a,, para s € ['(X,F), a, € Ox, e todo x € X.

Dessa forma, temos finalmente

0. (3 x(c) 80) = Salx(e)),
-V af((s).)

:#(ZmaJ
- 1),

Portanto, ¢ o) = IdHomOX (F,g)- Isto mostra que ¢ e 1 sao inversos.

2.2 O Teorema Principal

Definigao 2.1. Seja (X, Ox) um espaco localmente anelado. Entao, uma subcatego-
ria C de Ox-Mod é dita uma subcategoria admissivel se sao satisfeitas as seguintes

condicoes:

A1l. C é uma subcategoria abeliana plenaﬂ de Ox-Mod e Homeo, (F,G) pertence a C
para todo par de feixes F e Lfb(X) e G em C;

A2. Todo feixe em C é aciclico e gerado por secoes globais.
A3. Lfb(X) é uma subcategoria de C.

Exemplo 2.1. A subcategoria plena dos feixes quase-coerentes Qcoh é uma subcate-
goria admissivel. Esse fato serd mostrado no capitulo [3] na demonstracao do teorema
3.4

2Sejam B uma categoria e A uma subcategoria de B. Dizemos que A é uma subcategoria plena de
B se Mor4(A, B) = Morg(A, B) para todos A, B € Ob(A).
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2. O Teorema de Serre-Swan

De posse da definicao de subcategoria admissivel, podemos apresentar um corolario

da proposicao [2.3] vista no final da segdo anterior.

Corolario 2.4 (Coroldrio da proposigao . Sejam (X,0x) um espago localmente
anelado e A o anel da segoes globais I'(X,Ox). Suponha que Ox-Mod contém uma

subcategoria admissivel C. Entao, para todo mddulo projetivo finitamente gerado P,
tem-se o isomorfismo I'(X,S(P)) — P.

Demonstra¢ao. Como todo moédulo projetivo finitamente gerado é de apresentagao fi-

nita, temos a seguinte sequéncia exata

Am L An P 0 (2.7)
para m,n € N. Agora, aplicando o funtor S, temos
S(Am) 2D, s(An) — S(P) ——0.

Dai, usando a proposicao [2.3] temos a seguinte sequéncia exata

O? &(v)

o »S(P) ——0. (2.8)

Note que ¢ é definido como em da observagao 2.2 Uma vez que C é uma sub-
categoria admissivel pela definicao , pela condicdo A3 temos que Lfb(X) é uma
subcategoria de C e assim segue que O% é um objeto de C, para todo p € N. Da mesma
forma, usando a condicdo A1 podemos observar que S(P) é um objeto de C. Além
disso, I'( X, ®) é um funtor exato quando restrito a categoria dos O y-mdédulos aciclicos.
Assim, podemos aplicar o funtor I'( X, ¢) a sequéncia , originando a sequéncia exata

) L(X;0)(o(7))

F(X>.)(O? F(X7.)(O_T>L{)—>F(X")(S(P))—>O>

que pode ser reescrita como

Am d(7)x

An D(X,S(P)) ——0. (2.9)

Note que pela observacao , temos ¢(7y)x = . Portanto, comparando as sequéncias
exatas 2.7 e 2.9 chegamos a

I(X,S(P)) = P,

pois ambos médulos sao conticleo de um mesmo mapa. O]
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2. O Teorema de Serre-Swan

Proposicao 2.5. Sejam (X,0x) um espaco anelado e A o anel das secioes globais
I'(X,0x). Suponha que Ox-Mod contém uma subcategoria admissivel C. Se um
feize F localmente livre de posto finito for finitamente gerado por secoes globais, entao
['(X,F) € um A-mddulo projetivo finitamente gerado.

Demonstracao. Por hipdtese, temos que existe um morfismo sobrejetivo

a:0% — F,

para algum n € N. Consideremos a sequéncia exata de Ox-modulos

0 K oL 2L F 0 (2.10)

onde K = Kera. Como F é um feixe localmente livre de posto finito, por [9, Corolério

da proposigao 4.2.3, p. 189], temos
Exty  (F,K) 2 HY(X, Homo (F,K)).

Uma vez que C é uma subcategoria admissivel de Home, (F, K), temos que Homeo, (F,K) €

Ob(C). Consequentemente, Home, (F,K) é aciclico. Portanto,
Exty (F,K) =0.

Logo, por [I8, Proposigao 7.24, p. 421}, a sequéncia cinde. Isso implica que
O% = F @ K. Dessa forma,

An=T(X,0m) 2T(X, FeG) 2 I'(X,F) e [(X,0).

Assim, I'(X,F) é um A-mdédulo projetivo finitamente gerado, pois é somando direto

de um A-médulo projetivo finitamente gerado. m

Observagao 2.3. Sejam F e G dois Ox-mddulos de apresentagao finita. Seja x € X e
suponha que os Oy ,-médulos F, e G, sao isomorfos. Entao, pelo corolario existe

uma vizinhanca aberta U de z tal que os Ox|y-mddulos Fly e G|y sao isomorfos.

Lema 2.6. Sejam (X,0x) um espaco anelado e F um Ox-mddulo de apresentagdo
finita. Considere v € X e suponha que F, € um Ox -mddulo livre. Entao existe uma

vizinhanga aberta U de x e n €N tal que Fly € isomorfo a O%|y.

Demonstracao. Como F, ¢ um Ox ,-mddulo livre finitamente gerado, temos que existe
n € N tal que os Ox ,-mdédulos (’)}’x e F, sao isomorfos. Além disso, todo feixe local-
mente livre de posto finito é de apresentacao finita, assim podemos concluir que O% ¢
de apresentagao finita. Logo, pela observagao [2.3] existe uma vizinhanga aberta U de

z tal que Fly 2 O%|y. O
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Lema 2.7. Sejam (X, Ox) um espago localmente anelado e A o anel das se¢oes globais
I'(X,Ox). Entao para todo A-mddulo projetivo finitamente gerado P, o feize S(P) €

um Ox-mddulo localmente livre de posto limitado.

Demonstra¢ao. O A-médulo projetivo P ¢é finitamente gerado (por hipétese), conse-
quentemente é de apresentacao finita. Portanto, temos a seguinte sequéncia exata de

A-médulos

Am An P——0 (2.11)

para alguns m,n € N. Sendo & um funtor exato a direita, e S(A?) = 0%, para todo
p € N. Dai, aplicando o funtor § a sequéncia obtemos a seguinte sequéncia exata
de A-médulos

oy — 0% — S(P)——0.

Com isso, mostramos que S(P) é de apresentagao finita. Agora, resta apenas mostrar
que S(P) é de posto limitado. Por hipdtese, para todo x € X, Ox , é um anel local e
P ¢ um A-mdédulo projetivo finitamente gerado. Assim, o produto tensorial P®4 Ox ,
¢ um Ox ,-médulo de posto finito. O posto rank,(S(P)) do feixe S(P) serd denotado

por p,, para todo x € X. Dessa forma, temos que
P®y OXJ = ngl,x

Agora, pelo lema [2.6] seque que S(P) é um Ox-mddulo localmente livre. Como a
familia de ndimeros inteiros (p;)zex € limitada por n, temos que S(P) é de posto
limitado. O]

O lema acima completa os resultados preliminares essenciais na demonstragao do
Teorema de Serre-Swan. Assim, podemos finalmente enunciar e apresentar a demons-

tracao deste resultado.

Teorema 2.8 (Teorema de Serre-Swan). Sejam (X,0Ox) um espaco localmente
anelado e A o anel das se¢oes globais T'(X,Ox). Suponha que a categoria Ox -Mod
contém uma subcategoria admissivel C e que todo feize em Lfb(X) € gerado por segies
globais. Entao, T'(X,F) é um mddulo projetivo finitamente gerado para todo feize F
em Lfb(X) e

['(X,e): Lfb(X) — Fgp(A)
¢ uma equivaléncia de categorias.

Demonstragao. Pela proposigao tem-se que se F € Ob(Lfb(X)), entao I'(X,F) €
Ob(Fgp(A)), consequentemente, a restrigdo do funtor I'( X, e) : Lfb(X) — Fgp(A)
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2. O Teorema de Serre-Swan

estd bem definida. Por outro lado, pelo lema se P e Ob(Fgp(A)) entao S(P) €
Ob(Lfb(X)). Pela proposigao e pelo coroldrio [2.4] segue que o funtor é um quase-

inverso do funtor §. Portanto, o funtor
['(X,e): Lfb(X) — Fgp(4)

é uma equivaléncia de categorias. O
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Capitulo 3
Algumas aplicacoes

Neste capitulo, discutiremos importantes exemplos de espacos localmente anelados
onde o Teorema de Serre-Swan ¢é vélido. As duas primeiras segoes e [3.2] serao
dedicadas a discutir exemplos de esquemas afins e espacos topoldgicos, respectivamente.
Ja na ultima mostraremos que os Teorema de Serre-Swan também é vélido para

espacos C*-diferenciaceis.

3.1 Teorema de Serre

O enunciado original do Teorema de Serre [19, Section 50, Corollaire to Proposition

4, p. 242], proposto em 1955, é dado por:

Teorema 3.1. Seja F um feize coerente sobre uma variedade afim V. As sequintes

propriedades sao equivalentes:
(i) T'(X,F) é um A-mddulo projetivo;
(i) F € localmente isomorfo a um feize OP;
(11i) F € isomorfo ao feixe dos germes das se¢oes de um espago fibrado de base V.

Agora, precisaremos fazer algumas consideracoes antes de apresentar uma outra
versao do Teorema de Serre, que serd um corolario do Teorema [2.8]

Seja A um anel e (X, Ox) denotando o seu respectivo esquema afim (Spec(A), A).
E pertinente observar que para todo A-médulo M, pode-se definir um O x-médulo M

da seguinte maneira: considerando o conjunto

D(f) ={peSpec(A) | f ¢p}

denominado aberto principal da topologia de Spec(A), pode-se definir
Fu(D(f)) = My, para f € A.
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Se para f,g € A tem-se D(f) > D(g), entdo Sj c S%, onde 5" é dado por
S'={s"eA|as' €S para algum a € A}

para qualquer subconjunto multiplicativo S de A.
O conjunto S’ é chamado a saturagao de S e Sy = {f* | k e N}. Identificando S~ M
com S"~'M, pode-se definir

Qg SFIM — S;IM

dado por @ (%) =" € S"'M, parame M e s € S%. Observarse que Fyy ¢ um feixe
na base B={D(f) | fe A} de X [13], Section 2.3.1, p. 42-45].

O feixe em X associado ao A-médulo M é denotado por M e é um Oy-médulo.
Se 0 : M — N é um homomorfismo de A-mdédulos, entao para todo f € A, existe um

homomorfismo de A-médulos
g f . M f e N 1

) = o(m)

dado por oy (2 ,param € M e s € Sy. Assim, temos um homomorfismo induzido

de Ox-mddulos
5:M — N

tal que op(yy = 0 para todo f € A. Isso define o seguinte funtor exato pela proposicao

LT
¢: A-Mod — Ox-Mod,
que faz uma correspondéncia entre M e M.

Observagao 3.1. Sejam (X,Ox) um esquema afim, e A = ['(X,Ox). Consequen-
temente, (X,0x) = (Spec(A),A), assim identificamos (X,0x) com (Spec(A),A).
Seja M um A-médulo. O funtor canénico [I.4, S : A-Mod — Ox-Mod é tal que
S(M), =P(M),, para todo p € X. Consequentemente,

S(M),2P(M),=M®4 Ay = M, = M,.
Além disso, os funtores ® e S sao naturalmente isomorfos.

Proposicao 3.2. Seja A um anel e (X,0x) o esquema afim associado. Seja M um
A-mddulo. Entio, M é um Ox-mddulo de apresentacio finita se, e somente se M ¢

um A-modulo de apresentacao finita.
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Demonstracio. Se M é um A-médulo de apresentacio finita, entdao M é de apresentacao
finita, pois o funtor & é um funtor exato. Reciprocamente, suponhamos que M é um O x-
médulo de apresentacao finita. Como os subconjuntos abertos principais {D(f)} fea
formam uma base para a topologia do espaco topoldgico quase-compacto X, podemos
assumir que existe uma cobertura aberta finita formada pelos abertos principais, isto
é, X = Uies D(f;), onde M|py,) é de apresentacao finita. Em outras palavras, existe

uma sequéncia exata de Ox|p(y,)-médulos
(Oxlp(s))" — (Oxlp())* —— Mlp(s) —0

para alguns p;,¢; € N e todo i € I. Como X|p(y,) = flfi e ]\Z|D(fi) = Mfw temos a seguinte

sequeéncia exata de Ay-mdédulos,

AZJ’; A? My, 0

para alguns p;,q; € N, e todo i € I pois o funtor e é fielmente exato. Pela proposicao

[A.1] segue que M é um A-médulo de apresentagao finita. m

Lema 3.3. Seja A um anel e (X,0x) o esquema afim associado. Sejam F e G dois
Ox-mddulos quase-coerentes. Se F € de apresentagdo finita, entio Homeo, (F,G) €
também quase-coerente. Em particular se F é um Ox-mdodulo localmente livre, entao

Homo, (F,G) € quase-coerente.

Demonstracao. Uma vez que F e G sao quase-coerentes, temos que F % M, eG=N,
para I'(X,F) = M e I'(X,G) = N. Pela proposigao segue que M é um A-mddulo
de apresentacao finita, visto que F é de apresentacao finita. Dali, pela proposi¢ao

temos o isomorfismo

(Hom (M, N))~ = Homz(M,N).
Observe que A = Ox. Logo, por (Homu(M,N))~ ser quase-coerente, implica que
Hom A(Z\;[ N ) é também quase-coerente. Como para qualquer espaco anelado, feixes

localmente livres sao de apresentacao finita pela proposi¢ao segue a segunda parte
do lema. O

Agora, podemos finalmente enunciar e demonstrar o principal resultado desta secao,

uma versao alternativa do Teorema de Serre, enunciado no inico desta secao.

Teorema 3.4 (Coroldrio do Teorema [2.8). Seja (X, Ox) um esquema afim e A o
anel T'(X,0x). Entdo, um feize F quase-coerente € um Ox-mddulo localmente livre
de posto finito se, e somente se, ['(X,F) € um A-mddulo projetivo finitamente gerado.
O funtor
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['(X,e): Lfb(X) — Fgp(A)
¢ uma equivaléncia de categorias com quase-inverso e : Fgp(A) — Lfb(X).

Demonstragao. O funtor e : A-Mod — Qcoh(X) é uma equivaléncia de categorias,
com quase-inverso I'( X, e) : Qcoh(X) — A-Mod [8, Chap. I, Théoreme (1.4.1), p.
90]. Visto que A-Mod é uma categoria abeliana, tem-se que a subcategoria Qcoh(X')
é também abeliana. Agora, pelo lema a categoria Qcoh(X) satisfaz a condigao A1l
da defini¢ao de subcategoria admissivel 2.1] Por [I3, Theorem 2.18, p. 186], segue que
Ox-médulos quase-coerentes sobre um esquema afim sao aciclicos. Logo, Qcoh(X)
também satisfaz a condi¢ao A2 da defini¢ao 2.1 Por dltimo, considere F um feixe
quase-coerente, e M =T'(X,F). Entao, F = M, e claramente M é gerado por secoes
globais. Claramente, observa-se que Lfb(X') é uma subcategoria de Qcoh(X), conse-
quentemente Qcoh(X) satisfaz a condi¢ao A3 da definigao 2.1} Portanto, Qcoh(X) é
uma subcategoria admissivel da categoria Ox -Mod. Como X é um espaco topoldgico
quase-compacto, segue pelo corolario que feixes localmente livres de posto finito
sao gerados por secoes globais. Portanto, o resultado segue pelo Teorema de Serre-Swan
2.8 O

3.2 Teorema de Swan

A versao original do Teorema de Swan [20, Theorem 2 and p. 277|, apresentada

por Swan em 1962, tem o seguinte enunciado:

Teorema 3.5. Seja X um espago topolégico compacto de Hausdorff. Entao, um C(X)-
mdduldl| P € isomorfo ao mddulo das formas T'(X,€) se, e somente P é finitamente

gerado e projetivo.

Observagao 3.2. Seja (X,0Ox) um espago anelado nas mesmas condigdes da pro-
posicao 2.2l Além disso, suponha que X é de dimensdo topoldgica finita?l Deste modo,
os feixes localmente livres de posto finito sobre X sao finitamente gerados por secoes

globais.

Teorema 3.6 (Coroldrio do Teorema [2.8). Seja (X,Ox) um espaco anelado tal
que X € um espacgo topolégico paracompacto de dimensao topologica finita, e Ox € um

feize fino. Entao, o teorema de Serre-Swan € vdlido para (X,Ox).

1C(X) denota o anel das fungdes continuas de K-valores sobre X, com K um corpo.

2A dimensdo topoldgica de um subconjunto U do espaco topoldgico X é o valor menor de n € N
para o qual toda cobertura aberta {U, },y de U admite uma subcobertura aberta {V}, }neny mais fina
de ordem nao superior a n+ 1. Se nao existir valor minimo de n, entao se diz que o subconjunto U é
de dimensdo infinita. Lembrando que uma cobertura V é dita de ordem n + 1 se algum ponto de X
estd em n + 1 elementos desta cobertura e nenhum ponto de X estd em mais de n+ 1 elementos de V.
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Demonstracao. A categoria Ox-Mod claramente satisfaz as condi¢oes A1l e A2 da
definigao 2.1 Como X é um espago topoldgico paracompacto, temos que os feixes
finos sao suaves pela proposicao [1.3| e consequentemente sao aciclicos pelo teorema
. Uma vez que Ox é um feixe fino, todo Ox-médulo também é fino [23, Cap. II,
Exemplo 3.4 (e), p. 53]. Dai, Ox é aciclico. Além disso, pela proposicao 2.2, F é
gerado por segoes globais. Portanto, a categoria Ox -Mod satisfaz a condicao A2 da
definigao 2.1} Logo, Ox-Mod é uma subcategoria admissivel. Dali, pela observagao
, todo feixe F em Lfb(X) é finitamente gerado por segdes globais. Finalmente,
aplicando o Teorema de Serre-Swan 2.8, com C = Ox -Mod, segue o resultado. n

Corolario 3.7. Sejam X um espago topolégico paracompacto de dimensao finita e Cx o
feize das fungoes continuas de valores reais sobre X. Seja C'(X) a R-dlgebra T'(X,Cx).

Entao o funtor
['(X,e): Lfb(X) — Fgp(C(X))
¢ uma equivaléncia de categorias.

Demonstragao. Pelo exemplo [I.1] temos que o feixe das fungoes continuas de valores

reais sobre um espaco topoldgico paracompacto X é um feixe fino. Dali, pelo teorema

segue o resultado. O

3.3 Espacos C>-diferenciaveis

Seja A uma R-dlgebra comutativa com identidade. Um ideal m c A é dito real se o
mapa natural 7 : R — A/m é um isomorfismo (em particular, m é um ideal maximal
de A). Note que nicleo de qualquer morfismo de R-dlgebras A — R é um ideal real de
A, assim obtemos uma bijecao natural entre o conjunto de todos os ideais reais de A e
o conjunto de todos os morfismos de R-algebras A — R. Agora, veremos a definicao

de espectro real de uma R-algebra.
Definicao 3.1. O espectro real de uma R-algebra A é o conjunto
Spec,(A) := Homg_ns (A, R) = {ideais de A}.

Se x é um ponto de Spec.(A), entdo m, denota o correspondente ideal real de A e
0 : A — R denota o correspondente morfismo de R-algebras. Se f € A, o valor f(x)

de f em x é definido por
f(x):=06,(f) =classe residual de fem A/m, =R,
de modo que qualquer elemento f € A define uma fungao de valores reais em Spec,(A).
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Se M é uma variedade diferenciavel, entao o conjunto
Co(M)={f:M —R| fé uma fungao C=}

¢ uma dlgebra de Fréchet por [6, Cap. II, p. 28]. Um ideal a é dito um ideal fechado se
é fechado com respeito a topologia de Fréchet da convergéncia uniforme em conjuntos

compactos de fungoes e suas derivadas, definida em [0, Cap. II, p.27].

Definicao 3.2. Dizemos que uma R-algebra é uma dlgebra diferencidvel se é algebri-

camente isomorfa ao quociente
AzC>(R")/a

para algum n € N e algum ideal fechado a de C*(R"). Uma mapa A — B entre
algebras diferenciaveis é dito um morfismo de dlgebras diferencidveis e esse é um mor-

fismo de R-algebras.

Observagao 3.3. Para qualquer algebra quociente A = C*(R)/a, temos um homeo-

morfismo entre Spec, (A) e
(a)o:={zeR"| f(x) =0, para todo f €a}.
A demonstracao desse fato pode ser encontrada em [6l Proposigao 2.13, p. 30].

Como consequéncia da observacao anterior , temos que Spec,(A) é fechado, pois
¢ homeomorfo a um conjunto fechado. Em particular, é paracompacto, uma vez que é
subconjunto fechado de R™, que é paracompacto. Sejam A uma algebra diferencidavel

e U c Spec,(A) um aberto, entao defina
Sy={seA|s(x)+0, para todo x € U}.

Note que para x € Spec,(A) = Hompg_,1;(A, R), entdo s(z) é definido como s(z) = z(s).

Entao, Sy é um subconjunto multiplicativo de A. De fato,
e leSy,poisz(l)=1+0, VeeUel(zx)=1%0, YreU,

e Se s,5" € Sy, entdo s(z) # 0 e s'(x) #+ 0 Vo € U. Dai, (ss')(z) = z(ss') =
s(z)s'(z) +#0 Vo e U.

Defina agora o pré-feixe F por
F(U)=S;A.

O feixe associado (feixificagao) ao pré-feixe F é chamado o feize estrutural no Spec,(A).
Assim definimos um espaco localmente anelado (Spec,(A), A) sobre R. Se N é um A-

moédulo e U ¢ Spec,(A) é um aberto, entao

48



3. Algumas aplicagoes

HU)=S;'N=N®sS; A

¢ um pré-feixe. Denotaremos por N o feixe associado ao pré-feixe H(U). Assim,

podemos definir um funtor
¢: A-Mod — A-Mod.
Note que o funtor § definido na secao [I.2] do capitulo [I] é isomorfo ao funtor e.

Definicao 3.3. O espectro real de uma algebra diferenciavel é definido como um espago

localmente anelado sobre R, denotado por (Spec,(A), A).

Definigao 3.4. Um espago anelado (X,Ox) sobre R é chamado um espaco dife-
rencidavel afim de tipo finito se é isomorfo ao espectro real de alguma algebra dife-
renciavel. Um espaco localmente anelado sobre R é dito um espago diferencidvel local-
mente de tipo finito se para qualquer ponto x € X tem uma vizinhanca aberta U em

X tal que (U,Ox|y) espago diferencidvel afim.

Teorema 3.8 (Corolario do Teorema [2.8|). Sejam A uma dlgebra diferencidvel e
(X,0x) denotando o espectro real (Spec,(A), A). Entio, o funtor

['(X,e):Ox-Mod — A-Modo, pod

¢ uma equivaléncia categorica. Além disso, o Teorema de Serre-Swan ¢ vdlido para

(X,0x).

Demonstragao. O espaco topoldgico X é homeomorfo a um subconjunto fechado de R”
para algum n finito, pela observacao[3.3] Portanto, X é um espago topoldgico paracom-
pacto de dimensao topolégica limitada. Por [6, Theorem of existence of partitions of
unity, p. 52|, temos que o feixe Oy admite uma particao da unidade, consequentemente

¢ fino. Logo, pela observacao e o teorema [3.2] segue o resultado. O
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Apeéendice A
Alguns resultados de modulos

Definigcao A.1. Um A-médulo M é dito de apresentacdo finita se conicleo de um
homomorfismo A-mdédulos A™ — A" para alguns m,n € N ou, equivalentemente, se

existe uma sequéncia exata de A-mddulos da forma

Am An M 0

com m,n € N.

Apresentaremos agora alguns resultados importantes sobre médulos de apresentacao

finita.

Proposicao A.1. Seja (f;)icr uma familia de elementos de um anel A gerando o ideal
A de A. Para que um A-modulo M seja de apresentacao finita, € necessdrio e suficiente

que, para todo indice i, o Ay,-mddulo My, seja de apresentacdo finita.
Demonstragao. Ver [Il, Cap. 11, §5.1, Coroléario da Proposi¢ao 3, p. 109]. n

Proposicao A.2. Seja S um subconjunto multiplicativo de A e sejam M e N A-
mddulos. Se M € de apresentacao finita, entao o homomorfismo natural de S~'A-

maodulos

@ S™Y(Homy (M, N)) — Homg-1,(S~tM,SIN)

dado por ¢((E)) (%) = U(T), onde me M, s, teS eueHomyu(M,N), € isomor-
s s
fismo.

Demonstragao. Ver [5, Cap. 11, Proposigao 2.10, p. 69]. O

Proposicao A.3. Se M e N sio A-mdodulos, existe wm morfismo canonico de Ox-

modulos
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A. Alguns resultados de médulos

v: (Homy (M, N))* — Homz;(M,N).
Se M é de apresentacao finita, entao v é um isomorfismo.

Demonstracao. Ver [8, Cap. I, (ii) do corolario (1.3.12), p. 88].
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Apendice B

Categorias Abelianas

A proposta desde apéndice é explicitar algumas das propriedades de categorias

abelianas que foram usadas ao longo do texto. Por exemplo, foi assumido muitas

vezes durante o trabalho a existéncia de objetos como nicleos e conticleos, mais isso s6

se fez possivel pois as categorias abordadas durante essa dissertagao, sao na verdade

abelianas.

Definigao B.1. Uma categoria A é dita uma categoria abeliana, se os seguintes axiomas
de (Ab.1) a (Ab.6) sao satisfeitos.

(Ab.1)

(Ab.2)

(Ab.3)

Para cada par de objetos X,Y de A, Hom4(X,Y") é um grupo Abeliano. Mais
ainda, para objetos X,Y,Z de A a aplicacao

Hom(X,Y) x Hom4(Y, Z) — Hom (X, Z)
(f,9) —geof

¢é Z-bilinear. Isto é,

Z’LX%Y&Z

f2

tal que
go(fi+fa)=gofi+gofoem Homu(X,Z) e (fi+ fa)oh=fioh+ fyohem
Hom(Z',Y).

Existe um objeto 0 em A. Entao, Hom 4(0,0) é um grupo abeliano trivial.

Para qualquer que sejam os objetos X e Y em A, a soma direta (coproduto)
X @Y existe em A. Isto é, X @Y é um objeto em A que é representado pelo
seguinte funtor covariante de A para Ab, onde Ab denota a categoria dos grupos
abelianos:

Homy (X, o) x Homy(Y,e) : A~~~ Ab.
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(Ab.4)

(Ab.5)

Nomeadamente, para um objeto Z em A, existe um isomorfismo
X eYZ:=Homy(X @Y, Z) — Homy(X, Z) x Homu (Y, Z).

Para um morfismo f: X — Y em A, o objeto Ker(f) existe em A. Logo abaixo
serd dada a defini¢ao de nicleo de f (Ker(f)).

O nitcleo Ker(f) de um morfismo f : X — Y é um objeto que representa o

seguinte funtor contravariante:
Ker(Hom 4 (e, X) —— Hom (e,Y)) : A~~~ Ab
Nomeadamente,

Ker(f)Z := Homa(Z, Ker(f)) — Ker(Homu(Z, X) — Homu(Z,Y)). (B.1)

Para um morfismo f: X — Y, o objeto conticleo Coker( f) existe em A. Consi-

dere o funtor
Ker(Hom4(Y,e) —— Hom 4(X,e)) : A~ Ab (B.2)
Entao, o funtor é representado pelo objeto Coker(f) :

Coker(f)Z := Hom4(Coker(f), Z) — Ker(Hom4(Y, Z) — Homu(X, Z)).
(B.3)

Antes de apresentar o ultimo axioma Ab.6, é importante observar alguns detalhes.
Primeiro, observe que i : Ker(f) — X é um monomorfismo. De fato, se ¢, :
K — Ker(f) satisfazendo io¢ = io1), entao a composi¢ao com f : X — Y resulta
que foiogp=foiot =0. Por existe um unico ¢ : K — Ker(f) satisfazendo
tor=10¢ =101 : K — X, concluindo que ¢ = ¢ = 1. Consequentemente,
i+ Ker(f) — X é um monomorfismo. Por Ab.5 o contcleo Coker(i) existe
em A. Defina a coimagem de f: X — Y como o conticleo do morfismo i :
Ker(f) — X, isto é, Coim(f) := Coker(i). Agora, considere Z = Coker(f)
em . Entao, lcoker(r) € Hom4(Coker(f), Coker(f) determina um elemento
7 € Homy (Y, Coker(f)) satisfazendo mo f = 0. Agora, defina Im(f) := Ker(pi).
Por existe um unico morfismo g : X — Ker(7) = Im(f) fazendo o seguinte
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diagrama comutar:

Ker(f) —— X Y —Z— Coker(f) (B.4)

~
~
g9
W’l ~ ~ TZ,

n
Coker(i) — = » Ker()

Coim(/f) Im(f)

Além disso, pela unicidade de Coker(7), a igualdade goi = 0 implica que existe um
tnico h : Coker(i) — Ker(pi) = Im(f) fazendo o diagrama acima comutar.
Note que h é unicamente determinada. Pois, se existe outro A’ : Coim(f) —
Im(f), a igualdade i’ o hon' =i’ o b/ ot’ = f implica que hon’ = h' o', uma vez
que ¢’ ¢ um monomorfismo. Entao, como 7’ é um epimorfismo, segue que h = h'.
Denote Coim( f) := Coker(7).

(Ab.6) O morfismo h: Coim(f) — Im(f) é um isomorfismo.
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Apéndice C
Resultados Basicos

Com o objetivo de tornar a leitura mais agradével, esse apéndice foi desenvolvido
com algumas defini¢oes e resultados basicos que sao amplamente usados ao longo do
trabalho.

Definigao C.1. Sejam A e B duas categorias. Se F': 4 — Be G: B — A sdo
funtores, entao dizemos que F' é um adjunto a esquerda para G (equivalentemente: G

é um adjunto a direita para F') se existe um isomorfismo natural
p : Homy(e,G(e)) — Homp(F'(e), ).
Em outras palavras, para todo par de objetos A de A e B de B existe um isomorfismo
wap:Homy(A,G(B)) — Homg(F(A), B),
tal que para todo morfismo de objetos A’ R Aem Ae B-L B’ em B, o diagrama
Hom (A, G(B)) —=2 s Homg(F(A), B)
Hom(f,G(g))l JHom(F(f)vg)
Homy (A", G(B’)) —a Homp(F(A"),B’)
é comutativo.
Definicao C.2. Seja F': A — B um funtor. O funtor F induz o mapa
¢ :Hom4(A1, As) — Hompg(F(Ay), F(Ay))
Para cada par de objetos A; e Ay de A, o funtor F' é chamado
(i) Fiel se o é injetivo;

(ii) Completo se ¢ é sobrejetivo;
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(iii) Completamente fiel se ¢ é bijetivo;

(iv) Essencialmente sobrejetivo se para qualquer B € Ob(B) existe um objeto A €
Ob(A) tal que F(A) é isomorfo a B em B.

Definigao C.3. Uma equivaléncia de categorias F : A — B é um funtor tal que existe
um funtor G : B — A de modo que as composicoes F o G e G o F' sao isomorfas
aos funtores identidades Idg e Idy, respectivamente. Neste caso, dizemos que G é

quase-inverso para F'.

Lema C.1. Um funtor F : A — B € uma equivaléncia de categorias se, e somente se

F é completamente fiel e essencialmente sobrejetivo.
Demonstracao. Ver [11], Proposigao 1.3.13, p. 22]. O]

Definicao C.4. Seja X um espaco topologico. Um pré-feize de grupos abelianos

consiste dos seguintes dados:

P1. Para cada aberto U ¢ X, um grupo abeliano F(U);

P2. Para cada inclusdo V' ¢ U, um morfismo de grupos abelianos pyy : F(U) —
F (V') chamado morfismo de restri¢ao. Esses morfismos de restri¢oes estao sujei-

tos as seguintes condigoes:

(a) Para todo aberto U € X, pyy = 1dy;

(b) Para cada tripla W ¢V c U de abertos de X o seguinte diagrama

FU) ————F(V)

F(W)
é comutativo. Um elemento pyy(s) € F(V') é denotado por s|y.

Definicao C.5. Um pré-feixe F sobre um espacgo topoldgico X é um feize se satisfaz

as seguintes condicoes:

F1. Se U é um subconjunto aberto de X, {U;};; é uma cobertura aberta de U, isto

é, cada U; é um aberto e s € F(U) é um elemento tal que sy, = 0, para todo i € I,

entao s = 0;

F2. Se U é um subconjunto aberto de X, e {U;};c; é uma cobertura aberta de U,

cada U; é um aberto e tem-se s; € F(U;) para cada i € I, com a propriedade de

que para cada 4,7 € I, s;|y,nv; = Sjlu,nu;, entdo existe um elemento s € F(U) tal

que $|y, = s; para cada i € I.
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Definicao C.6. Seja X um espago topologico e Ox um feixe de anéis comutativos
sobre X. Um par (X,Ox) é chamado de espago anelado. Por outro lado, dizem-se que
o espago anelado (X,Ox) é localmente anelado se o talo Ox, é um anel local para

todo x em X, isto é, Ox, possui um unico ideal maximal.

Definigao C.7. Um morfismo de espagos anelados de (X,Ox) para (Y,0y) é um
par consistindo de uma mapa continuo f: X — Y e f: Oy — f,Oyx um morfismo

de feixes de anéis sobre Y, onde f,Ox(V) = Ox(f~1(V)) para cada aberto V de Y

_ W)
= Pryw)

dizemos que (f, f): (X,0x) — (Y,0Oy) é um morfimo de espagos anelados.

e restrigoes f.pY : para cada inclusao ¢ : U — V de abertos de Y. Assim,

Definigao C.8. Seja f: X — Y um mapa continuo. Seja F um Ox-mddulo e G um
Oy-médulo. Um f-mapa v: G — F é uma colegao de mapas vy : G(V) — F(f~1(V))

indexado por subconjuntos V c Y tal que o diagrama

G(V) == F(fH(V))

7t
V)

G(U) == F(HU))

s p

é comutativo para todo U c V c Y aberto.

Definigao C.9 (Esquema afim). Um esquema afim é um espaco localmente anelado

que é isomorfo (como um espago localmente anelado) ao espectro de algum anel.

Definigao C.10. Um esquema é um espago localmente anelado (X,Ox) tal que
seu espaco topoldgico subjacente admite uma cobertura aberta X = U, U; tal que

(Ui, Ox|y,) é um esquema afim para cada i € [.

Definicao C.11. Seja Ox um feixe de anéis. Um Ox-moddulo F sobre X é dito injetivo
(com respeito a Oy) se, para qualquer subfeixe # de um feixe G sobre X e qualquer
homomorfismo de Ox-médulos h: H — F existe uma extensao g: G — F de h. Isto

é, F ¢ injetivo se o funtor contravariante
Homp, (o, F)

é exato a direita.

Definigao C.12. Uma categoria A possui injetivos suficientes se, para todo A € Ob(.A)

existe um Ox-mddulo F e um monomorfismo ¢: A — F.

Teorema C.2. A categoria Ox -Mod possui injetivos suficientes.
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Demonstracao. Ver [3, Cap. 11, segao 3. ]

Definicao C.13. Seja C uma categoria abeliana com injetivos suficientes. Seja F ¢

Ob(C). Uma resolucao injetiva de F é um complexo

0—— FO—s Fl — F2

junto com o mapa F — FY tal que

0 F——s FO s Fl s F2

é exato.

Definicao C.14. O i-ésimo grupo de cohomologia de X com coeficientes em um Ox-

mddulo F, denotado por H'(X,F), é o i-ésimo grupo de cohomologia do complexo
° d* d?
0—I'(X,F°) —I'(X, F!) — (X, F?) — ...
isto é,

Ker(d': T'(X,F') — I'(X, Fi*l))
Im(di-: T'(X, Fi-1) — I'(X, F)))’

H (X,F)=
Quando H*(X,F) =0, para todo i >0, F é chamado um feize aciclico.

Teorema C.3. Seja X um espaco topologico paracompacto. Entdo para qualquer feize

F sobre X, temos
(i) HY(X,F)=T(X,F);
(i) Se F ¢é suave, entao HP(X,F) =0, para p> 0.
Isto €, todo feixe suave sobre um espago topolégico paracompacto é aciclico.

Demonstragao. Ver [23] Teorema 3.11, p. 56]. ]
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