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Resumo

Neste trabalho, abordamos dois conceitos importantes: o Polinomio de Taylor e
a Série de Taylor. Apresentamos como o Polinomio de Taylor pode ser usado para
aproximar o valor de func¢oes analiticas na vizinhanca de um ponto determinado e esti-
mamos a precisao da aproximagcao obtida. Posteriormente, estudamos a possibilidade
de representar, localmente, funcoes através de uma série de poténcias, chamada série

de Taylor. Finalizamos apresentando algumas aplicagoes dos resultados obtidos.

Palavras-chave: Polinomio de Taylor, Série de Taylor.



Abstract

In this work, we present two important concepts: Taylor Polynomial and Taylor
Series. We discuss how the Taylor Polynomial can be used to approximate the value
of Analytic functions in the neighborhood of a given point, and estimate the precision
of the approximation obtained. Subsequently, we study the possibility of locally re-
presenting functions through a power system, called the Taylor Serie. We conclude by

presenting some applications of the results obtained.

Keywords: Taylor Polynomial, Taylor Series.
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Introducao

Neste trabalho apresentamos uma teoria publicada em 1715 no livro Methodus
Incrementorum Directa et Inversa, escrito pelo matematico Brook Taylor que nasceu
em 1685 e morreu aos 46 anos em 1731. Como sua familia era rica Taylor teve toda sua
educagao basica em casa com professores particulares e somente aos 18 anos, (1703),
inicia seus estudos na universidade de St. John de Cambridge, onde formou-se em
direito no ano de 1709 e durante esse periodo ja estava bastante envolvido com a
Matemaética.

Entre 1712 e 1724, publicou treze artigos relacionados com a Matematica. Dentre
eles, um novo método para computar logaritmos. No ano de 1715 publica dois livros:
Methodus Incrementorum Directa et Inversa e Linear Perspective. Neste primeiro, se
encontra a Formula de Taylor e as representacao de fungoes em série. Apesar de James
Gregory (1638 — 1675) ja trabalhar com essas séries e Johann Bernoulli (1667 — 1748),
matematico de sua época, também conhecer essa representacao, Taylor desenvolveu
sua férmula sozinho sem o conhecimento do trabalho dos outros e foi o primeiro a
enuncia-la e descrever sua forma geral. Assim, o polinomio aproximador de funcgoes
viria a ser conhecido como o Polinomio de Taylor e as representacoes de funcoes em
série como Série de Taylor. Esse reconhecimento sé aconteceria alguns anos apds a sua
morte, pois na sua época, sua teoria nao foi vista como importante.

Colin Maclaurin (1698 — 1746) citou a obra de Taylor em um livro no ano de
1742, popularizando as representacoes de fungoes em série e trabalhando com um tipo
especifico de série, as centralizadas na origem, por isso essas séries ficaram conheci-
das como Série de Maclaurin. Mas foi a partir de 1772, que Joseph Louis Lagrange
(1736 — 1813), reconhece a importéancia do trabalho de Taylor e elege seu teorema como
principio béasico do calculo diferencial. No ano de 1786 o termo série de Taylor comeca
a ser utilizado. O Polinomio e a Série de Taylor, sao temas presentes em diversos livros
de céalculo e analise e essa teoria se tornou a base de programacao de calculadoras e
softwares.

No Capitulo 1, descrevemos alguns conceitos fundamentais do calculo utilizados

na abordagem do tema deste trabalho. Dentre eles destacamos limites e derivadas e



Teoremas como o de Rolle e de Cauchy.

O Capitulo 2 é dedicado ao Polinomio de Taylor, demonstrando casos mais sim-
ples como o Polinomio de ordem 1 e generalizamos a expressao de sua féormula para
todo natural. Vale ressaltar que em toda estrutura deste capitulo e dos demais, apre-
sentamos alguns exemplos para melhor entendimento da teoria de Taylor, mostrando
a visualizagao grafica dos resultados, toda construida com auxilio do recurso compu-
tacional Geogebra Match. Finalizamos o capitulo desenvolvendo a série de Taylor e
entendendo sua diferenca com o Polinomio. Nesta parte, observamos que determinadas
funcoes podem ser representadas pela série de Taylor e algumas delas validas para todo
ndmero real.

No Capitulo 3, mostramos a aplicacao o Polinomio e Série de Taylor para obter
alguns resultados classicos. Destacamos uma féormula para obter uma aproximacgao
para o valor de 7 e estimativas de dreas, aplicacao de fundamental importancia prin-
cipalmente para obtermos o valor de integrais definidas de algumas fungoes, que pelas

técnicas de integragao conhecidas no célculo nao podem ser resolvidas.



Capitulo 1

Conceiltos Fundamentais

Apresentamos neste capitulo uma breve nocao de Funcao juntamente com alguns
tipos e representacoes graficas e conceitos fundamentais do Calculo Diferencial e In-
tegral. Dentre essas defini¢coes do calculo abordamos a nogao intuitiva de limites, sua
definicao formal e regras de operacoes. Apresentamos o conceitos de derivada, regras
operatorias e demonstragoes da derivacao de algumas fungoes, como as trigonométricas.
Importantes teoremas do calculo serao demonstrados, como o do confronto, o de Rolle
e o Teorema de Cauchy. Concluimos o capitulo com a definicao e exemplificacao de
Série de Poténcias, conceito de extrema importancia para o entendimento das Séries
de Taylor estudadas no capitulo 2.

Vale ressaltar que nao abordamos o estudo de Séries, pois apenas utilizamos critérios
de convergéncia para verificacao em séries de poténcias. Esses detalhes podem ser
analisados em [6] p. 12 e [II] p. 539. Utilizamos também em alguns momentos técnicas
de integragao, ao integrarmos uma série de poténcias termo a termo e na aplicagao de
estimativas de dreas no capitulo 3. Tais técnicas podem ser observadas em [2] p. 337.

Esse capitulo é fundamental para o entendimento de demonstracoes posteriores.

1.1 Funcoes

Nesta secao vamos analisar a definicao de funcao, alguns tipos e suas representacoes
graficas. Para maiores detalhes ver [2] p. 26, [10] p. 56. e [7] p. 11.

Podemos definir uma funcao f, como uma relagao entre dois conjuntos A e B, onde
para todo valor de x do conjunto A existe um unico y que pertence a B. O conjunto
A serd chamado de dominio, o B de contradominio e cada elemento unico b € B,
associado a um elemento a € A, sera chamado de imagem de f quando x = a ou
ainda o valor que f assume em a. Em geral uma funcao assim definida é indicada por

f:A— B (f de Aem B). Em particular uma fungao de uma variavel real a valores
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reais é uma funcao em que A C Re B C R.

A representacao grafica de uma funcao é o conjunto de todos os pares ordenados
(z, f(x)) para todo x do dominio da f. Além disso quando x percorre o dominio, a
funcao sera crescente ou decrescente para todo x ou apresentar crescimento e decresci-
mento em intervalos desse dominio. Dessa forma na Definigao [I.1] formalizamos esse

conceito.

Definicao 1.1. Uma fungao serd crescente em um intervalo I se f(z1) < f(z2) sempre

que z; < xo em I. E serd decrescente se f(x1) > f(x2) sempre que x1 < x5 em 1.

Na figura percebemos que no intervalo [a, ] e [0, ] a fungao é crescente, ja no

intervalo [b, 0] a fungao é decrescente.

Figura 1.1: Grafico de uma fungao para andlise de crescimento e decrescimento
Funcoes Polinomiais. Sao fungoes cuja lei de formagao é um polinémio, ou seja,
-1
f(z) =az" + ap12" " + ...+ a1x + ag

com a, # 0 e a,, G,_1, Ay_o,..., Gy S0 numeros reais fixados, coeficientes do po-
linomio. Tais funcoes sao definidas nos reais e o numero n € N representa o grau do
polinomio. Em particular o Polinomio de Taylor que sera construido no capitulo 2 ¢é

um exemplo de funcao polinomial. Vejamos o grafico de algumas funcoes polinomiais.

a. f: R — Rdada por f(z) = ar+b é uma fungao polinomial do primeiro grau com
a e b nimero reais e a,, # 0. Também conhecida como fung¢ao afim, seu grafico
é uma reta que intercepta o eixo das abscissas no ponto (%, 0] e o eixo das
ordenadas no ponto (0,b). Se o valor de a conhecido como coeficiente angular,
pois o0 mesmo ¢ a tangente do angulo formado pela reta e o eixo das abscissas, for

positivo a funcao sera crescente e caso seja negativo a funcao serd decrescente,

Figuras [1.2] e [I.3]
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a>0

Figura 1.2: Coeficiente angu-

lar positivo

a<0

Figura 1.3: Coeficiente angu-

lar negativo

Como aplicagao podemos visualizar na Figura [1.4] o grafico da fungao crescente
f(x) =22 — 4 e na Figura o grafico da fungao decrescente f(z) = —2x — 4.

Y

4

w

f(z)=2x—4

Y

4

flx)=—2x—-4 2

Figura 1.4: Gréfico de f(z) = 22—

4

Figura 1.5: Gréfico de f(z) =
—2z —4

b. f:R — Rdada por f(z) = ax?+bx+c com a, b e c niimero reais e a,, # 0, é uma

funcao polinomial do segundo grau também conhecida como0 funcao quadratica.

Seu grafico é uma parabola que tera concavidade para cima se a > 0 e para

baixo se a < 0. Podemos observar os gréificos das funcoes f(r) = 2° — 5z +6 e

fz) =

—x? + 5z — 6 nas Figuras e respectivamente.



1. Conceitos Fundamentais

Figura 1.6: Gréafico da funcao Figura 1.7: Gréfico da funcao
flr)=2*—-52+6 f(x) = —2®+5x —6

Fungao Exponencial. De maneira geral é uma fungao da forma f(x) = a® com a
uma constante real, positiva e diferente de 1. Dessa forma a imagem dessa fungao sera
maior do que zero para todo x € R. Podemos perceber também que pela Definigao [1.1],
de funcao crescente e decrescente, essa funcao serd crescente se a > (0 e decrescente se

0 < a < 1. As representacoes graficas dessa funcao podem ser visualizadas nas Figuras
[1.§ e [I.9] respectivamente.

f(z) =a”
(0<a<1)

xT

Figura 1.8: Grafico de f(z) = a” Figura 1.9: Grafico de f(x)
para a > 1 para0 <a <1

a

Em particular no tema principal, o Polinomio de Taylor, vamos construir a apro-
ximacgao da funcao exponencial de base a igual ao nimero de Euler 2, 71828182.. ., ou

seja, f(z) = €%, que por sua vez terd sua representagao grafica semelhante a Figura

L8
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Funcao Logaritmica. Para tais fungoes devemos saber que pela definicao de loga-

ritmo, temos que se a, b e R, 0 <a#1eb >0,
log, b=y <= a’ =b.

Assim o logaritmo de um nimero b > 0 na base 0 < a # 1, é o expoente que devemos
dar a base a de modo que a poténcia obtida seja b. Assim uma funcao logaritmica é
uma funcao f : R} — R que associa cada x ao ntimero log, x com 0 < a # 1. Podemos
perceber que o grafico estara todo a direita do eixo y e intercepta o eixo das abscissas
no ponto (1,0), pois log, 1 = 0 para todo 0 < a # 1, e ainda que se a > 1 a funcao
sera crescente e caso 0 < a < 1 a funcao serd decrescente, tais situacoes podem ser
verificadas nas Figuras e respectivamente.

Y Y
f(x) = logaz f(z) = log.x
(1,0) X (1,0) X
a>1 0<a<1
Figura 1.10: Gréfico de f(x) = Figura 1.11: Gréfico de f(z) =
log, z paraa > 1 log, z para 0 < a <1

Funcoes Trigonométricas. Vamos apresentar as definigoes das principais fungoes
trigonométricas: seno, cosseno e tangente. Para maiores detalhes ver [2] p. 50. Ini-
cialmente vamos considerar uma circunferéncia A de raio 1 centrada na origem de um
sistema cartesiano e uma fungao f : R — A, que associa um nuimero real x em unida-
des de radianos a um ponto P na circunferéncia, ou seja, um arco de comprimento x
associado a um par ordenado no plano que é um ponto pertencente a circunferéncia.
Essa circunferéncia é conhecida como Circulo Trigonométrico (Figura e é
orientada positivamente de A para B e negativamente de A para B’. Assim observando
ainda a Figura[l.12] temos que em f(z) = P, z é positivo e em f(z) = P’, x é negativo.
Em particular sabemos que o comprimento de uma circunferéncia é 27 R, onde R

é o raio. Portanto o Circulo Trigonométrico tem comprimento 27, assim concluimos
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conforme a Figura(l.12|que, f(0) = A, f(§) = B, f(r) = A, f(?’TW) = B'e f(21) = A.

Podemos perceber também que f(z) = f(x + 2m) e portanto a fungao f é periédica e

seu periodo é 27 e os arcos que diferem de um ntimero inteiro de voltas sao chamados

de arcos congruos.

(—1,0) A’

(0,1)

A (1,0)

B

(Os _1)

Figura 1.12: Circulo Trigonométrico

Seno, Cosseno e Tangente. Seja z um arco AP no Circulo trigonométrico (Figura

1.13). Aplicando as razoes trigonométricas seno e cosseno do angulo x no triangulo

retangulo OP, P, temos que sen(x) = OP; (ordenada do ponto P) e cos(z) = OPF;

(abscissa do ponto P).

(~1,0) A’

(0,1)

A (1,0)

(0,-1)

Figura 1.13: Seno e Cosseno no Circulo Trigonométrico

Para verificarmos a Tangente no Circulo Trigonométrico, vamos tomar a reta tan-

T
gente a circunferéncia no ponto A = (1,0) e um numero real z # — + k7 com k € Z.

Aplicando a tangente do angulo x no triangulo retangulo OAT (Figura |1.14]), con-

cluimos que tg(z) = AT.
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<

-

cla=@,0

Figura 1.14: Tangente no Circulo Trigonométrico

Funcgao Seno e Fungao Cosseno. A funcao f: R — R definida por f(z) = sen(z),
que associa cada valor de x em radianos ao nimero sen(x) é chamada de fungao Seno,
cuja representagao grafica pode ser observada na Figura [1.15] A funcao g : R — R
definida por g(x) = cos(x), que associa cada valor de x em radianos ao niimero cos(x)

é chamada de fungao cosseno com representacao grafica na Figura [1.16

f(@) = sen(x)

/—211 a2 R mi2 w2 B ami2 2 X
-1

Figura 1.15: Grafico da Funcao f(x) = sen(z)

y

o 3nv/ 2 [) ™ \:/ /2 o M
-1

Figura 1.16: Grafico da Funcao g(x) = cos(x)

g(x) = cos(x)

Podemos perceber que as fungoes seno e cosseno sao peridédicas de periodo 27, pois
sen(z) = sen(x + 27m) e cos(x) = cos(x + 27) e a imagem dessas fungoes é o intervalo
[—1,1], ou seja, [sen(x)| < 1 e |cos(z)] < 1.

Fungao Tangente A fungao h : {x € R/x # g + km,k € Z} — R definida por
h(z) = tg(z), que associa cada valor de x em radianos ao nimero tg(x), é chamada de

funcao Tangente. Seu grafico pode ser visualizado na Figura|l.1

10
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<

h(z) =tg(x)

/2" 32 - 2 T2 T 3mi2 o X

Figura 1.17: Gréfico da Funcao h(z) = tg(z)

Concluimos observando que a funcao tangente é periddica de periodo 7, ou seja,

tg(x) = tg(x + ) para todo x real diferente g + km, sendo k um nimero inteiro.

1.2 Limites

Vamos considerar uma placa metalica quadrada que se dilata uniformemente quando
aquecida. Denotamos por x o comprimento de cada lado dessa placa, temos que sua
drea é dada por A = z2.

Suponhamos que 3cm < x < 4cm e que ao ser aquecida suas medidas lineares se

aproximam de 4cm. Assim, cada vez que x se aproxima de 4cm a 4rea tende a 16cm?,
Figura [1.18]

23
22
21
20
19

18

160 — — — —
15
14
13
12
1
10

R

,,,,,, X
6 5 -4 321 (01 2 3.4 56 7 8 9

Figura 1.18: Comportamento da funcao f(z) = z? para valores de = & esquerda de 4.

Agora vamos considerar que 4cm < x < Hem e a placa sofra uma contracao térmica

11
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de maneria que suas medidas lineares novamente se aproximam de 4cm. Dessa maneira,

a drea estard novamente se aproximando de 16cm?, Figura [1.19]

6 -5 -4 -3 -2 -1 |01 2 3 4.5 6 7 8 9 X
-

Figura 1.19: Comportamento da funcao f(z) = 2% para valores de z & direita de 4.

Percebemos que quando os valores de z se aproximam de 4cm pela direita ou pela
esquerda, a 4rea estard cada vez mais préoxima de 16em?. Podemos expressar este
comportamento matematicamente, dizendo que o limite da funcio 2% quando z estd

proximo de 4em é 16, em simbolos,

lim z® = 16.

E importante salientar que a ideia de limite estd relacionada a entender o compor-
tamento de uma funcao na vizinhanca de um ponto dado. No exemplo acima, estamos
interessados em determinar o comportamento de f(x) = x? para valores que estao
proximos a 4cm. Pode acontecer ’gambém do limite nao ser tao evidente. Por exemplo,
considerando a funcao f(x) = %x_—xl_l Vamos determinar qual o comportamento
dessa funcao para valores de x préximos de 1. Nas Tabelas e observamos os

valores de f para proximos de 1, porém menores que 1 e maiores que 1, respectivamente.

z 0,5]0,75(0,90,99
Flz)| 2 | 2,5 |28]208

Tabela 1.1: Valores de f(x) para x & esquerda de 1

12
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z |1,5]1,25|1,1/1,01
flx)| 4 | 3,5 [3,2]3,02

Tabela 1.2: Valores de f(x) para z a direita de 1

o2t —z—1
Por esses resultados somos levados a supor que hn% ——1 - 3.
T— xr —

De fato, o dominio dessa funcao abrange todos os reais exceto o 1 que anula o
denominador. Porém, isto nao é relevante para o calculo do limite, pois estamos in-

teressados em observar o valor de f para pontos numa vizinhanca de 1. Entao, para

x#1 )
f(:c)zQx —r—1 (Q2r+1)(z—-1)

Logo, para x # 1, o comportamento da fungao f ¢é semelhante ao comportamento da

=2z + 1.

z—1 a z—1

funcao 2x + 1 (Figura[1.20)). Neste caso, intuitivamente, podemos dizer que quando z

se aproxima de 1 os valores de f(x) se aproximam de 3.

flz)y=2z+1

" Ponto (1,3) excluido do grafico

L1
Xp 1 Xy
- -

22 —xr—1

para x proximo de 1
r—1

Figura 1.20: Comportamento da func¢ao f(z) =

Com base nas ideias expressadas nos exemplos anteriores, apresentamos a seguir a

definicao de limite e visualizamos graficamente na Figura [1.21]

Definicao 1.2. Sejam [ um intervalo aberto e ¢ um nimero real tal que a € I. Se
uma funcao f esta definida para todo x € I, exceto possivelmente em a, dizemos que
o limite de f(z), quando x tende a a é L, se para todo € > 0 existir 6 > 0 tal que

0 < |z —a| < ¢ implica |f(z) — L| < e. Neste caso, escrevemos lim f(z) = L.

r—a
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. - — —

a+d x

Figura 1.21: Grafico que expressa o conceito formal de limite

Em outras palavras lim f(z) = L, se e 86 se V € > 0 existe § > 0 tal que se x
r—a
estd no intervalo aberto (a — d,a + 6) e x # a, temos que f(x) pertence ao intervalo

(L—¢,L+e).

Exemplo 1.1. Vamos usar a defini¢ao de limite para mostrar que 111112 (—2z+7)=3e
z—
visualizar este resultado na Figura [1.22] De fato, dado ¢ > 0, desejamos encontrar um

numero ¢ > 0 tal que se
O<|z—=2|<d=|(-22+T7)—3|<e¢

Como |(—2z 4+ 7) — 3| = | — 2z + 4| = 2|z — 2|. Dessa forma, queremos determinar um
numero real § > 0 tal que

€

0<|:):—2|<5:|x—2|<2

€ €
Isso sugere escolher § = 3 Portanto, dado ¢ > 0, escolhemos § = 5 temos que se
0 < |z — 2| < 0 entdo,

€

(~22+7)=3| = | =20 +4| = [(-D)(x = 2)| = |(-2le — 2| = 2w — 2| <2 = 2.

= €

Assim,
O<|z—=2<d=|(-22x+T7)—3|<e

14



1. Conceitos Fundamentais

y=-2x+7

Figura 1.22: Grafico da fungao f(x) = —2x + 7 para visualizagdo do lim(—2z + 7) = 3

r—2

Teorema 1.1. Seja f uma funcao definida num intervalo aberto I com a € I. Se
lim f(x) = Ly e lim f(x) = Ly entdo Ly = Ly. (Unicidade do Limite).
Tr—a Tr—a

Demonstragao.
De fato, suponhamos que lim f(x) = Ly e lim f(z) = Ly com Ly # Ly. Pela de-
T—a Tr—a

finicao, se 9161_{1% f(z) = Ly, temos que dado € > 0 existe d; > 0 tal que:
O<|xr—a|l<d=|f(x)—Li| <€
Da mesma maneira, se il_rg f(z) = Lq, entao dado € > 0 existe d > 0 tal que
O0<|r—a|<de=|f(x)— Lo| <€
Temos pela desigualdade triangular que se 0 < |z — a|] < § = min.{d1, d2}, entdo
Ly = Lo| = [L1 = f(x) + f(2) = Lo| < [f(2) = La| + | f(2) — Lo| = |L1 — Lo| < 2¢
Tomando-se € = 1|Ly — Ly| > 0, temos que

1
|L1—L2| <2€:2'§’L1—L2| = ’Ll—L2|

o que é um absurdo. Logo, Ly = Ls.
No que segue, vamos enunciar algumas das principais propriedades das operagoes

com limites. Para maiores detalhes veja [1] p. 127.
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Teorema 1.2. Seja K wuma constante qualquer. Suponhamos que lim f(z) =L e
T—a
lim g(x) = M. Entao,

1. im[f(z) £ g(z)] = L+ M;
r—a

2. im[K f(x)] = KL;
r—a

3. lim K =K

r—a

4. lim[f(z)g(z)] = LM;

r—a

@) i@
5. alclir}lg($) = h_r)ng(x) = se M # 0.

Vamos demonstrar apenas o item 1, para as demais demonstracoes veja [2] p.98.
Demonstracgao.

Se lim f(x) = L entao dado € > 0 existe d; > 0, tal que
T—a

1
0<|x—a|<51:>]f(x)—L]<§e.

Da mesma maneira se lim g(x) = M, entdao dado € > 0 existe dy > 0, tal que
r—a

1
0<|x—a|<52:>|g(x)—M|<§e.

Se § = min{dy, 2}, entao

1
O<|x—a|<5:>|f($)—L|<§e

1
0<|z—al<d=|g(x)— M| < 3¢
Pela desigualdade triangular que |f(z) — L+ g(x) — M| < |f(z) — L| + |g(z) — M|.

Portanto,

7(@) + () — (L + M)| < (@) = L]+ lgle) — M| < ge+ ge

Hﬂ@+m@%%L+MM<%+%gq

Assim,
O<l|zr—a|l<d=|[f(x)+gx)—(L+ M) <e

Logo, ilir(ll[f(l%) +g(z) =L+ M.
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-3
Exemplo 1.2. Vamos calcular lim \/_—\/—
=3 12 — 21 — 3

rema pois lir% z? — 22 — 3 = 0, mas multiplicando o numerador e denominador por
T—r

VT + /3, obtemos

. Nao podemos usar a regra 5 do Teo-

lim \/_;\/g = lim (z —3)
A28 G-+ DV VD)

Aplicando agora a regra 5 do Teorema (1.2 concluimos que

1 1

A (z+ D (VT +v3) 83

Teorema 1.3. (Teorema do Confronto.) Sejam f, g e h funcgoes definidas num

intervalo real aberto contendo xq, exceto possivelmente em xg, tal que f(x) < g(x) <

h(x), temos que se

lim f(z) =L = lim h(z)

T—To T—T0
entao,
lim g(x) = L.

T—T0

Demonstracgao.

Como lim f(z) = L, temos que dado € > 0 existe d; > 0 tal que

T—rT0

0<|z—m0] < =|f(x)—L|<e.

Da mesma maneira, se lim h(z) = L, temos que dado € > 0 existe d; > 0 tal que:
T—T0

0< |z —ax0| <= |h(z) — L| <e.

Tomando § = min{dy,d2}, temos que 0 < |x — x9| < 0 implica |f(z) — L| < €
e |h(zr) — L] < eouainda L —e < f(r) < L+ee L —e < h(zr) < L+ e Como
f(x) < g(z) < h(x) temos que

L—e< f(z)<g(x)<h(x)<L+e
Portanto,
0<|z—m0] <d=|g(x)—L| <e
ou seja, lim g(z) = L.

T—TQ

Definigao 1.3. Seja f uma funcao tal que o seu dominio contém o intervalo aberto

(a,b) com a, b € R. Dizemos que o limite de f(x) quando z tende a a pela direita é L
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e denotamos

lim f(x)=1L

z—a™t

se dado € > 0 existe § > 0 tal que se a < x < a+ 6 entdo |f(z) — L| < e.

Definigao 1.4. Suponhamos que exista um intervalo aberto (¢, a) com a, ¢ € R contido
no dominio da f. Dizemos que o limite de f(z) quando = tende a a pela esquerda é L,

denotamos

lim f(x)=1L

T—a—

se dado € > 0, existe § >0 talque a — 0 <z <a = |f(x) — L| <e.

As Definigoes e sdo conhecidas como limites laterais e nos auxiliam no
tratamento do limite de funcoes definidas por partes. Vejamos a demonstracao desse

fato no Teorema [1.4]

Teorema 1.4. Seja f uma fungdo e suponha que os intervalos (c,a) e (a,b) com
a, b, c € R estejam contidos no dominio dessa funcdo. Entado,

lim f(z) = L <= lim f(z)= lim f(z)=1L

r—a z—at T—a~

Demonstracgao.

Se Jlﬁlgllf(:c) = L, temos que dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que |zr —a| < § =
|f(z) — L] < e. E 0o mesmo que afirmar que a — 6 < £ < aoua < & < a+0
= |f(z) — L| < e. Concluimos entao que gcli)rtrll+ flx) = xlfil_ f(x)=L.

Reciprocamente se xlirg f(z) = L temos que dado € > 0, existe §; > 0 tal que
a<x<a+d0, = |f(z)—L| <e Analogamente se lim, ,,- f(x) = L entdao dado € > 0,
existe 62 > 0 tal que a — 62 < & < a = |f(z) — L| < e. Tomando § = min{d,d2}
temos quea—d <z <aea<zr<a+d=|f(xr)—L| <e Logo0<|z—al<d=

|f(z) — L| < e, ou ainda lim f(z) = L.
T—a

Exemplo 1.3. Consideramos a funcao definida por

f(:l:):{ 5—122 se z<1

22+3 se x>1

Vamos determinar se lirr{ f(z) existe. Temos,
T—

lim f(z) = lim 2> +3 =4

z—1+ z—1t
lim f(r) = lim 5 —2* =4
z—1- z—1-

18
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Logo, pelo Teorema temos que os limites laterais existem e possuem o mesmo
valor. Portanto, lirq f(z) = 4. A visualizacao gréfica deste exemplo esta representada
T—

na Figura|1.23|

Figura 1.23: Gréfico da fungao f(z) dada no Exemplo

1.3 Limites Infinitos

Seja f uma funcao definida em um intervalo aberto contendo a exceto possivelmente
em a. Se, quando x se aproximar de a, f(z) crescer ilimitadamente diremos que
glcl_rg f(z) = +o0. Caso f(x) decresga ilimitadamente diremos que ilg(ll f(z) = —oc.

Formalmente para lim f(z) = 400, temos que dado um ntimero M > 0 existe 6 > 0
tal que 0 < |z —al < gz f(z) > M. Analogamente para lim f(z) = —oo, temos que
dado um nimero M < 0 existe § > 0 tal que 0 < |z — qf l:g = f(z) < M. As duas
situagoes podem ser visualizadas graficamente nas Figuras e[1.25

Figura 1.24: Gréfico representando a definigao de lim f(z) = 400

r—a
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Figura 1.25: Gréfico representando a definigao de lim f(z) = —oo
Tr—a

Teorema 1.5. Se n € natural par entdo, lim = +o00. Se n for natural impar

r—a (x — a)”
1
entdo, lim —— = 400 e lim —— = —00.
z—at (.’17 — Cl)n r—a~ (.%' — a)”

Demonstragao.
Considere a func¢do f(z) = (r — a)” com n um ndimero natural par. Temos que
lim f(x) = 0. Observando também que f(z) > 0 para todo x em a < z < a + 4, onde

Tr—a

0 > 0 e pelo fato de lim+ f(z) =0, temos que dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
Tr—a

1 1
a<zr<a+d=|f(r)-0<-=0< f(x) < -
€ €

1
Assim, se a < r < a + ¢ entao > €. Logo,
f(z)
li ! +
im —— = +o0.
z—at f(%)

Como lim f(x) =0, temos que dado € > 0, existe § > 0 tal que

r—a~

1 1
a—5<:c<a:>|f(x)—0|<E:>0<f(x)<z.

1 1
Assim, a — ) < x < a = —— > €. Portanto, lim —— = +oo. Concluimos entao que
f(z) aa- f(x)
para todo n natural par lim ——— = +o0.

z—a (r — a)n
Suponhamos agora f(z) = (z — a)” com n um ndmero natural impar. Novamente

temos lim f(z) = 0 e f(z) > 0 para todo x em a < z < a+ 6, onde § > 0. Assim,
Tr—a

como lim f(z) = 0, concluimos de modo anédlogo ao anterior que lim —— = +o0.
z—at z—at (33')

Agora, tomando a — d < z < a temos f(x) < 0 para todo z desse intervalo. Assim

20



1. Conceitos Fundamentais

sendo lim f(z) = 0 temos que dado € > 0, existe § > 0 tal que

Tr—a
1 1
a—d<z<a=|f(r)-0<-=—f(r) < -
€ €
Logo,
f(x) > ! = ! <—e<0
x) > —— —€
e fla)
. . 1
Assim, lim — = —o0.
T—a~ (I — a)"
, - ) . . 1
Concluimos entao se n for natural impar, lim ——— = 4ocoe lim —— =
z—at (ﬂj‘ — CL)” T—a~ (!17 — CL)”
—00.
1
Observamos que em qualquer caso o grafico da funcao f(x) = (— possui um
r—a)”

assintota vertical x = a e o eixo das abscissas é uma assintota horizontal, pois quando

z tende a infinito f(x) tende a zero.

1
Exemplo 1.4. Seja a funcao f(x) = W Analisando as Tabelas e ,
I‘ J—

podemos observar o comportamento de f(x) nas seguintes situagoes:

x |3]25]225]201 |2 001
F)| 1| 8 | 64 | 105 | 10°

Tabela 1.3: Comportamento de f(x) para = a direita de 2

x | 1 [1,5(1,75] 1,99 | 1,999
flz) | =1| =8 | =64 | —10° | —10°

Tabela 1.4: Comportamento de f(z) para x a esquerda de 2

Com base nestes resultados percebemos que para valores de z préximos de 2, porém
maiores que 2, a funcao cresce ilimitadamente e para valores de x proximos de 2, porém

menores que 2, a funcao decresce ilimitadamente.

1 1
Com base no Teorema (1.5 concluimos que lim —— = oo e lim — =
z—2F (ZL’ — 2)3 T2~ (l‘ — 2)3
—00, representado graficamente na Figura [I.26]
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Figura 1.26: Gréfico da fungao f(z) = W
l’ J—

1.4 Funcgoes Continuas

Definicao 1.5. Dizemos que uma funcao f definida em um intervalo aberto é continua

em xo do seu dominio se lim f(x) = f(xo).
T—T0

1
m e xg = 4. Como para xg = 4,

f(zo) ndo esta definida e lirr}l f(z) = 400, concluimos que f nao é continua em zo = 4
z—
(veja Figura|1.27]).

Exemplo 1.5. Consideramos a funcao f(x) =

<

IS

)

Figura 1.27: Gréfico da fungao f(x) = <—4)2
T —

Exemplo 1.6. Seja a funcao definida por

2¢ + 1 se <2
z°—5x+10 se x>2

Podemos perceber que 2 é um ponto do dominio da fungao e f(2) = 4. Além disso,

lim f(z)="5e lim+ f(z) = 4. Como os limites laterais sao diferentes, concluimos que
T—27 T—2

lirr% f(z) ndo existe e dessa forma f(z) é descontinua em 2, Figura [1.28
z—
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Figura 1.28: Gréfico da fungao f(z) para x préximo de 2

Exemplo 1.7. Seja f a fungao definida por

f(x):{?)x—i-l se r <1

5—x se xz>1

Neste caso, temos que em 2o =1, f(1) =4 e lim f(z)=4e lim+ f(z) = 4. Portanto,
r—1— z—1

lir% f(z) =4 e como f(1) =4, segue que a func¢ao é continua em 1, Figura [1.29]
z—

Figura 1.29: Gréfico da fungao f(x) para x préximo de 1

Podemos perceber que nos Exemplos[I.5|e[.6] o grafico de f apresenta um ”salto” em
xg, enquanto isso nao ocorre no grafico do Exemplo Caso uma funcao f seja
continua em todo ponto xy do seu dominio, diremos simplesmente que a funcao é
continua. Na Definicao temos uma forma alternativa de definir continuidade de

uma funcao em um ponto.

Definicao 1.6. Sejam f uma funcao real e ¢y um ponto do seu dominio. Dizemos que

f € continua em z, se para todo € > 0 dado existe § > 0 tal que |x — 2| < ¢ implica
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|f(z) = f(z0)] < €, ou ainda,
rg— 0 <z <x9+0= f(r9) —€< f(x) < f(x0) + €.

A definigao acima pode ser ilustrada na Figura [1.30]

y

F(wo) + €
F(zo)
f(zo) — €

Figura 1.30: Continuidade em um ponto z

Exemplo 1.8. Toda fun¢ao da forma f : R — R definida por f(x) = axz + b, com a e
b niimeros reais, é continua. Pela definicao ao fixarmos um zy € R devemos verificar

que dado € > 0 existe 6 > 0 tal que,
[x — @0 <0 = [f(x) — f(wo)] <e
uma vez que,
|[f(x) = f(xo)| = [(az + b) = (azo + b)| = [a(z — xo)| = |al|(z — xo)],

temos que dado € > 0, tomando § = i, temos | f(z) — f(xo)| < € para |z — zg| < 6.

|al
Exemplo 1.9. Seja uma funcdo f : R — R definida por f(z) = ¢ onde ¢ é uma
constante real. Pela definicao ao fixarmos um xy € R devemos verificar que dado € > 0
existe 0 > 0 tal que,
|2 — x| <0 = |f(x) — fzo)] <€

mas, como |f(z) — f(zo)| = |c — ¢| = 0, temos que |f(z) — f(zo)| < € é sempre valida.

Logo tomando qualquer ¢ > 0 teremos |z — x| < 6 = |f(z) — f(z0)| < €.

Teorema 1.6. Se f e g sao fungoes continuas em um ponto xy que pertence ao dominio

de f e g. Entao,
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1. f+ g € continua em xgy;
2. g € continua em xg;

3. f/g € continua em xqy, desde que g(xq) # 0.

Demonstragao. Veja [4] p.85 ou [10] p.99
Teorema 1.7. Sao vdlidos os sequintes resultados sobre continuidade:
a) Toda fung¢do polinomial é continua.

b) As fungées trigonométricas, seno, cosseno, tangente, cotangente, secante e cos-

secante, sao continuas em todo seu dominio.

Demonstracao. Veja [10] p.99. ou [4] p.393..

Na maioria das vezes, a técnica de calculo de limites consiste em conduzir o pro-
blema até que possamos aplicar os limites fundamentais, facilitando assim, as solucoes
procuradas. Apresentamos a seguir um limite fundamental estratégico para a solugao

de problemas.
Proposicao 1.8. Se x esta em radianos temos

sen(x)

lim

x—0 x

=1

Demonstragao. Seja um circulo trigonométrico e um angulo 0 < z < T conforme
Figura [1.31] Logo temos que o segmento EF = sen(z) e o segmento (C'D) = tg(z).
Graficamente temos que a drea do triangulo (AODE) é menor que a &rea do setor

circular (ODE) e a area desse setor é menor que a area do triangulo (AODC).

Figura 1.31: Grafico para demonstragao do lirr(l) % =1
b d

T
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Portanto,
Area(AODE) < Area setor(ODE) < Area(AODC)
entao,
sen(z) x  tg(z) x tg(x)
— 1 .
5 <5< 5 = sen(z) <z <tglr) = 1< sen(z) < sen(z)
Logo,
1< 2 < ! :>COS()<sen(x) 1
sen(x)  cos(z) v x

Como lim cos(z) =1 e lim 1 = 1 o resultado segue do Teorema do Confronto ,
z—0 z—0

que
lim sen(x)

z—0 x

= 1.

1.5 Derivadas

Para entendermos o conceito de derivada de uma funcao, vamos definir o coeficiente
angular de uma reta tangente ao grafico de uma funcao num ponto especifico. A
principio vamos observar o coeficiente angular de uma reta secante ao grafico de uma
fungao f. Dessa forma sejam P = (x1, f(z1)) e @ = (22, f(22)) os pontos de intersegao

da reta s com o grafico da funcao f conforme a Figura [1.32

()

(x,)
ol

Figura 1.32: Reta secante ao grafico de uma funcao f nos pontos P e @)

f(l"z) - f(xl)

To — I
determinar o coeficiente angular de uma reta t tangente ao grafico de f no P. Assim,

Seja m, o coeficiente angular da reta s, isto é, my = . Queremos

mantemos P fixo e consideramos o ponto () movendo-se em direcao a P ao longo da

curva. Equivalentemente, estamos considerando o x, se aproximando de x; e, neste
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caso, f(zy) tende a f(x1). Na Figura [1.33) podemos observar algumas situagoes do

deslocamento do ponto Q).

Figura 1.33: Grafico da definigao de derivada de uma fungao em um ponto z;

Portanto, se m; é o coeficiente angular da reta tangente ¢ entao,

xq) — f(x
e L) = F@)
T2—T1 To — X1
Esse limite que nos fornece o coeficiente angular da reta tangente ao grafico de uma
funcao num ponto qualquer, é um dos mais importantes limites do célculo.
Se z1 é um ponto do dominio da funcao f, generalizamos o procedimento acima e
definimos a derivada da fungao f no ponto z; denotada por f’(z;) por
x)— f(z

T T — I

Podemos reescrever o limite acima de outra forma. Denotaremos por Az a variacao

To — 1, €, neste caso, se o tende a x1, Az tende a zero. Portanto,

f(z1 + Ax) — f(Il)'

Az—0 Az

Exemplo 1.10. O coeficiente angular da reta tangente ao grafico da fungao f(z) = 2?

no ponto (1,1) é dado por
12+ 2Az + (Az)? — 12

/ 1 . _
rn= Lo, A = B an =2

Portanto, a equagio da reta tangente ao grafico da fungiof(z) = 22 no ponto (1, 1)
¢ dada por y — 1 =2(x — 1) = 2z — 1, (Figura(1.34).
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fl@)=2a?

£

5 y=2x—1

Figura 1.34: Reta tangente ao grafico de x? no ponto (1,1)

Exemplo 1.11. Observamos o deslocamento de uma particula em movimento retilineo
uniforme e suponhamos que s(t) = 3t?+1 ¢ a fungao em relagao ao tempo em segundos
que nos proporcione as diversas posicoes dessa particula em metros, em funcao do

tempo. Na Tabela podemos observar algumas dessas situacoes:

s=3t2+1
1
4
13
28
49

=S W N RO+

Tabela 1.5: Posicoes em metros da particula em relacao ao tempo em segundos

Sabemos que a velocidade média é dada pelo quociente entre a variacao do espaco

e a variacao do tempo.

As  s(ta) —s(t1) sz — 81

Vm —_ — = —
At to — 11 to — 11
. : , o . , As
Assim, a velocidade média no intervalo de tempo entre t = 0et =2, ¢éV,, = N
13—-1 28 —1
50 = 6m/s. Se o intervalo fosse entre t = 0 e t = 3, terfamos V},, = e 9Im/s.

Percebemos entao que a velocidade média nao é constante. Mas se desejassemos
encontrar o valor da velocidade da particula num instante especifico? Suponhamos

que desejamos encontrar a velocidade num instante ¢;. Assim com um tempo t # t,
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sabemos que nossa velocidade média seria:

v sl = s(t)
t—1t

Observamos que quanto menor for a diferenga (¢ — t1), mais préximos estamos do valor
que queremos: a velocidade em ¢;. Em outras palavras se tendermos t a t; chegaremos

ao resultado. Assim, a velocidade no instante ¢; sera dada por
t) — s(t
Vi, = lim S0 =50 (1.1)

Esse limite nos fornece o que denominamos de velocidade instantanea. Podemos per-
ceber que essa velocidade é a derivada da funcao s no instante ¢;. O limite pode

ser reescrito como

T S(tl -+ At) — S(tl)
Vi = Alir—{lo At

Dessa forma, podemos aplicar essa definicao no nosso exemplo, calculando a velo-
cidade instantanea em ¢; = 3. Como s(t) = 3t* + 1, temos
3 +1—-B+1) .. 313 Y 3(t+t1)(t —t1)

Vi, = lim = lim ———= = lim = 6t;.
t—ty t—1 t—t1  t—1; t—ty t—1t;

Assim, para t; = 3, temos que a velocidade instantanea para esse momento é:
Vi, = 6t; = 18m/s.

Teorema 1.9. Se n # 0 é um numero inteiro positivo, as sequintes formulas sao

validas:
1. Se f(x) = ¢ para todo z, onde ¢ é uma constante real, entao f'(x) = 0.
2. Se f(x) = 2" entdo f'(zx) = na™ 1.
3. Se f(x) = x™™ entio f'(x) = —na™"7L;
4. Se f(z) = o7 entio f(z) = %xi_l.

Demonstracao. Demonstramos o item 1 e 2. Para as outras demonstragoes veja [2]

p. 145. Pela definicao, temos

. flx+Az) — f(2) . c—c
/ . _ _
i) = A, Az = A, Ar 0
Por outro lado,
flz+ Az) — f(z) . (x4 Az)" —am
/ o — lim
f (I) - Alizﬁo Ax a A131r~>0 Az
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Desenvolvendo o bindémio (z + Ax)™ observamos que o limite acima fica igual a:

(O >x”—|—<1)(A:c)x”_1+...+<n_1)(A:c)”_lx—l—(n)(Aa:)”—x”

ou ainda

n—1

" +n(Az)z" ! + ( Z ) (Ax)22x" 2+ ...+ ( ) (Az)"lz + (Az)™ — 2"
lim

Az—0 Az

Cancelando =™ com —z" e pondo Ax em evidéncia, ficamos com:

Ax n-x"1+<Z>Ax-x”2+...—|—< " )(Am)”z-x—i—(Ax)”l]

n—1

= lim
Axz—0 AQ?

= lim [n~x"_1+<n)Aac-x"_2+...+< " )(Aw)”_2~x+(Aaj)”_1

= lim n-2"' + lim [<n>Ax-x”2+...+< n1>(Ax)”2x+(Ax)”l
n—

Az—0 Az—0 2

Portanto, f'(z) =n-2" 1 4+0=mn-2""', como querfamos demonstrar.

Teorema 1.10. Sejam f e g funcoes derivdveis em xy e k uma constante real, temos
1.(f + 9)'(x0) = ['(w0) + ¢'(20)
2. (kf) (wo) = kf'(xo)

3. (fg),(xO) = f’(xo)g(xo) —+ f(q;o)g’(xo)
i (i) () = £ (@0)9(x0) = F@o)g/(@0)

g [9(zo)]? , s glxo) # 0.

Demonstragao.
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1. De fato,

[f () + g(=)] = [f(x0) + g(0)] f(x) = f(wo) + g(x) — g(w0)

(f +9)(z¢) = lim — lim

T—x0 T — o T—xQ r — Xo
= lim ) = f(wo) + lim 9(z) ~ g{xo) = f'(xo) + ¢'(x0).
T—rT0 T — 2o T—T0 T — X9

2. Pela definicao, temos

(kf) (z0) = lim kf (@) = ki (20) =k lim f(@) = f(z0)

T—x0 r — T T—x0 r — Xy

= kf'(x0)

3. Como

(Fo) () = lim = LH9E) = F(@o)g(xo)

T—x0 T — X9

somando e subtraindo o termo g(x)f(zo) temos que

(fo) (o) = lim f(@)-g(x) — g(x) f(x0) + g(x) f (w0) — [ (20)g(20)

_ i @) = f(20)lg(2) + f(2o)lg(2) — g(0)]
= Jim —f(x; — isxo)g(:v) + f(a:o)—g(xx) — i(()xo)

Como diferenciabilidade implica continuidade, veja [10] p. 121, concluimos que

(f9) (z0) = f'(20)g(20) + f(20)g' (20).

4. Temos
flx)  flzo)
f / ) = lim g(xz)  g(@o) — Lm f(@)g(xo) — f(2o)g(x)
(g) (o) = Jim T — T i (x — xo)g(x)g(x0)

Somando e subtraindo o termo f(x¢)g(xo) temos,

(i)l () = lim f(@)g(xo) — f(zo)g(wo) + f(x0)g(w0) — f(0)g(x)
g T=T0 (z — x0)g(x)g(o)
— lim [f(x) = f(z0)]g(w0) — f(wo)[g(z) — g(x0)]
T—To (z — x0)g(x)g(o)
. 1 [f(x) = f(x0)]g(w0) — f(w0)[g(x) — g(=0)]
i [ (v~ o) )
_ 1 lim ([f(x) — f(w0)]g (o) _ f(wo)[g(z) — g(%)])
9(0)g(w0) 20 (z — x0) (z — x0)
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Portanto,

<[)' (20) = f'(@o)g(wo) — f(x0)g' (20)
g

[9(x0)]?
com g(xzg) # 0.

Teorema 1.11. (Regra da Cadeia.) Sejam duas funcoes derivdveis y = f(u) e
u = g(x), com aimagem g contida no dominio da f. Entao h(x) = f(g(x)) é derivdvel

e sua derwada € dada por

Demonstragao. Pela definigao se h(z) = f(g(x)), temos que

() = Jom, M = g ST

Sendo g(z + Ax) — g(z) # 0 temos

oy o | flgle+ Ax)) — flg(x)) g(z + Az) — g(x)
Pi(z) = Algﬂo [ Ax g(z+ Az) — g(x)]
)

. {f(g(xwx)) ~ f(9(2)) glz+Az) - g(@}
Az—0 g(;p + Ax) — g(x)

o flale A0) — f(g
Az—0  g(x + Ax) — g(x

Sendo u = g(z) e Au o acréscimo de u correspondente a Az temos
u+ Au=g(r+ Azxr) = Au = g(z + Az) — g(z)

Observando que quando Az tende a zero, Au tende a zero, concluimos que

W) = im TEEEO I gy gy () = () @)

Exemplo 1.12. Seja h(z) = (2224 3z)?. Para calcularmos //(z) podemos desenvolver
o binémio e derivar. Agora, aplicando o Teorema e usando v = 222 + 3z, temos
entdao que g(x) = u e h(z) = f(u) = u?. Portanto,

B (z) = f'(u)u = 2uu’ = 162° + 362* + 18z

Teorema 1.12. (Regras de L’Hospital) Se f(z) e g(z) sao derivdveis com ¢'(x) #

0 em um intervalo aberto que contém xy exceto possivelmente em xo. Suponha que
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lim f(z) =0 e lim g(z) =0 ou que lim f(x) = +o00 e lim g(x) = £oo entdo

T—rT0 T—rT0 T—T0 T—rT0

lim /() = lim f'(z)

T—x0 g(aj) T—x0 g’(x)

!/
se o limite lim f(z) existir ou for +00 ou —0o0.
=0 g'(x)
Demonstracao. Mostraremos apenas o caso particular onde f(z¢) = g(zo) =0, f'(x)
e ¢'(z) sdo continuas e ¢'(xg) # 0. Para maiores detalhes ver Apéndice A41 de [7] p.

525. Como f'(z) e ¢'(x) s@o continuas e ¢'(zo) # 0 temos

@) fa) @)
iy £@) _ f@0) _ese w—wg o w—wme g f(@) = flwo)
T—x0 g/(:ﬂ) g’(xo) lim g(as) — g(xo) T—10 g(x) — g(xo) T g(gj) — g(q;o)

Como e f(zg) = g(x¢) = 0 concluimos que

lim /() = lim f'(z)

T—T0 g(x) T—T0 g’(x)

Teorema 1.13. Sao vdlidas

1. f(z) = sen(a) = f'(x) = cos(a)

2. f(x) = cos(a) = ['(x) = —sen(x)

3. f(x) = tgla) = f'(x) = sec?(x)

4. J2) = sec(x) = f/(x) = sec()te(x)

5. f(x) = cotg(x) = f/(x) = —cossec*(a)

6. f(z) = cossec(x) => f'(z) = —cossec(z)cotg(z)
Demonstracio.

1. Pela defini¢ao de derivada temos que, sen’(x) serd dada por:

flx+h)— f(x) sen(z + h) — sen(x)

/ T / T
Pz == h
h 2 h
Como sen(x + h) —sen(z) = 2 - sen (§> - COS < m2+ ), temos
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h 2v+h h
2-sen | - | - cos sen | —
o 2 2 ) 2) 2 + h
sen’(z) = lim = lim —— - lim cos 5

h—0 h h—0 ( h > h—0
2

sen(x)

Pelo limite fundamental sabemos que liH(l) =1, logo
T—

h)
sen (—
2 h
sen’(z) = ]llin% (TQ : }llirr[l) cos ( x2+ ) = 1-cos(x) = cos(x)
— —
5)

cos(x + h) — cos(x)

2. Temos cos'(z) = lim e como
h—0 h
2
cos(xz + h) — cos(z) = —2 - sen (g) - sen < 352+ h)

temos

h 2+ h h
—2-sen | = | -sen sen | —
2
1N 1 2 2 T 2) . 20+ h
cos'(z) = lim = lim -lim sen 5

h—0 h h—0 ( h) h—0
2

Utilizando o limite fundamental, Proposicao [1.8] concluimos que:

cos'(x) = (—1) - sen(x) = —sen(x)
sen(x) . ,
3. Como tg(z) = e aplicando o item 4 do Teorema |1.10 temos
cos(x)
/() = sen’(z) - cos(x) — sen(x) - cos'(z) _ cos?(x) + sen?(x) _ sec?(z)
cos?(x) cos?(x) cos?(x)
4. Sabemos que sec(z) = @) Logo utilizando a regra do quociente (item 4 do
cos(x
Teorema [1.10)) temos,
sec' () = (1)" - cos(xz) — 1 - cos'(x) _ sen(x) _ sen(x) _ sec(z) - ta(z)
cos?(x) cos?(x)  cos(x) cos(x)
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5. Sendo

cotg(z) = :

Teorema [1.10f) que:

——, temos novamente pela regra do quociente (item 4 do
x

—sec?(x) 1 1 1
o (1) = — ) 20 - cos? () - _ 2 ()
cotg'(x) () sec”(x) - cos®(x) T o (1) cos”(z) Sen?(7)
Assim
cotg’(z) = —cossec?(x).
1 . . .
6. Temos que cossec(z) = @ Aplicando a regra do quociente (item 4 do
sen(z
Teorema [1.10) temos
;. —cos(w) 1 cos(r)
cossec' () = Senf(z) ~ sen(a) : sen(z) —cossec(z) - cotg(x).

Nos préximos resultados apresentamos algumas outras versoes de limites funda-

mentais.

Proposicao 1.14. Sao validos os seguintes limites:

a) limIn(1+h)% =1

h—0
) 1
b) lim (14 -)*=e
T—00 x
. 1
¢) }lLlir(l](l +h)r =e
r—1
d) lim &~ =1
x—0 €x

Demonstragao do Item a

a) Pela definicao de derivada da Secao [1.5] e utilizando o fato que In(x) = — para
x
x > 0, demonstracao no Exemplo temos:

In(x + h) — In(x)

@) = [ o K
f'(z) = lim 5 = (In(x))" = lim - =

h—0

Para z = 1 temos

In’(1) = lim

h—0

In(1+h) —In(1)

h—0

. In(14+h) . 1 .
_}ILLI%T—}llliréﬁdn(l—l—h)—lllli%ln(l—i-h)

|-

=1

Demonstracao dos Itens b e c
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1 1
Fazendo a substituigdo de — = h em lim (14 —)*, percebemos que quando z tende
€T T—00 €T

a infinito h tende a zero, logo

1 1
lim (14+—-)* = }llir%(l +h)n.
—)

T—00 €T

Portanto os limites dos itens (b) e (c) s@o iguais. Assim provando que lllirr(l) (1+ h)% =e,
—}

temos

1
In(1+h)h

=

<lim In(1 + h)i>
lim(1+ h)r = lime h=0 =el =e.
h—0 h—0

=€

Demonstracao do Item d

e
Fazendo a substituicao e* — 1 = w, em lim , podemos perceber que quando

z—0
x tende a zero w também tende a zero. E o valor de x em func¢ao de w serd dado por:

ef=w+1=1In(e") =In(w+1) =z =In(w+1).
Substituindo temos,

et —1 w , 1 , 1 1
lim =lm———=lim+———=lim —— =-=1
=0 w—0 In(w + 1) w0 = In(w+1) w0 In(w+1)w 1

Exemplo 1.13. Vamos mostrar que se f(z) = In(z) e g(z) = €%, entao f'(z) = — para
x

x> 0e g (x)=e". De fato, segue da defini¢ao de derivada que

In (w) !

In(z + h) — 1 1 h h\ 7

T Gt k) B N o (1 + —) — lim In (1 + _> '
xXr

h—0 h h—0 h h—0 x h—0

h
Fazendo a substituicao: w = —, percebemos que quando h tende a zero, w também
x

tende a zero, logo

1 1

1 — 1
/ IERT 1 - —
fi(z) = limIn(l +w)wz = lim | —In(l +wjw | =~
Agora, se g(z) = €”, entao
ea:—l—h — et <€h _ 1)
! 1 — i T, N T/ = T
e L e

Os préximos Teoremas e respectivamente serao utilizados na demonstracao

do Teorema de Rolle.
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Teorema 1.15. Se f(z) existe para todos os valores de x no intervalo aberto (a,b) e f

tem um valor mdzimo ou minimo em c, com a < ¢ < b, entao se f'(c) existe, f'(c) = 0.
Demonstracao. Ver [10] p. 150.

Teorema 1.16. (Teorema de Weierstrass) Se f for continua em [a,b], entao exis-

tirao xy e o em |a,b] tais que f(x1) < f(x) < f(x2) para todo x em [a,b].
Demonstracao. Ver [2] p. 513.

Teorema 1.17. (Teorema de Rolle) Seja f : [a,b] — R, uma fungdo continua em
[a,b] e derivdvel |a,b[. Se f(a) = f(b), entdo existe ¢ €la,b] tal que f'(c) = 0.

Demonstragao. Se f for constante entao sua derivada serd zero em (a,b). Portanto
para qualquer ¢ em (a,b) teremos f’(c) = 0. Supondo que f nao é constante, temos
pelo teorema de Weierstrass que f assume um valor méximo e minimo em |a, b], pois f
é continua em [a, b] e como por hipétese f(a) = f(b), entdo pelo menos o valor maximo

ou minimo pertencem ao intervalo |a, b|. Portanto existe ¢ €]a, b[ tal que f'(c) = 0.

Teorema 1.18. (Teorema de Cauchy) Se f e g forem continuas em [a,b] e de-

rivdveis em |a,b| entdo existe pelo menos um ¢ em |a,b[ tal que:

se g(b) # g(a) e g'(c) # 0.

Demonstragao. Seja a fungao h(z) = f(x)[g(b) — g(a)] — g(z)[f(b) — f(a)]. Como f e
g sdo continuas em [a, b] e derivaveis em |a, b] e pelo fato da diferenga de duas fungoes
continuas ser continua, Teorema [1.6] temos que h ¢ continua em [a,b] e derivével em

|a, b[. Como

segue que h(a) = h(b).
Assim, como h : [a,b] — R é continua em [a,b] e derivavel em (a,b), com h(a) =

h(b). Entao, pelo Teorema de Rolle existe ¢ € (a,b) tal que f'(¢) = 0. Logo,
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W'(c) = f'(c)lg(b) — g(a)] — g'(c)[f(b) — f(a)] = O

Portanto,

fb) = fla) _ f'(¢)

g(b) —g(a)  g'(c)

Podemos observar que se tomarmos ¢(z) = x, concluimos que

f(0) = fla) _ ['(¢)

B0 DO p) - fl@) = f0) (b —a)

obtendo o Teorema do Valor Médio.

1.6 Séries de Poténcias

Uma série de poténcias em (z — ) é uma série da forma

ch(m—mo)":co—l—cl(x—xo)+02(:p—x0)2+...+cn(x—xo)"+...

n=0

onde ¢, sao os coeficientes da série, xo é um numero real fixado e x é uma variavel.

Precisamos determinar os valores de x que tornam a série convergente e para isso
vamos utilizar nesta secao, alguns testes de convergeéncia de séries, que podem ser mais
detalhados em [6] p. 12, mas vamos mencionar quando uma série é convergente na
Definicao

(e}

Definicao 1.7. Uma série E a, ¢ convergente se a sua sequéncia de somas parciais
n=0
(S,) converge, isto é,

lim S, =S

n—oo
onde S é um numero real. Se S, divergir a série nao tem soma e serd considerada

divergente.

oo

Exemplo 1.14. A série Z nlz™, converge trivialmente em x = 0. Porém, diverge nos

n=0
demais valores de x, pois pelo teste da razao, temos

. (4 D)l
lim |[~—F——
n—00 nlxn

= lim [(n + 1)|z]] = oo,

n—oo

para todo = # 0.
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x  n
x
Exemplo 1.15. A série Z — ¢é convergente para todo x real, pois pelo teste da razao
= nl
"t pl . T _ 1

1. —.—:1 :1 :0<1
D | A ] A

temos

Portanto a série é absolutamente convergente para todo x real, logo é convergente.

o
Exemplo 1.16. A série E x™ é convergente se |z| < 1, pois é uma série geométrica e

n=0

1

converge para o nuimero 1 , Ou seja,

l+ax+22+23+24+. . . +2"+... =

se —1 <x<]1.

Nestes exemplos, podemos perceber tres diferentes possibilidades de uma série de
poténcias convergir, enunciadas no seguinte teorema:

o0
Teorema 1.19. Seja E X’ uma série de poténcias entdo exatamente uma e apenas

n=0
uma das trés condicoes € vdlida:

1. A série converge apenas quando x = 0;
2. A série € absolutamente convergente para todo x real;

3. Eziste um numero real R > 0, tal que a série é absolutamente convergente para

os valores de © quando |x| < R e divergente se |x| > R.

O numero R é o raio de convergéncia da série. No caso 1 temos R = 0 e no
caso 2 temos R = oco. No caso 3 nao podemos afirmar nada em relacao aos extremos
do intervalo, portanto os valores de x nos quais a série converge serao observados
nas seguintes possibilidades: (—R, R), [—R, R], (=R, R],[—R, R). Caso a série esteja na

o0
forma E cn(x — )", trocamos x por (x — xg) e as condigdes tornam-se:
n=0

1. A série converge apenas quando x = xy;
2. A série é absolutamente convergente para todo x real;

3. Existe um nimero real R > 0, tal que a série é absolutamente convergente para

os valores de x quando |z — x| < R e divergente se |x — zo| > R.
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Podemos definir uma funcao f a partir de uma série de poténcias da seguinte
forma: o dominio de f ¢é o intervalo de convergéncia da série e, para cada x do dominio

definimos f(z) como a soma da série em x. Assim, se uma fungao é definida por
f(x) =co+cr(z—x0) + calz —m0)* + ...+ cpl® —20)" + .. .,

dizemos que essa é uma representacao de f(x) por uma série de poténcias. Dessa forma,
as funcoes assim definidas possuem propriedades andlogas aos polinomios. Por exem-
plo, podemos entao derivar e integrar essa série termo a termo conforme os Teoremas
e [[.2I] Vale também ressaltar que as técnicas de integracao utilizadas agora e

posteriormente podem ser verificadas em [2] p. 336.

Teorema 1.20. (Derivagao termo a termo de uma Série de Poténcia)

Seja E cpx” uma série de poténcia cujo raio de convergéncia é R > 0. Entdo, se

n=0
f for a funcao definida por

flx) = Z cpx”

n=0

f'(z) ezistird para todo = do intervalo aberto (—R, R), sendo dada por

f(x) = chnx”_l.
n=1
Demonstracao. Ver [11] p.755.

Teorema 1.21. (Integracao termo a termo de uma Série de Poténcia)

Seja E cpx” uma série de poténcia cujo raio de convergéncia é R > 0. Entdo, se
n=0 5 ]
f for a funcao definida por

oo

Fa) = 3 cna”

n=0
f serd integrdvel em todo subintervalo fechado de (—R, R) e calculamos a integral de

f integrando termo a termo a série de poténcias, isto é, se x estd em (—R, R), entdo

o0

T Cn .
/0 fltydr =2 =t

e o raio de convergéncia da série resultante também serd R.

Demonstracao. Ver [11)] p.761.
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Exemplo 1.17. A fungao f(x) = , é representada pela série
x

]__
Zx”:1+x+x2+x3+x4+...+x”+...
n=0

com dominio —1 < x < 1. Na Figura|[l1.35, podemos observar a convergéncia das somas

parciais nesse intervalo e a divergéncia fora dele.

1
1—=x

Figura 1.35: Grafico das Somas Parciais da Série da funcao f(x) =

Ao diferenciarmos ou integrarmos uma série de poténcias termo a termo, obtemos
uma nova série cujo intervalo de convergéncia é o mesmo da série original conforme
os Teoremas e mas a respeito dos extremos nada podemos garantir. Tais

pontos devem ser verificados.

1
22
podemos fazer a substituicio x por —2? na série do Exemplo m Portanto, se |z| < 1

Exemplo 1.18. Para determinar a série de poténcias que representa a funcao

temos
1 [e)
T P D
D f /x L tg(z) L EOO( D™t
€eSsa Iorma, COINno = arc xIr) e = — €Imos que ao
’ o 1482 Mt TR T & ! a

integrarmos a série termo a termo obtemos, para |z| < 1,

3 5 x2n+1 :L,2n+l

X X >
to(z) =z — — + 5 (=1 =S
arctg(z) = — 5+ = HED S ot nzzo( ) o1
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Devemos verificar o que ocorre nos extremos do intervalo de convergéncia. Se x = 1,

o0
(=" . e .
temos que E —— é uma série convergente, pelo critério da série alternada. De

— 2n+1 1
fato, sendo o termo geral a,, = ———— percebemos que a; > a e lim — =0
) g 2n—|—1p q k k+1 v
O mesmo ocorre para x = —1. Portanto, concluimos que para |z| < 1, temos
e x?n—&—l
arctg(z) = —1)'—
9(x) ;( i

Na Figura [1.36, podemos visualizar o comportamento de algumas somas parciais.

Sn(SomasParciais)

f(z) = arctg(x)

-3m/2

Figura 1.36: Gréfico da fungao f(z) = arctg(x) e de somas parciais de sua série

Estamos representando uma série de poténcias através de uma série geométrica
conhecida e por técnicas de derivagao e integracao termo a termo. Posteriormente,
vamos demonstrar que existe uma relacao entre a funcao e os coeficientes da série de

poténcias que a representa.

42



Capitulo 2

Formula de Taylor

2.1 Polinémio de Taylor de Ordem 1

Consideramos uma funcao f : I C R — R derivavel no ponto z(, onde I é um
intervalo aberto e zo € I. Tomemos a reta t, Figura 2.1 tangente ao gréfico da
fungao nesse ponto (g, f(x)). Para valores de x préximos de xg, temos que a fungao

T :R — R que representa a equacao da reta t é uma boa aproximacao de f(z).

xp)

Figura 2.1: Grafico representativo da Aproximagao Linear

Como t é uma reta que passa pelo ponto A = (zg, f(x)), temos que sua equagao

é dada por y — yo = m(z — ), onde m é o coeficiente angular da reta t ou ainda a
derivada de f no ponto xg. Assim, T'(z) = f(xo) + f/(x0)(x — z0).

Quando = = x( temos,
T(x0) = f(zo) + f'(w0)(x0 — 0) = f(0)

Agora, seja x € I um ponto na vizinhanca de zy de maneira que T(x) # f(x).

A esta diferenga de valores denotamos por Fj(z), ou seja, o erro que cometemos ao
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2. Formula de Taylor

aproximarmos valores de f(x) por T'(z), ou ainda, E;(z) = f(z) — T(z). Podemos

visualizar graficamente na Figura

y

f(x)

T)

()

Figura 2.2: Grafico representando o erro obtido pela Aproximacao Linear

Observamos que
lim Ey(z) =0

De fato,
lim Ey(z) = lim (f(x) —T(z)) = f(zo) — T(x0) =0,

T—T0 Tr—xQ

pois, f(zo) = T (xo).
Como T'(z) = f(xo) + f'(z)(x — x0) e Ey(x) = f(z) — T'(z), temos

Ey(z) = f(x) — f(zo) — f'(x0)(x — x0).

Para x # x,

Bi(w) _ fl@) = f@)

T — 2o r — X
Além disso,
E —
lim Biz) _ lim f(@) = f(wo) Fxo)| = f(zo) = f(z0) =0
=z T — T T T — Ty

E(x)

Portanto, como lim = 0, segue que E;(z) tende a zero mais rapidamente

que (x — xp). Além x(iT:SOOZ,B a 1"$e%a tangente é a Unica reta que possui essa propriedade.
De fato, seja S : R — R a funcdo que representa a equacao da reta s, Figura [2.3] de
coeficiente angular m; e que passa por (o, f(xg)), isto é, S(x) = f(x) + ms(z — o).

Utilizando o mesmo argumento anterior temos Fs(z) = f(x) — S(z) onde Eq(x) é

o0 erro que cometemos ao aproximarmos valores de f(z) por S(z), assim

Ey(z) = f(z) — f(z0) — ms(z — 20).
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2. Formula de Taylor

(%)
s(x)
(xy)

Figura 2.3: Grafico representando o erro obtido pela reta secante

Entao,
lim M = lim M —ms| = f'(x0) — ms.

T—=z0 T — X z—x0 T — X

Notamos que esse limite s6 serd zero se f'(xg) = ms, ou seja, my deve ser a derivada
da funcao no ponto z(, ou ainda, o coeficiente angular da reta tangente ao grafico no
ponto xg. Assim, T'(z) = f(zo) + f'(20)(x — zo) é 0 Unico polindémio de ordem 1 que
localmente melhor aproxima valores da fungao f em volta de xg.

Portanto, se uma funcao f for derivavel até a primeira ordem num ponto xy per-

tencente ao intervalo aberto I, definimos

Pi(z) =T(x) = f(zo) + f'(20)(2 — o)
o Polinémio de Taylor de ordem 1 de f em volta de xy.

Exemplo 2.1. Vamos utilizar o polindmio de Taylor de ordem 1 para estimar o valor
de \/m Neste caso, nossa fungao é f : R, — R definida por f(z) = y/z. Como
desejamos obter a aproximacao de \/m, devemos construir o Polinomio de Taylor
de ordem 1 da funcao f(x) = y/z ao redor de zy = 9.

Como f(zo) = f(9) =3¢ f'(x) = %, temos
ey = fl(o) = - L 1
Fle) = 1) = 5= =

Assim, o polinémio de Taylor de ordem 1 de f(z) = /x em torno de 2o =9 é
1 1
Pl(x):3+6(x—9) :3+—__:6I+_

A Figura mostra os graficos da func¢ao f(z) e do polindémio Pj(x).
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2. Formula de Taylor

0— — — — — — — —

Figura 2.4: Gréfico de f(x) = v/ e do seu Polindmio de Taylor de ordem 1

Com auxilio de uma calculadora obtemos f(9,03) = 3,004995 ... Utilizando o po-

linomio de Taylor temos,
1 3
P(9,03) = G 9,03 + 5= 1,505+ 1,5 = 3,005.

Percebemos que o valor de P;(9,03) aproxima-se do valor de f(9,03), precisamos
apenas saber a precisao deste resultado. Sabemos que |F;(x)| = |f(z) — Pi(x)|, onde
E;(x) é o erro que cometemos ao substituir o valor de f(x) por P;(x). Analisando essa

diferenga com 6 casas decimais temos,
|E1(9,03)] = [£(9,03) — Py(9,03)] = |3,004995 — 3,005| = | — 0,000005| < 10~°.

Nesse exemplo, observamos que analisando o valor da /9,03 com 6 casas decimais,
estamos cometendo um erro menor que 107°. Em geral, precisamos de uma expressao
que nos forneca o erro que cometemos ao realizar esta aproximacao, sem necessaria-

mente calcular f(x). O Teorema [2.1) demonstra este fato.

Teorema 2.1. Seja f uma funcao derivdvel até a sequnda ordem no intervalo aberto

I com xq e x € I. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos xg

e x tal que: )

£la) = Flao) + Pl — 20) + T2 e y)?
onde Fy(z) = / ;j) (z — x0)?.
Demonstragao:

De fato, sendo E(z) = f(z) — Pi(x), temos

Ey(z) = f(x) = [f(z0) + ['(z0)(x — m0)] = f(x) — f(z0) — f'(w0) (2 — o).

46



2. Formula de Taylor

Dai percebemos que Ej(zg) = 0. Agora seja g(z) = (z — x0)?>. Obtemos que

g(xo) = 0. Além disso podemos observar que

E(x)  Ei(r) - El(mo)_

1
g(x)  g(x) - g(zo)
Entao, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe ¢ que pertence ao intervalo

|xo, x[ tal que:
Er(x) — Ex(z) _ Ej(c)

9(x) —g(zo)  ¢'(c)

Consequentemente,
Ey(r) _ E(c)

glx)  g'(c)
Agora, como Ei(z) = f'(z) — f'(x0) e ¢'(x) = 2(x — xg) segue que Ej(zo) = 0 e

g'(xo) = 0. Assim, obtemos a igualdade

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe Z que pertence ao intervalo

|xo, ] tal que:

Consequentemente

sendo EY(x) = f"(z) e ¢"(z) = 2 temos que EY(z) = f"(z) e ¢"(Z) = 2, portanto

como queriamos demonstrar.

Exemplo 2.2. Considerando a fungdo f(r) = /x do Exemplo Neste caso,

1
'(r) = —= e f"(x) = ————. Portanto, para algum 7 tal que 7o < T < z, temos
f"(z) 2 1 1 1 —2\2
E = — = |- | —= [ ]
| 1(9703)‘ 2 (9703 9) 2 4 \/ﬁ (3 0 )
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2. Formula de Taylor

assim,

|E1(9,03)] = '% (—i) (\%) 9.10~*

Nao podemos calcular o Z, mas sabemos que

9<x<9,03
9% < 7% < (9,03)?
V9 < VI3 < \/(9,03)3

3 < VI3 < 1/(9,03)3
11 1

¥V JO.08p

concluimos que

1 1
Da desigualdade 3 > \/?

<

|E1(9,03)] = ‘% <—i) (%) (9-107%) % <—i) %(9.10—4) :

11
Portanto, F;(9,03) < 5-5-10_4, isto ¢, E1(9,03) < 107°. Assim utilizando P; (9, 03)

no lugar de f(9,03), concluimos que estamos cometendo um erro menor que 1075,

2.2 Polinémio de Taylor de Ordem 2

Considerando uma funcao f derivavel até a segunda ordem num intervalo aberto I
com z, rg € I, podemos obter uma melhor aproximagao de f(x), para cada valor de
x proximo a xg. Nesse caso, vamos determinar um polinémio Py(x) de ordem 2, que

deve satisfazer as seguintes condigoes:
a) f(xo) = Pa(xo);
b) f'(zo) = Py(x0);
c) f"(xo) = P (x0).
Consideramos um polinémio do segundo grau da forma

Py(1) = A+ B(x — ) + C(z — x0)?,

com A, B e C coeficientes reais. Temos P(z9) = A e, portanto, f(xg) = Py(zg) = A.
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2. Formula de Taylor

Além disso, Py(z) = B+ 2C(x — xg) e Py (z) = 2C, assim

f'(z0) = Py(x9) = B+2C(xg — x9) = B

f”(x(])
2

Portanto, o polinomio de Taylor, de ordem 2 de f em volta xy é dado por

f”(l'o) = PQH(I()) =20 = (' =

Py(a) = flzo) + o) — a0) + T (a2

Essa expressao nos fornece um valor aproximado de f(z) com a propriedade que
Ey(x
lim L)Q = 0, onde FEy(z) é o erro que cometemos ao estimar o valor de f(x) por
T—T0 (ZL’ — T

Py(x). Assim, se Ey(x) = f(z) — Py(x), temos

B f//(x())

@) = Pe) _ | @) = @)~ feo)w = w0) = e )
P (r —x0)2 v (z — 20)?
o [F@) = 1) = Fa) @ =) )
o (v — x0)? 2
— lim f(@) — f(xo) — f'(w0)(x — 20) _ g f" (o)
o (7 — m0)? z—xzo 2

Observamos que o calculo do lim f(@) = f(wo) = fl@o)(z — z)

5 , conduz a uma inde-
z—0 (x — x0)

0
terminacao [6] . Utilizamos a regra de LL’Hospital. Assim,

F@) = o) = Pl —20) _ ) = ) S ()

i
20 (x — x0)? e—zo  2(x — x0) 2
Logo,
@) =B fle) )
z—z0  (x — x0)? 2 2

O Polinoémio de Taylor de ordem 2 é o unico que possui a propriedade do erro
FEy(z), tender a zero mais rapidamente que (x — xg)?. De fato, suponhamos que exista

P (x) z*j? j)L B(x — x¢) + C(x — 20)?, com A, B e C' € R, possuindo a propriedade do
2\

lim =0, onde Ej(z) é erro que cometemos ao aproximar a func¢ao f(x) por
5 (2 — 702

E E3
Pj(z). Como lim % =0e lim 2—(96)2 = 0, podemos escrever

T—T0 (m — 5(;0) T—T0 (x — J;O)




2. Formula de Taylor

Além disso, Ey(z) = f(z) — Py(z) e E5(x) = f(z) — Py(x). Assim,

P;(z) = Po(a) A= f(ao) + (& = 20) [B = @) + (& — o) [ € — L421]

:vlggslo (x — x0)? a xlgglo (x — x0)?
o [A=f(xo) | B~ f'(w0) f"(xo)]
_xlig:lo[(x—J?o)Q—i_ (@ — 20) +C — 5 }—0

Logo, esse limite sé serd zero se A = f(xg) e B = f'(xg). Assim,

lim [C—M} =0

T—rT0 2

e C = f”(;O)

. Portanto, o polindmio de Taylor de ordem 2, é o tinico que possui a

E
propriedade do lim ﬂ =0.
ez (T — x0)?

Exemplo 2.3. Vamos determinar o polindmio de Taylor de ordem 2 em torno de
1

1
zo = 1 da funcdo f(z) = In(z). Notamos inicialmente que, f'(z) = e f(x) = et

assim f(1) =0, f/(1) =1e f"(1) = —1. Logo,
Py(x) :0+1(x—1)—%($—1)2: @—1)—%@—1)2

Podemos visualizar graficamente na Figura [2.5]

y

P@) = (¢~ 1) - 1 (z— 1)’

Figura 2.5: Grafico da fungao f(z) = In(z) e do seu Polinomio de Taylor de ordem 2

Teorema 2.2. Seja f uma funcdo derivdvel até a terceira ordem no intervalo aberto

I com xy e x € I. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos xg

50



2. Formula de Taylor

e x tal que:
F@) = Flao) + £ o) = 20) + L0 @ )+ B,
onde Ey(x) = f”;)(!j) (z — x0)°
Demonstragao.
Temos que Fs(x) = f(x) — Pa(x), logo
Ea(@) = £(a) — | Flan) + F o) — 20) + Lo o - ay)?

Derivando E», temos:

By(a) = /(@) = 1" (w0) + " (wo) (& o)
Bi(@) = 1"(2) = (o)
BY(2) = " (z)

Para = = xg, temos Es(x¢) = Eb(z) = Ef(xo) = 0.

Seja h(z) = (z — x0)®. Derivando h(z), temos:

R (z) = 3(x — x0)?
h"(z) = 3-2(x — x0)
h"(z)=3-2-1= 23!

Dai temos h(zg) = h'(zo) = h"(xo) = 0. Assim,

Ey(xz)  Es(x) — Es(xo)

h(x) h(z) — h(zg)

Pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe ¢ que pertence ao intervalo |z, [ tal

que:

Como
Exle) _ Ey(c) - Eylwo)

h(zx) h'(c) — h'(x)

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe d que pertence ao
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2. Formula de Taylor

intervalo |xg, ¢[ tal que:
Ey(z) _ E5(d)
h(z) — h'(d)’

Prosseguindo com este argumento, temos

Ex(x) _ BY(d) - Ey(x0)
n(z)  h(d) — 1" (zo)

Novamente pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe  que pertence ao

intervalo |xg, d[ tal que:
Es(z) _ EY'(7)
h(z) — h"(z)

Portanto,
" (=
x
Boe) = T (0 gy

como queriamos demonstrar.

Exemplo 2.4. Vamos utilizar o Polinémio de Taylor em torno de zy = 1 de f(z) =
In(x), calculado anteriormente no Exemplo , para obter uma aproximacao para
In (1,4) estimando o erro cometido por esta aproximacao.

Obtemos Pp(z) = (x — 1) — %(:c —1)% Portanto

1
Py(1,4) = (1,4—1)—5(1,4—1)2 =0,4—0,08=0,32

2
Sendo f"(x) = —, podemos estimar o Ey(z). Assim temos,
x

2
z3 - 3!

1 1
—.Z.43.108
3 3

1 64
_.6_.10*3

"(7) ;
—(1,4-1
( ) ) j3 3

3!

|Ex(1,4)| = (0,4)°

Para algum Z entre xp =1 e x = 1,4. Assim,
l<z<1,4
1<2° < (1,4)°
1 1
1
Dessa forma, percebemos que — < 1. Logo,
z

64
—.1073
3

64

64
Fy(1,4)| = <|1-=—-1073=—=-10%<10?- 103 =10""
3 3

1
=
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2. Formula de Taylor

Portanto, quando usamos o Polinomio de Taylor de ordem 2 para aproximar o valor

de In(1,4), estamos cometendo um erro menor que 107!

2.3 Polinémio de Taylor de Ordem 3 e 4

De maneira analoga ao que fizemos para determinar o Polinomio de Taylor de ordem
2, vamos construir Ps(z), Polinémio de Taylor de ordem 3, que se aproxime de uma
funcao f dada. E necessério que f seja derivavel até a 3. ordem num intervalo aberto
I e xg € 1. Neste caso, temos que P3(x) deverd compartilhar em xy com a funcdo f os

seguintes valores:
1. f(zo) = Ps(xo)
2. f'(w0) = Py(0)
3. f"(w0) = P§(x0)
4. (o) = Py"(x0)

Suponhamos Ps(z) um polinémio de ordem 3 da forma Ps(x) = A + B(x — o) +
C(x — x0)* + D(x — 20)®, com A, B, C' e D € R. Para determinar os valores de A, B,

C e D observamos que:

Pg(l’o) = A + B(ZEO — ZL'[)) + C(ZEQ — QT())Q + D(QT() — 1'0)3 = A — f(JT()) = Pg(l‘o) = A
Pj(x) =B +2-C(x —x0) +3- D(x — 20)*> = f'(x0) = Pi(z0) = B

Pé’(m):2-1-C+3.2.D(x_1,0):>02fg?fo)
P =321 = p = 270

Determinamos assim o polinomio de Taylor, de ordem 3 de f em volta x:

f" (o) f" (o)
21 3!

Podemos repetir o argumento na determinacao do Polinomio de Taylor de ordem

(z — x0)°

Ps(x) = f(xo) + f'(20)(x — x0) + (z — m9)* +

4, Py(x), de uma fungao f derivavel até a 4. ordem num intervalo aberto I e x¢ € I.

De maneira analoga, sejam A, B, C', D e ' € R tal que
Py(r) = A+ B(x — o) + C(z — 20)* + D(x — 10)* + E(x — o)™

Nesse caso, temos que Py(x) deve satisfazer as seguintes condigoes:
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2. Formula de Taylor

1. f(l’()) = P4($0)
(o) = Pi(xo)
- " (wo) = P (o)

4. ["(xo) = Py’ (o)

o

w

5. [ (xo) = P{Y (o)
Como no caso anterior, obtemos A = f(z¢), B = f'(x¢), C = ) D= M

2l 7 3l
ARG
- Logo, o Polinomio de Taylor de ordem 4 de f em volta xg é dado por

e B =

f/l(x())
2!

f(4) (o)

f///(xo) (m . :150)3 + 0 (1‘ o x0)4

(x— mO)Q + i

Py(x) = f(xo) + f'(w0) (2 — m0) +

Os erros cometidos ao aproximar a funcdo f por Ps(z) e Py(z), vamos denotar

por E3(x) e E4(x) respectivamente. E para esses dois polindomios seguem também

E E
respectivamente as seguintes propriedades: lim —3(96) ;- = 0e lim —4($) . = 0.
. T—T0 (35 — $0) z—x0 ([L’ — Qjo)
Vamos verificar que lim —( 3(I))3 = 0 a outra propriedade segue analogamente.
r—=xo (T — X
Temos que

f// T
li Eg(gj) I f(l') - f(-To) - f,(l‘o)(ﬂi — 1‘0) - <2 0) (IB — $0)2 fm(l'o)
»Tl)nflo (ZE — l’o)g - CEL)Hxlo (l’ _ xO)S - 3| .

"

x
F(&) ~ Flao) - Flao)(e —a0) — L0 (o2

Para calcular lim 3
T—T0 (x — IO)

usamos a regra

0
de L'Hospital duas vezes, pois obtemos indeterminagoes do tipo [6] . Temos

f//(xo)

L L R et s e R B R
T (x — x0)? a—zo 3z — x0)
Portanto,
o Es(@)  f"(xo)  f"(w0)
:cligclo (x —xz0)® 31 3 0

Como queriamos demonstrar.
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2. Formula de Taylor

O polinémio de Taylor de ordem 3

f,/(1:0>
2

f/l/ (xo)
3!

3

Ps(x) = f(xo) + f'(20)(x — x0) + (z — x0)* +

(x — x9)
, ;. . . E3($) . .
é o unico com a propriedade do lim ———— = 0. De fato, suponhamos que exista

z—zo (T — x0)3
P} (x) # Ps(x) de modo que

Pj(z) = A+ Bz — x0) + C(x — 20)* + D(x — m)°,

E*
onde A, B, C, D € R e P;(z) com a propriedade lim i
Tz (m — 330)3

erro cometido ao utilizar P (x) para aproximar valores de f(x).

= 0, sendo Ej(x) é

Assim,
Fy(x) - Bi0) A fio) B-pa) O
. 3\ T X T — i — i 21 _ Zo
leIleO (x — x0)33 - J}EEO (z — x)? + (z — 0)? + (x — x0) +D 3!
J" (o)

Logo, esse limite s6 sera zero se A = f(xg), B = f'(x9) e C =

o e, consequen-

temente, temos

lim [D - fm(xo)} ~0

T—IQ 3'

f//l (ZL“())
3!

isto é, D = . Portanto, o polinomio de Taylor de ordem 3 é o tinico que possui

a propriedade
Es(z)

S =0.

I
w50 (T — o)
Exemplo 2.5. Vamos construir os Polinomios de Taylor de ordem 3 e 4 da fungao
m . .
f(x) = cos(x) ao redor do ponto — e visualizar graficamente o resultado.
Inicialmente temos f'(z) = —sen(z), f’(x) = — cos(x), f"(x) = sen(z), e fW(x) =

cos(z). Portanto,

T T V2 T V2
r(§)=es(5) =57 () == () =5
n T T \/_ m (T ™ \/_

r(§) = (D=5 (7)== (D=5

Podemos determinar P3(z) e Py(x):
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2. Formula de Taylor

V2 V2 T V2 ™2 V2 ™3 V2 m\4
P =55 (=) - ) G D) )

Na Figura [2.6| podemos observar os polinomios aproximadores de Taylor de ordens
3 e 4 da funcdo f(z) = cos(x).

Figura 2.6: Gréaficos dos Polinomios de Taylor de ordem 3 e 4 de f(z) = cos(x)

E importante notar que ao aumentarmos o grau do polinomio, mais préximo o seu

grafico fica em relagao ao grafico da funcao. Na Figura[2.7|representamos os polinémios
s

Taylor da fungao f(z) = cos(x) ao redor do ponto 1 do Exemplo , de ordem 1, 2,

3 e 4 observando assim a aproximacao cada vez mais precisa.
2

e\ a4 E Afp [ s
Py

Figura 2.7: Grafico de f(x) = cos(x) e de polindmios aproximadores de Taylor

y

Py

No Exemplo , vamos obter aproximacoes do cos(48") pelo polinémio de Taylor
construido no Exemplo [2.5]
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2. Formula de Taylor

Exemplo 2.6. Utilizando os polinomios de Taylor de ordem 1, 2, 3 e 4 da fungao

T
f(x) = cos(x) ao redor do ponto o vamos obter uma estimativa do valor do cos(48°).

4 4
Temos que 48° em radianos equivale 1—2 Sendo cos (1—75T> = 0,669130606 . .. e usando

4
as seguintes aproximacoes: (% — %) = 67;_0 ~ (0,05235 e V2 ~ 1,41421 obtemos:
47 \/§ V2
Pl—=)=— 235) ~
1 (15> 5 5 —(0,05235) =~ 0,67008
47 47 V2
P (1—5> =P (ﬁ) T(O 05235)? ~ 0,66911
A 4\ V2
PBl—=)=hFh-— — 235)3 ~ 1
3(15> 2(15>+ B (0,05235) 0,66913
47 47 V2
Pl —=)=PFP-— — 235)% ~ 1302
4(15> 3(15> + 13 (0,05235) 0,669130

Dessa forma, percebemos que ao aumentarmos o grau do polindomio estamos nos
aproximando cada vez mais do valor real de cos(48%). Tal fato também pode ser
observado com as expressoes dos erros F(z), Fa(x), Es(x) e Ey(x) de Pi(x), Py(x),

Ps(x) e Py(z) respectivamente.

Teorema 2.3. Seja f uma funcao real derivdavel até a 4.* ordem no intervalo aberto I

com xg e x € I. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos xq e

x tal que:

£) = o) + 7wl — o) + T (o g2 T 0y )
onde E3(x) = f(z(x) (z — o)™
Demonstracgao.

Temos que Fs(x) = f(x) — P3(x), logo

Bua) = f(2) — £(20) ~ ao)(a —20) ~ T (0 gy - LU o
Derivando Es5 temos
By(w) = () ~ (20) ~ o) — 20) — L (0 —

”( )— 1" (7o) — f”/(ﬂfo)(-’ﬂ — p);
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2. Formula de Taylor

Para © = zg temos Es(xg) = Ej(zo) = Ef(x9) = EY'(z9) = 0. Tomando a funcao

h(z) = (z — x0)*, percebemos que

R (z) = 4(z — 20)%;

R’ (z) = 4-3(z — 20)*;
" (x) =4-3-2(x — xp);
AP (z)=4-3-2-1=4

Além disso, para x = xg temos h(zg) = h'(xg) = h"(z9) = h" () =0 e

Eg(flf) Eg(l’) — Eg(xo)

h(x) h(x) — h(xg) ’

entao, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe a que pertence ao intervalo

|zo, x[ tal que

Como
Ey(r)  Es(a) — Ex(xo)

h(z) — h(a) = h(xo)

pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe b que pertence ao intervalo |xg, a[ tal

. Fy(x) _ BY)
W) - )

Prosseguindo com este argumento obtemos

Ey(x) _ EY(b) - Ej(x,)
h(z)  h'(b) — I (zo)

e pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe ¢ que pertence ao intervalo |z, b tal

que
Eylw) _ EY(©)
h(z) R (c)

e como

Es(z) _ E5'(c) — By’ (w0)
h(ZL‘) h///(c) _ h”'(l’o)

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy existe T que pertence ao

intervalo |xg, c[ tal que

Portanto, Fs3(x) =
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2. Formula de Taylor

Teorema 2.4. Seja f uma funcgao real derivdvel até a 5.* ordem no intervalo aberto I

com xg e x € 1. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos xy e

x tal que:
" To ) " To 5 (4) Zo A
£(0) = ooy o) a0+ a2t L) o TR (),
Oz s
onde Ey(x) = 5!( )(x — 2p)°.

Demonstracao. A demonstracao é analoga a do Teorema [2.3]

Exemplo 2.7. Tomando a fun¢ao f(z) = cos(z) do Exemplo[2.5e sendo E;(x), Es(z),

Es(x) e E4(x) os erros respectivos que obtemos ao aproximar f(x) por Pi(x), Pa(x),
P3(x) e Py(x), polinomios de Taylor construidos em torno do ponto 1:0 = %, vamos
~ 0,05235.

calcular esses erros analisando a precisao desses resultados. Adotamos @

AT
ComoZ<9c<15 0 <cos(z) <1le0<sen(z) <1, temos que:

E (%) - COSQ("E) (g—O)Q < % <@) ~ 1,37026 x 10~
B (%) _ Ser;j‘”) (g—o)g < é (@) ~ 2,391105 x 10~
By G—D - COZ(!JJ) (% o i (g—()) ~ 3,12935 x 107
E, (%) - Segg‘z) ((%)5 < % ((%)5 ~ 327643 x 10~

Dessa forma, verificamos que o erro se torna cada vez menor sempre que construimos

um polinomio de grau maior.

2.4 Polinémio de Taylor de Ordem n

E possivel generalizar o procedimento seguido nas secoes anteriores para obter um
polinémio de ordem n, com n € Z,, que aproxime os valores de f em pontos x numa
vizinhanga de xg.

Seja uma funcao f, n vezes derivavel num intervalo aberto I e ¢y € I. Queremos
determinar o Polinomio P, de ordem n, que aproxime os valores da funcao f, ao
tomarmos valores de x proximos a xy. De forma analoga aos casos anteriores, devemos

ter:

Fxo) = Palzo), f'(x0) = Pu(xo), f"(x0) = Pll(xo), ..., f™(w0) = P™ ().
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2. Formula de Taylor

Portanto, o polinomio deve ser da forma
P.(z) = ag + a1(x — x0) + ag(r — 20)* + az(z — 10)* + as(x — 20)* + ... + an(x — 20)"

Procedendo como nos casos anteriores, obtemos f(xg) = ag e calculando as deriva-

"
J" (o . .
das de P, temos f'(z¢) = ay, # = ay e assim sucessivamente. Percebemos que ao
derivarmos P, n vezes obtemos

PW(x)=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)...2-1-a,.
Como f™(zy) = P™ (x), entdo
™ (ze) =P (z)=n-(n—1)-(n—2)-(n—3)...2-1-a, =nla,

Logo
) (z0)

n!

Ay —

Portanto, o Polinomio de Taylor de ordem n em torno de xg é dado por

f(n) (z0)

n!

f”(Io)
2!

fl/l (mo)

3 (z—m0)+. . .+

Po(z) = f(xo)+f (wo)(x—x0)+ (z—m0)*+

(x—x0)".

Como nos casos anteriores o erro que se obtém ao aproximarmos a fungao f(z) pelo

valor de P,(z) é E,(x) = f(x) — P,(x) com mh—g;lo % = 0.

Teorema 2.5. Seja f : I — R onde f é uma funcao n — vezes derivdvel em x = xg.

Entao, lim L@.)n =0, onde E,(z) = f(z) — P,(x).

Demonstracao.
(k) ( — 2k E b
Seja g(x Zf xo (x $0)_Como limﬂ:hmwzo
T—T0 (.CL' — xo)n T—T0 (CIZ’ — xo)n
Devemos mostrar que
— (n)
im L&) —9@)  fT)] (2.1)
T—x0 (m _ xo)n n
Como o segundo termo do Limite nao depende de z basta mostrar que
- (n)
li {10 —9@) _ 7(@o) (2.2)
z—=x (X — xo)n n!

Como f é n—vezes diferencidvel em x(y e como g ¢ um polinémio, para calcular o Limite

podemos aplicar a regra de L’Hospital (n — 1) vezes a primeira parte da equagao e
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2. Formula de Taylor

obtemos,
o F@ —g@) @) = g 0@ )

eozo (T —To)" zovao nl(z — xo) n!

Teorema 2.6. Seja f: [ — R onde f é uma fung¢ao n —vezes derivdvel. Suponhamos

_ px
que P*(x) € um polinomio de ordem n em (x —xq) satisfazendo lim M =0.
T—T0 ({Ij — 1’0)”

Entao, P*(x) € o polinomio de Taylor de ordem n de f em torno do ponto xy.

Demonstracao. Seja
P*(x) = ag + a1 (v — x0) + az(x — 10)* + az(z — 20)* + ... + an(x — 30)"

Er(x
com ag, ai, ds,..., 4, € Re lim A
T—T0 (:L‘ — J'O)n

valores de f(x) por P*(x).

= 0, onde E}(x) é o erro cometido ao estimar

Como lim = 0, onde E,(x) é o erro cometido ao estimar valores de f(x)

T—T0 (;L' — [L‘O)”
por P,(x), temos

En(r) — B (2)

[f(z) = Bu(@)] = [f(z) = P(x)] Pr(x) — ()

li =1 =1l =0
i (x — xo)" i (x — zo)" i (x — o)
Portanto,
f(nfl)(l,o)
/ n—1 — =~
— — — 1) (n)
lim |20 =S@0) o= o) (=D -1 (z0) | _
zozo | (v —x0)" (2 — x0)" ! (x — x0) (n)!
1
Logo, esse limite s6 serd zero se ag = f(zo), a1 = f'(x0), ay = / éfo), e
(n—1) '
Ap_1 = f—(%). Concluimos entao que
(n—1)!
(n)
lim |a, — (o) =0,
T—x0 (n)‘
(n) E
isto é, a,, = / (%). Portanto P,(x) é o inico que possui a propriedade lim ﬂ =0.
(n)! z—wo (T — To)"

Teorema 2.7. Seja f uma funcao derivdvel até a ordem (n+ 1) no intervalo aberto I
comxg e x € 1. Entao, existe pelo menos um T no intervalo aberto de extremos xy e

x tal que:
f(z) = Pu(z) + By (),

f(n—H)(j) (n+1) 4
(n+1)!

onde E,(x) = (x —x0) ¢ o erro que obtemos ao substituir f(x) por P,(x).
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2. Formula de Taylor

Demonstracgao.
Temos que E,(z) = f(x) — P,(z), logo

" ) ™) (g )
B.(x) = £(2) ~ Flao) — o)~ a0) = T T
Derivando E,(z) (n+ 1) vezes, temos
" Zo ) (n) Zo -
Eu(e) = (o) = 1w} = 1" (an)o = an) = L5 @ = T
™) (1, Y
EZ(ZL‘) _ f”(l‘) f//(l‘[)) f”/(xo)(x — ;po) — .= {n _( 2))' (x — xo)”
B (x) = f(2) = £ (w0)
E) (@) = f0 ()
Para @ = xg, temos Ey, (1) = E'(20) = E'(z0) = E"(x0) = ... = B () = 0.
Seja a funcao h(z) = (z — xy)" ™, assim
R (z) = (n+1)(z—zo)"
' (z) = (n+1)-n(x — )" !
A () = (n+1)-n--2(z — x0)
A (z) = (n4+1)-n---1=(n+1)!
Para z = x, temos h(xg) = h'(x0) = h"(x0) = h"(z0) = ... h™(z4) = 0. Observa-

mos que

E(z) En(z) — En(xﬂ)‘

h(z) — h(x) — h(x)

Entao, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe a; que pertence ao intervalo

|xo, x[ tal que:
B,x) _ Eya)
h(z) — h(ar)

Como
En(v)  Ej(a1) — B (20)

hz) — W(ay) — W (xo)

Pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy, existe ay que pertence ao intervalo |xg, a1

tal que
En(z) _ Ej(ag)

h(z) — h"(ap)
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2. Formula de Taylor

Repetindo esse argumento n vezes obtemos a, no intervalo |z, a,,_1] tal que

Assim,
En(x)  E{Y(an) — B (o)
h(z) — B0 (a,) — h0)(z)

Novamente, pelo Teorema do Valor Médio de Cauchy existe z que pertence ao

intervalo |xo, a,[ tal que

Portanto,

A expressao F,(x) no teorema anterior é conhecida como Resto de Lagrange em

homenagem ao matematico francés Joseph L. Lagrange.

Exemplo 2.8. Vamos obter o Polinémio de Taylor de ordem n da fungao f(x) = e®
em torno de xy = 0, visualizar graficamente algumas aproximagoes e obter o valor de
e com erro inferior a 1078, Inicialmente observamos que f™(x) = e, para todo z € R
en €Zye f™(xg) = f™(0) = e” = 1. Assim, substituindo na férmula de Taylor

" " (n)
Pola) = flao)+f eo)o—0)+ T (a2 T oy LU0 e
obtemos
Pn(x):1+x+3;—?+§—?+m+%

Graficamente podemos verificar na Figura [2.8 alguns polinomios aproximadores da

fungao f(x) = €”.
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2. Formula de Taylor

f@)=e
P(zx)=1+4+=x

.’152
Pz(ac):l-i—w—ﬁ—?

z:} Z4
+

22
P4(w):1+w+§+§ I

Figura 2.8: Gréfico de f(x) = e” e de seus Polinomios aproximadores até a ordem 4

Pelo Teorema obtemos a expressao do erro que cometemos ao aproximar os
valores de f(x) pelos valores de P,(z). Temos que,
f (@)
E.(z) = ———L(x — z0) "™
n(@) (n+1)! ( 0)
para algum T no intervalo aberto |z, z[. Portanto desenvolvendo a expressao do erro

relativo a aproximacao da funcao f(z) = e* por P,(z) desenvolvido na origem, temos:

(@
(n+ 1)!
Como f(1) = e, podemos obter aproximacgoes para o numero de Euler por meio do
Polinomio de Taylor de ordem n em torno de xg = 0. Sendo e = 2,718281828459.. .,

temos para z = 1 que:

E,(x) = i)

11 1
P =141+ 545+ +—~e

Esta expressao se aproxima de e com a seguinte precisao

para algum 0 < z < 1 e assim,
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Portanto,
z)

e(® _ 3
L (n+ 1)

el

En(I =\ 1)!' BCEE)

Como desejamos obter uma aproximacao com um erro inferior a 1072, temos:

1
<108 =—
(n+1)! 100000000

Logo (n + 1)! > 300.000.000. Pela Tabela percebemos que esse fato sera obser-

vado para n = 11. Entao e com um erro menor que 1078, vale:

[E.(1)] <

moptpr bt b b L 715981896
TR R TR BT R B TRLA TR T TR E T

Fatorial | Resultado
0! 1
1! 1
2! 2
3! 6
4! 24
5! 120
6! 720
7! 5040
8! 40.320
9! 362.880
10! 3.628.800
11! 39.916.800
12! 479.001.600

Tabela 2.1: Valores do Fatorial

Exemplo 2.9. Para datar rochas ou artefatos com mais de 50.000 anos, é preciso
usar outros elementos radioativos. A seguinte equagao ¢é valida para qualquer isétopo

radioativo:

S(t) — S(0)
R(t)

onde R(t) é o nimero de atomos do isétopo radioativo no instante t. S(t) é o nimero

+ 1= 6(1n2)t/>\

de dtomos do produto estavel que resulta do decaimento radioativo, S(0) é o nimero
de dtomos do produto estdvel inicialmente presentes na amostra (no instante ¢ = 0)
e A é a meia~vida do is6topo radioativo (o tempo que metade dos dtomos da amostra

leva para decair).
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2. Formula de Taylor

a. Determine o valor aproximado de ¢ nesta equacao usando o Polinomio de Taylor

de grau 2 de e” no entorno de x = 0.

b. Um pedaco de mica é analisado e os cientistas descobrem que 5% dos dtomos do
mineral sao do is6topo radioativo rubidio 57 e 0, 04% sao de estroncio 87. Se todo
estroncio 87 foi produzido pelo decaimento do rubidio 57 presente na amostra,
qual é a idade da amostra? Use a aproximacao do item (a). A meia-vida do
rubidio 87 ¢ 48,6 x 10° anos.

Solugao.

a. Do Exemplo , sabemos que o polinémio de Taylor de ordem 2 de f(x) = e* em
2

torno de xy = 0 sera dado por Pa(x) =1+ 2+ % Logo, estimando o valor de 2%/
por Py(x) temos, '
(In2)t]°
S(t) — S(0) (In2)t (In2)t A
(In2)t/x _ ~ _
e 0 +1~r P 3 1+ 3 + o
(In2)t]”
S(t) = S(0)  (In2)t A
R(t) A 2
(In*2) ,  (In2),  S(t) —S(0)
t t— R
o LT R(0) 0
Resolvendo a equacao de segundo grau na variavel t temos,
A n*2 A *2 [ S(t)—S5(0)]  In*2 N 2In*2 [S(t) — S(0)
a2 2)2 R(t) a2 A2 R(t)
In®2 S(t) —S(0)
-5 (42 [P
e, portanto,
In 2 In*2 S(t) — S(0) In2  In2 {S(t) — 5(0)}
=24 142 |22 T S ) A
) \/)\2 ( * [ 0] D X o\ T R
t =~ 5 ~ 3
In* 2 In“(2)
2)\2 A2
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Como t > 0, temos

In(2) S(t) = S(0)

L (\/HQ{ R(t) }_1)_ A (80 -50]

- n?(2) e\ {—]‘ |
A2

5
b. Denotamos por M a quantidade de atomos da mica analisada, temos que mM
0,04 . . .
sao do isétopo radioativo, ou seja R(t), WM sao de estroncio 87, ou seja, S(t).

Como todo estroncio foi produzido do decaimento do rubidio, nao existiam atomos de
estroncio inicialmente na amostra, ou seja, S(0) = 0. Como X = 48,6 x 10° e utilizando

In2 ~ 0,693, temos entao que

0,04

—M —0
A S(t) —S(0) 48,6 x 10° 100
t~ — 142/ ———— -1 = — 142 | ———-—-] -1
n2 (\/ * [ 0 0,603 L R
100

£~ 70,12 x 10° <\/1,016 . 1) — 5,587 x 10°

Exemplo 2.10. Utilizando a expressao do Polinomio de Taylor de ordem n, vamos
obter uma aproximagao da func¢do f(z) = sen(z) em torno de xy = 0, estimar o valor
do sen(1), com erro inferior a 1075, onde 1 é expresso em unidades de radianos e fazer
a andlise grafica do resultado. Temos, f'(z) = cos(x), f"(x) = —sen(x), f"(x) =
—cos(z), fW(x) = sen(x), f®(x) = cos(x) e assim sucessivamente.

Para 2, = 0, temos f(0) = 0, f/(0) = 1, f”(0) = 0, f”(0) = —1, f®(0) = 0,
f®(0) = 1. Notamos que f™(0) = 0, se n é par e se n é impar os valores de £ (0)

vao se alternando entre 1 e —1, assim
P(x)=0+1(z—0)==x

Py(x) =0+ 1(z —0) + 2(:13 —0)?

=T
2!
0 —1 3
Pg(x):0+1(x—0)+5(x—0)2+§(:c—0)3:x—a
0 ~1 0 z?
Py(@) =0+ 1(z = 0) + (2 = 0) + =r(@ = 0)° + (e = 0)" =z — o

Portanto, Pi(z) = Py(x), P3(x) = Py(z) ... Pos1(x) = Pogro(x) com k € Z,.
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Logo,
3 $5 a2k
(2k + 1)!

P rT— =5+ = (=1
(@) = 0= T+ (-1)
Para determinar a estimativa do erro que cometemos, devemos observar que,

b b 23 0 " p2k+1 0 p2k+2
biera (@) = Paal) = = gp g = Dy 0 gy,
Logo
(2k+3) (7 (2k+3)
| Eps1 (2)| = | Espyo()] = ’gk—Jré)')(x _ )| ‘Jz% . ;)) (2h+3)
Como |fZF3)(z)| < 1 temos que,
f (2k-+3) ( 1
\E2k+1 Zk - 3 (2k+3) < (% " 3)'| ’(2k+3)

Estimando o valor de sen(1), para 1 em unidades de radianos, com erro inferior a

10~?, temos entdo que,

1 . 1

E N<—<107° =
| Eogr1(1)] < (2k + 3)! 100000

Assim (2k + 3)! > 100.000. Pela Tabela[2.1]isso ocorre quando 2k + 3 = 9 isto é k = 3.

Portanto com erro inferior a 107°, temos,

1 1 1
sen(1) = 0,8414709. . ~ 1 — o5 + o5 — 5 = 0,8414682 ...

A visualizacao gréafica pode ser observada na Figura [2.9] onde verificamos algumas

aproximacoes da fungao f(z) = sen(z), utilizando Polinémios de Taylor.
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Py
Py
Pr

f(z) = senz
/on 3 /2 - /2 [} w2 o sm/2 3Wn X
3

Pi(z) ==
i

Py(z)=x — 3

Es Es
Plw)=w =55
m(} 15 (E7
Prl@) =e— g+ 5~

zt  2® 27 a2
Pt)(,l?):ll?fﬁ‘#afﬁ‘f»m

Figura 2.9: Gréafico de f(x) = sen(x) e de Polinomios aproximadores de Taylor

2.5 Série de Taylor e Maclaurin
Seja f uma funcao com derivadas de todas as ordens representada por uma série
de poténcia, ou seja,

oo
2
flz) = E (@ —x0)" =co+c1(x —xg) + o —20)" + ... + (T —20)" + ...
n=0
onde seu dominio ¢ o intervalo de convergéncia da série contendo xy. Derivando algumas

vezes essa fungao, percebemos que:

fl(@)=c14+2 co(w—m0) +3-cs(w—x0)? +4-cy(r —20)* + ...+ n-colr—20)" "+ ...

f'(@)=2-c+3-2-cs(x—a0) +4-3-calw—x0)* +...4+n-(n—1) - cplx —20)" 2+ ...

@) =3-2c 4482 cale —a0) bt (0= 1) (0= 2) - cule —a0)" P
@) =4-3-2-cit . tn(1=1)- (1=2) - (n—38) el —a0) " ..

Para x = z(, obtemos

J" (o) f" (o) F® (o)
co = f(zo), c1 = f/(fo)a Co = or €3 = 3 Cy = I
: : F (o)
De modo geral para qualquer n natural maior ou igual a zero temos ¢, = —
n!
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Concluimos que a funcao f(z) pode ser escrita da seguinte maneira

% r(n) 2 , (n) Tg
_ Zf n(! >(a:—a:0)”:f(l‘o)+f (xo)(x—x0)+,,.+f n<! )(:c—xo)”—l—... (2.3)

Denominamos a representagio de f(x) dada em[2.3] por Série de Taylor de f em .
Em particular, quando xq = 0 a série sera denominada Série de Maclaurin. Observando
essa representacao podemos entao concluir que o Polinomio de Taylor de ordem n,
obtido na Secao ¢ uma soma parcial da Série de Taylor.

Com este resultado podemos obter a representacao da série de poténcias de uma
funcao f, infinitamente derivavel, sem utilizacao da integragao ou derivacao termo a

termo de uma série conhecida.

Exemplo 2.11. Vamos determinar a série de Maclaurin de f(z) = arctg(x). Derivando

sucessivamente, obtemos

1 2z 6% — 2 24x(x? — 1)
! _ " _ 1" _ — _
f(x)_ 1+.T2’f (l') (1+.§I}2>2’f ( ) <1+132)37f ( ) (1—|—.CC2)4 )
£O) () = 24(5z* — 1022 + 1)7 £O) () = _240(3x — 1023 + 3x2)
(1+22)° (14 22)¢
6 4 2
£ () = 720(72° — 352* 4 21x° — 1)
(1+22)7
| "(0 "oy 1 (0
Ass(lg)[)rz’ )CO = (), c1 :(61)(0)2 — f2<' ) — ((3;(0:; — fg(' ) — _g’ cy = f 4'( ) _ O,
(0 1 f 00 1
cy = 5 ce = Gl =0ecr = o —?.Logo,
L 3 L s L
arctg(x) :0—|—x—|—0—§x —|—0+5x +O—?x +....
x2n+1
Podemos observar que o n-ésimo termo dessa série serd da forma (—1)"2 T
n

Concluimos entao que

3 5 7 x2n+1

o
tgla) =0 — — + = — (1)
arctg(x) = x 3—1-5 7+ +(=1)

Tal resultado é o mesmo do Exemplo [1.18, Para verificar a convergéncia da série,
e 2n+1

utilizamos o critério da razao. Logo, se arctg(z) = ;(—1)”2n L entao
. (_1)n+1 . x2(n+1)+1 on +1 . x2n+3 on 41
lim : lim |(—1) - .
n—00 2(n+1)+1 (=1)7 -2t nooo 2n +3  x?ntl
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2. Formula de Taylor

e, assim,

Dessa forma, a série serd convergente se 22 < 1, isto é, —1 < x < 1. Verificamos
no Exemplo que a convergéncia acontece também nas extremidades do intervalo.

Portanto, concluimos que para —1 < x < 1 temos

i 2+l
arctg(x) =) (=1)" .
o 2n+1

No Exemplo percebemos que a igualdade da f em relacao a sua série é obser-
vado para todo x tal que —1 < x < 1. Em geral, é necessario estabelecer um teorema

que nos permita concluir para quais valores de x temos uma funcao igual a sua série.

Observando que se temos uma série infinita a; +as+ ...+ a, + ..., onde sua somas
parciais sao denotadas por Si, Sy, ..., S,, sua convergéncia acontece se lim S, = .S de
n—oo

maneira que S é a soma da série.
Assim, se uma funcao é representada por sua Série de Poténcias, a igualdade estard
estabelecida para todo x se o limite de S, quando n tende a infinito, for igual a funcao.
Como a Série de Poténcias é a Série de Taylor e o Polinomio de Taylor de ordem n,
denotado por P, (z), é uma soma parcial dessa série, precisamos que nh—>I£10 P,(x) = f(x).
Tal fato ocorrera se le E,(z) =0, onde E,(x) é o erro que cometemos ao aproximar
n 0.)

a fungao f por P,(z).

Teorema 2.8. Se uma func¢do f possui derivadas de todas as ordens em um intervalo
aberto contendo xqy e se
lim F,(x) =0

n—oo

para todo x nesse intervalo, entdo f(x) € representada por sua série de Taylor de f(x)

em To.

Demonstracgao
Sabemos que P,(z) = f(x) — E,(z). Logo,

lim P,(z) = lim [f(z) = En(2)] = f(z) = lim E,(z) = f(z) =0 = f(z)

n—0o0 n—oo n—o0

Exemplo 2.12. Vamos determinar a série de Maclaurin de f(z) = sen(x) e provar que

a série que representa essa funcao é valida para todo x real.
No Exemplo desenvolvemos o polindmio de Taylor da fun¢ao f(z) = sen(x)

em torno o = 0. Como o Polindmio de Taylor é a soma parcial da Série de Taylor,
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2. Formula de Taylor

concluimos que

0 :L,2n+1 ZL‘3 .CL‘5 1.7 l'2n+1
) L I A I S
sen(z) ;< s TRt T R IR S oy

Precisamos agora provar que essa igualdade é véalida para todo x real. Como para n

natural temos que f™+1)(x) é +sen(x) ou £ cos(x), temos |f" TV (z)| < 1. Sendo o
SOE)

erro dado por E,(x) = mx , para algum Z entre 0 e x temos
(n+1) (7 = (n+1)
(n+1) (n—l—l) (n+1)!
‘ ’(n+1) O g+l
Podemos observar que nhjrolo m = 0, pois pelo teste da razao a série nz% m

¢é absolutamente convergente. Segue do Teorema do Confronto que

lim E,(z) =0.

n—oo

Logo, a fungao f(z) = sen(z) é igual a sua série de Maclaurin para todo x real.

Nas Figuras [2.10] [2.11] e [2.12] podemos analisar algumas somas parciais dessa série

e observar graficamente a convergéncia para todo x real.

y

37 39 .41

x a €T T x
Sw=r gt~ m T am s Tam
f(z) = sen(a) )
O\, PN N, O\, O\, O\, pa N O\ D
{1'0n an an an an - 0 Mn SMW Mﬂ MTT X

-1

Figura 2.10: Gréafico de f(x) = sen(z) e de Soma Parcial da sua série
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2. Formula de Taylor

x” x! x’! %9 %!

FTR- TR (R -T TR T TR T

’_\f(:z:) =}an\(:c) AN O\ O\ O\ ! O\ O\, O\ PN pan
71M0n ,M *MW err an - o] 0 Mn 3M|1 5 6m 7 8m !M)n X

Figura 2.11: Grafico de f(x) = sen(z) e de Soma Parcial da sua série

@ 2 AN AN A

T\ O\ T\ O\ N\
NAor aSor on—Her | neAen | -onlan | -an—Plan

N\
0 ™A 3 5 N S CHR

Figura 2.12: Grafico de f(z) = sen(z) e de Soma Parcial com maior aproximagao

Podemos obter a partir da série de Maclaurin da fungao f(x) = sen(x), a série de
Maclaurin da fungao f(z) = cos(z), aplicando a derivada na série termo a termo. A
série resultante possui o mesmo intervalo de convergéncia, nesse caso vale para todo x

real.

Exemplo 2.13. Vamos obter a série de Maclaurin da funcao f(x) = cos(z), utilizando

o resultado do Exemplo [2.12| Portanto

31 507!
Logo,
R VY 2?2zt af Loxn
COS(I)Z1—?—f-?—Wﬁ-...:l—a—f—z—a—l—...%—(—l) <2n>'+
> 2n
Portanto, f(x) = cos(z) = Z(— )" ; para todo z real.

(2n)!
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2. Formula de Taylor

Vejamos graficamente na Figura [2.13] uma soma parcial dessa série observando sua

convergencia.

4 6 76 78 80

z? oz x
21 T4t et

xr xr xr

=1— PR P
Sao 761 781 T 801

+...+

f(@) = cos(z) 1
o NG ctor N e N en NS an NG fznv>1ov m N ar Na#’ e N ar N’ fom N x

Figura 2.13: Grafico de f(x) = cos(z) e de uma Soma Parcial da sua série

x .n

x
Exemplo 2.14. Mostramos no exemplo [1.15| que a série E —~ é convergente para
n!

n=0
todo x real e afirmamos que converge para funcao f(z) = e”.

Construindo a série de Maclarin de f(x) = €, temos que esta fungao ¢ infinitamente
derivavel e todas as derivadas sdo iguais, ou seja, f(™(z) = e® com n natural. Em

particular, para ro = 0 temos f (")(0) = ¢ = 1. Portanto, substituindo em

" (n)
F@) = Flwo) + @)@ — m0) + L é“f“) RS U ) n<!x°> (& —z0)" + ...
temos
" (n) n
f(z) =f(0)+f’(0)x+f2—(!0)x2+...+fT!(O)a:”Jr...:1+x+§+...+m+
Dessa forma N
xX xn
e Z; —

Vamos mostrar que essa convergéncia é valida para todo x real para funcao e®,
utilizando o Teorema Assim podemos observar mais uma maneira de verificar esta
afirmacao.

Demonstragao

O erro que cometemos ao utilizar o polinomio de Taylor de ordem n é dado por

f(nJrl)(j) n+l __

Bl =™ T mrl®

para algum Z entre 0 e x.
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2. Formula de Taylor

Se x = 0 a soma da série sera 1 e f(0) = e = 1.

Se x > 0 temos e* < e” e, portanto,

e’ e’
0< — " <

n+1
(n+1) (n+ 0"

n+1 n+1

x
Podemos perceber que lim

x : e
im m = 0, pois a série ; m

¢ convergente pelo

xT

teste da razdo e portanto o limite do seu termo geral é zero, logo lim ————z"™' = 0.
n—o00 014—1)!
Concluimos entao pelo Teorema do Confronto que
lim E,(z) =0.
n—oo
Se x <0, temos que x < T < 0 e 0 < e® < 1. Portanto, se 2" > 0 temos
ef xn+1
0< ——a" < Z
(n+1)! (n+1)!
e, para 2" < 0
xn+1 ef
< "t <0,
(n+1)!  (n+1)!
xn+1
Como lim ——— = 0, segue em cada caso pelo Teorema do Confronto que
n—oo (n + 1)!

xT

e
lim ———2"™! = 0. Portanto, para todo z real

n—oo (n + 1)!

o0
xr xn
=
n!

n=0

Podemos visualizar algumas somas parciais da série da fungao f(z) = e” nas Figuras

214 e 215
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2. Formula de Taylor

52:1+m+%

flz) =e”

Figura 2.14: Grafico de f(x) = e* e de Soma Parcial da sua série

flz) = e

Figura 2.15: Gréfico de f(z) = €® e de Soma Parcial da sua série com maior precisao
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Capitulo 3

Aplicacoes do Polinomio e Série de

Taylor

Neste capitulo vamos utilizar o Polinomio e Série de Taylor, para provar alguns
resultados matematicos como a irracionalidade do nimero de Euler, desenvolver uma
formula para obter o valor de 7 e calcular integrais definidas, utilizando o polinémio
aproximador de Taylor de uma determinada funcao, para obter uma estimativa da area

abaixo do grafico dessa fungao.

3.1 Regra de L’Hospital

Utilizando o Polinomio de Taylor, vamos mostrar um caso particular das regras de
L’Hospital, Teorema [1.12} considerando duas fungoes f e g com derivadas continuas
até a 2.% ordem.

Dessa forma sendo f e g derivaveis até a 2.* ordem, definidas no intervalo aberto I
com zx, xg € [ e g'(z) #0, se lim f(x) =0e lim g(x) =0, a regra de L’Hospital nos

T—T0 T—T0
afirma que

tim L&) gy L @)

T—T0 g(m) T g’(q:).
Assim vamos escrever a Férmula de Taylor das fungoes f e g, sendo o polinémio
aproximador de ordem 1. Portanto existe pelo menos um z; e um x5 no intervalo

aberto de extremos x( e z tal que:

£(@) = F(ao) + Fao)z — a0) + T 2 g2
@) = 9(z0) + o (x0) (x — a0) + LD (0 —
Se lim f(x) =0e lim g(z) = 0, temos pela continuidade de f e g que

Tr—T0 Tr—xQ
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

Jim g(z) = g(wo) =0
logo
i 268y [0 - i ]
e gla) e g'(zo)(x — o) + 2 (2 2 (= o)

como (x — zp) # 0 temos que
{f o)+ T e - %)} _ )

9" (22)
5 (x — z9)

lim w = lim
r—x0 g(l‘) T—T0

(o) +

finalmente como lim f'(z) = f'(x¢) e lim ¢'(z) = ¢'(x) concluimos que
T—x0 T—T0

lim G = lim J'(@)

T—T0 g(aj) T—T0 g’(x)

3.2 Irracionalidade do numero e

No Exemplo construimos o polinémio de Taylor P, (z) de ordem n em torno de
zo =0de f(x) =e"

2 SL’S "

x
P"(x):1+x+§+§+m+ﬁ'

Para x = 1, obtemos uma aproximacao para o numero e:

~1a1 1 1 1
e~ 1+ +5+§+"'+H.
e 3
Com um erro inferior a ——.
(n+1)!
p . . a . .
Suponhamos que o numero e seja racional da forma e = 7 com a e b inteiros

positivos e primos entre si, temos entao que

0< 1+1+1+1+ +1 < ;
‘ o 3T T ) S it D)
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

e
0<® (1r1r2+iq. +1 k
b 21 3l (n+1)!
Tomando n > b e n > 3, segue que
an! 1 1 1 3
0<——nl{1+1 <pl——
b n(—i— —i—2|—|—3|—|— . ) n(n+1)!

O<(m! nl+nl+ = + '—l— +n‘ ; <3
2 3! n—|—1_4

n!

an! n‘ ) L
Pt —I— sao numeros inteiros, logo sua

- | |
Notamos que 2 e (n + n! + 51 + i

diferenca deve ser um nimero inteiro. Assim, temos uma contradicao pois um numero
o . . 3 o
inteiro nao pode estar compreendido entre 0 e T Portanto, e é um nimero irracional.

Uma forma alternativa de mostrar irracionalidade do nimero e, é proceder da se-
o

guinte forma: sabemos que para x =1, e = E - Suponhamos que o nimero e seja
n!
n=0
. . , p . . .- . . ~
racional, isto é, da forma e = =, com p e ¢ inteiros positivos e primos entre si. Entao,
q

P o= 1 1 =1
n=q+1

Dessa forma, temos

P 1 1 1 1
¢ ,;_"n;n' (q+1+<q+2><q+1>+<q+3><q+2><q+1>*"')'
Como

<qi1+<q+2>1<q+1>+“‘) - <qi1+<q+1>1<q+1>+‘“>

1 1 1
e + + ... ] é uma série geométrica e converge para —, temos
<q+1 (¢+1)(g+1) ) q
entao que

1
0<t- Z m —_ p
Multiplicando por ¢!, temos:
1 1
n!

0<plg—1!—¢q .
n=0n q
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

q
ComoO<p-(¢g—1)leq- E - sao inteiros, temos que sua diferenca é um ntimero
n

n=0

L L 1
inteiro. Logo, temos um nimero inteiro entre 0 e —, absurdo.
q

3.3 Foérmula para calcular .

No Exemplo obtivemos a série de Taylor da fungao arctg(x) de modo que

273 1.5 113'7 o x2n+1
tgla) =z ——+——""+... = (-1)"
wretta) =o =5+ 5T =Sy

Como essa igualdade é valida para todo —1 < x < 1, em particular para z = 1

temos:
tg(l) =1 1. Ly +(=1)" !
aregily =273 7 m + 1
Logo,
T 1 1 1 1
—=1l—-—=4+-—==+.. 1" )
4 3+5 7+ +( )2n+1

Esse resultado ficou conhecido como a férmula de Leibniz para w. Podemos observar

graficamente a convergéncia dessa série na Figura [3.1} Portanto,

4
2n+1""

4 4
3

4
T=4— -+ —?+...+(—1)”

. 4
2n +1

o0
Figura 3.1: Convergéncia das somas parciais da série g (—1) para m
n=0

Nesse caso a convergeéncia para m ocorre lentamente. Podemos obter uma con-

vergéncia mais rapida por meio do proximo resultado.
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

3.4 Outra Formula para Calcular =

T 1 1
Inicialmente vamos provar que a expressao 1= arctg (§> + arctg (§ é verda-

1 1
deira. Denotando por a = arctg (5) e B =arctg (5) , temos que a tangente da soma

nos fornece que:

11

_+_
tg(a+ ) = tg(a) +tg(B) _ 2 3
2

L—tg(ajtg(B) _1 1
3
logo
s 1 1 s
a+5=<z>:>arctg 5 + arctg 3)= 1
0 Q:2n—i-1
Agora, utilizando a série de Taylor arctg(z) = %(—1)"271 1 para —1 <z <1,
temos que
o (l>2n+1
t - — _1 n\2
arctg ( ) nzzo( ) o 1
e
S (l)?n—&—l
t - — _1 n\3
arcg(:&) g( s
Logo,

roa (S e e i)

Para percebemos como a convergéncia acontece rapidamente, usando uma apro-

ximacao de cada somatério com apenas 4 termos, temos

S L Y Ly
ot on+1 2 3\2 5\ 2 7\ 2
1/1\° 1/1\" 1/1)\°
-l35) —=(3) +5(5 ~ 0, 321741023

w4 (0,46368427 + 0,321741023) =~ 3, 1417

1\ ?
<§> ~ 0,46368427

1
9

e 2n+1 3 3\3

Assim,

Obtemos 7 com as trés primeiras casas decimais corretas. Na figura podemos

observar essa convergéencia para T.

81
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Sn(SomasParciais)

So S S4

Sy Ss3

Figura 3.2: Convergéncia mais rapida das somas parciais para 7

3.5 Aproximacoes de Areas

Utilizamos o Polinomio de Taylor no capitulo 2 para obtermos uma aproximagao
do valor de uma funcao, de maneira que essa diferenca fosse a menor que desejassemos.
Argumento analogo pode ser aplicado, utilizando o polinomio de Taylor para aproxi-
mar areas. Dessa forma podemos construir o Polinomio de Taylor que representa a
aproximagao de uma funcao f e calcular a integral definida desse polindomio. Assim,
estamos obtendo uma aproximacao da area e consequentemente a precisao de tal re-
sultado serd dada pela integral do erro. Logo sendo P,(x) o polinémio aproximador de

f(x) e E,(z) o erro dessa aproximagao, temos

fla) = Pofo) + Bula) = [ ) = / P + / (o)

onde f é continua num intervalo e a e b sao numeros reais que pertencem a esse
intervalo.
Essa conclusao tera grande utilidade principalmente quando nao for possivel obter

uma primitiva da fungao por intermédio das técnicas de integragao conhecidas. Para os

b b
Exemplos [3.1] € 3.2, utilizaremos a seguinte desigualdade: | / f(x)dx| < / |f(x)|dx.
(Veja demonstracao em [12] p.174). ’ ’

Exemplo 3.1. Vamos utilizar o Polindmio de Taylor para obter o valor de
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

com erro inferior a 1074,
O que desejamos obter, é uma aproximacao da area abaixo da curva da funcao

2 . .~ . . o1
f(z) = e e verificar a precisdo desse resultado. Inicialmente utilizando recurso

1
computacional temos com 5 casas decimais que a / e dy = 0,74682 (Figura .
0

1
Figura 3.3: Gréfico da fungao f(z) = e~ dx com representacio da / e dx
0

Como ja construimos o Polindémio de Taylor de ordem n de f(z) = e* em torno de

o = 0 temos que
2 1'3 n

. x x
e —1+ZE+§+§+...+H+E”($)
[0 o .
Onde E,(z) = (wa(m ), para algum Z no intervalo |0, z[. Portanto temos
n !
2 3 " 6(’
T=1 Tttt — gD
T I B o ST
Substituindo x por —z? temos
4 6 _1\n..2n _1\n+1,(2)
2 @ (—1)"z (—1)"*e
L [ T T (2n+2)
‘ ST T T R A DT

Aplicando a integral temos

1 1 4 6 _1\n,2n 1 __1\n+1 (%)

2 = x (—1)"x (—1)"*+e
Tdr = -2+ - 4+ |d ~ 2 g
/06 ’ /0( ST T Ry )“/()((nﬂ)!x v

1 _
—1)nt1e(@)

/< e 222 gy
0

< 1074
(n+1)!

Desejamos que o erro seja inferior a 1074, isto é

Observe que
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

1 T
dr = / M:(:(2’”2)dx.
o (m+1)!

(_1)71“@(@ (2n+2)

1 ,
—1)n 1)

/ (=1)""e £(2n+2) 1 "
0 (n+1)!

(n+1)!

1
</
0

Além disso, como 0 < (Z) < 1 temos que e < e < 3. Portanto

1 @) 1 1o (2042
/ e ening, < / € ni) gy < / 3.2l
o (n+1)! o (n+1)! o (n+1)!

Desejamos que nossa area tenha um erro menor que 10~* entao

1

3. (2n+2)

/ 2 g <1074,
o (n+1)!

logo

1

. (2n+3)
A = 5 ;< 1074

@2n+3)(n+ 1), @2n+3)(n+1)!

Essa desigualdade é satisfeita para n = 6. Portanto temos

1

/1 ) 2+x4 x6+x8 x10+x12 ; x3+ 25 27 . 29 211 . 13
— 'ttt — |dv = ( 2—— — —
0 2031 4l 5 6! 3 5-20 7.319-41 11.5! 13-6!

e concluimos entao que

0

/1 ] L + L1 + ! L + L 0, 74683603
e r~l-— -4+ =4+ — - ——+ — =
o 310 42 ' 216 1320 ' 9360

Percebemos entao que com a utilizagao da integral do Polinomio de Taylor obtemos

para essa aproximacao o valor da drea com 4 casas decimais corretas.

0,4
“In(1
Exemplo 3.2. Vamos obter / de com erro inferior a 1073, Neste exem-

0,2 z
plo utilizamos o fato de que se f(z) = In(1 + z), sua n-ésima derivada é f™(z) =

n—1)!
(—1)”_1u. Vamos provar este fato via inducao em n.

(L+a)
Para n = 1, temos
1-1)! 0! 1
@) = () s = (Ve = ) = 1o

Supondo que f™(z) = (—1)""! ((11; )7:, temos que " (z) = (f™(z))’, logo
) = o (=)
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Logo
[(n—D(1+z)"=(n—DA+2)"])

(F @) = (-1 o

e dafl

O s Lo
(f" (@) = (=" Tiom = f0 ) = (1)
Logo n-ésima derivada da funcao f(z) = In(1 + ) é R (z) = (—=1)"! ((ij:xl);

para todo n natural.

0,4
, “In(l+ 2
Concluida esta etapa podemos estimar o valor de / de de acordo com

0,2 Z
a aproximacao desejada. Inicialmente vamos visualizar nas Figuras e 0 com-

portamento grafico, a drea desejada e o valor da integral que aproximadamente com 5

casas decimais vale 0, 17503.

fla) = ln(lz—i- x)
Assintota verticalI
x=—1]
|
! 0
]1 0 1 2 3 X
|
In(1
Figura 3.4: Gréfico de f(x) = u
xr
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y
>
i) =202
/‘m 1“(1: ) _ 0,17503
0.2 : o 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2 22 24 X
, ) In(1 + z) .
Figura 3.5: Gréfico de f(x) = —————= com representacao da Integral
x
0,4
“n(1
/ n(t+2),.
0,2 z
Inicialmente desenvolvendo o Polinomio de Taylor em torno de xy = 0 da funcao
1 1
= In(1 t o f = —— SE—— - =
fl@) = (1 +2) temos: f(@) = o f'0) =~ S0 = o
—6 24
x) = x) = e modo geral provamos por inducao que
F@ () 1P () de modo geral indug

(1+z)* (1+xz)5

(n—1)!

fON ) = (—1)n_1m

Portanto obtemos entdao f(0) =0, f'(0) =1, f(0) = —1, f”(0) = 2, f¥(0) = —6,
f®(0) = 24. Logo

22 2 ot ab "
In(1 = — 4+ ——— 4+ 4. 4 (-D)"'—+E, 3.1
n(l+z)==x 2—|—3 4+5+ +(-1) n—l— (z) (3.1)
f(n—i—l) (j) xn-&-l B
de E,(z) = L——22z™+) — (—_1)" 0<7<uz.
onde E, () (n+1)!x (—1) (n+1)(1+fn+1,para <z<zx
Dividindo por z os dois lados da igualdade em [3.1] obtemos a funcao e o Polinémio
aproximador:
In(1 + ) r ¢ 2 2t Ll z"
—— =l — — — 4+ — 4+ .4+ (=) —+ (=])"
. g T Ty et T e Y ey
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

0,4
“In(1
Portanto calculando / M
0,2 x

0,4 2 3 4 n—1 0,4 n
’ x X x x X ’ x
- = (1) dx+/ ( —1)" )da:
/0,2 ( 23 4 5 (=0 = ) 02 (=1) (n+1)(1 + z)"

Desejamos que

dx, temos

< 1073 e daf temos que

0,4 .Tn
1" d
/0,2 S P TR T

0,4
S /
0,2

portanto

/0,4 ‘.’L"n e < /0,4 xnd l’n+1
x —dx =
02 (n+1)A+z)" T Jo, n (n+1)n

Podemos observar a validade da tultima desigualdade para n = 4. Logo

0,4 0,4 2 3 2 3 4
“n(l + 2) ’ r x0T x x x
ST e ~ 1-242 2 o= (a- -

/072 z /02( 273 4> ‘ (x 22733 4-4)

e dal temos:

(0,4)* (0,4 (0,4)" (0,2)* | (
<O’4_ 22 "33 4-4>_(0’2_ 2.2 ©

0,4
) 4 n+l 2 n+1

— (07 ) (07 ) < 10—3
02 (n+1)n

Concluimos entao que

0,4
/ T +2) )0~ 0. 17472,
0

2 z

Obtemos assim o valor da integral com a aproximacao desejada.
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3. Aplicagoes do Polinomio e Série de Taylor

3.6 Consideracoes Finais

Neste trabalho abordamos como temas principais o Polindmio e a Série de Taylor.
Neste primeiro tema percebemos que a esséncia tedrica, seria aproximar os valores
de uma funcao utilizando polinomios. Dessa maneira observamos que as operacoes
se tornavam mais simples, pois basicamente os polinémios sao regidos por calculos de
facil manipulacao e além disso, dependendo da funcao, tal aplicacao seria extremamente
necessaria.

Percebemos que os resultados assim obtidos, necessitavam de uma andlise de pre-
cisao, pois o Polindmio de Taylor proporciona uma aproximacgao dos valores de uma
determinada funcao, por falta ou excesso. Portanto utilizamos um resultado conhecido
como Resto de Lagrange, para obtencao da estimativa do erro ao substituirmos o valor
da funcao pelo do Polinomio.

Nas Séries de Taylor observamos que o objetivo nao era mais obter aproximagoes,
mas representar efetivamente uma determinada funcao num intervalo real. Nesse caso
vimos que a fun¢ao deveria ser infinitamente derivavel e que o intervalo de convergéncia
da série, determinaria onde a igualdade entre a fungao e a Série de Taylor que a
representava, seria satisfeita.

Concluimos o trabalho aplicando o Polinomio e a Série de Taylor, onde mostramos
a irracionalidade do nimero de Euler, desenvolvemos uma férmula para obter o valor
de 7 e calculamos integrais definidas, substituindo uma funcao por um Polinémio de
Taylor, obtendo assim aproximagoes de areas.

Por fim fica a percepcao da grande importancia do trabalho desenvolvido por esse
matematico brilhante, Brook Taylor, que num momento histérico sem nenhum recurso
tecnoldgico, percebeu com bastante genialidade todas essas aproximacoes polinomiais
e as representacoes em série infinitas, tornando essa teoria um tema essencial no estudo

do célculo diferencial e integral.
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