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Resumo

O principal objetivo desta dissertacao ¢ estudar um novo espaco de sequéncias in-
troduzido por Karn e Sinha em 2014, a saber, o espago das sequéncias mid p-soméaveis.
Mais especificamente, estudaremos um recente trabalho de G. Botelho e J. R. Cam-
pos que aprofunda o estudo seminal do espaco e apresenta novas classes de operado-
res envolvendo este novo espaco e os espacos cldssicos de sequéncias absolutamente e
fracamente p-somaveis, denominados operadores absolutamente mid p-somantes e ope-
radores fracamente mid p-somantes. A partir disto, estudamos um novo teorema de
fatoracao, envolvendo estas novas classes de operadores, para os operadores absoluta-

mente p-somantes.

Palavras-chave: Espacos de sequéncias; Operadores absolutamente somantes; Sequécias

mid p-somaveis; Operadores absolutamente e fracamente mid p-somantes.



Abstract

The main goal of this work is to study a new sequence space introduced in 2014 by
Karn and Sinha, namely the space of mid p-summable sequences. More specifically, we
will study a recent work by G. Botelho and J.R. Campos, which deepens the seminal
study of this space and presents new classes of operators involving the new space and
the classical sequence spaces of absolutely and weakly p-summable sequences, called
absolutely mid p-summing and weakly mid p-summing operators. From this, we study
a new factorization theorem, involving these new classes of operators, for the absolutely

p-summing operators.

Keywords: Sequence spaces; Absolutely summing operators; Mid p-summing sequen-

ces; Absolutely and weakly mid p-summing operators.
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Notacoes

A seguir, listamos algumas notacoes utilizadas neste trabalho.

e N denota o conjunto {1,2,3,...};

e R denota o conjunto dos niimeros reais;

e C denota o conjunto dos nimeros complexos;

e K denota o corpo R ou C;

e XY denotam espacos topolégicos ou classes de sequéncia;

e [/ F G e H denotam espacos vetoriais ou espagos vetoriais normados ou espagos

de Banach sobre um corpo K;
e BAN denota a familia de todos os espacos de Banach;

o (L(E; F);||-]l) denota o espago vetorial normado, sobre K, de todos os operadores

lineares e continuos de £ em F', munido com a norma usual do sup;
e I denota o dual topolégico de E, isto é, L(E;K);
e E" denota o bidual topolégico de E;

T' denota o operador adjunto de T’

()
e; denota a sequéncia escalar (0, ...,0,1.,0,.. .);

1 denota o operador inclusao;

1dg denota a aplicacao identidade em F;
e B denota a bola unitaria fechada no espaco F;
e dim(E) denota a dimensao de F;

o £ < F denota que £ C Fe || < ||z para todo z € E;



e E = F denota que E é isomorfo a F e |z|| > = ||z|| 5 para todo z € E;
e (7;)%_; denota a sequéncia (r1,72,...,2,0,0,...);
e Jp: E — E" denota o mergulho canénico de E em E;

° Hp.q(E ; F) denota o conjunto dos operadores lineares e continuos absolutamente

(p; q)-somante entre espagos de Banach F e F';

id : : §
. H;n; (E; F) denota o conjunto dos operadores lineares e continuos absolutamente

mid (p; ¢)-somante entre os espacos de Banach E e F;

. W];“;d(E; F') denota o conjunto dos operadores lineares e continuos fracamente

mid (p; ¢)-somante entre os espacos de Banach E e F;

X1



Introducao

Um conjunto S de um espago de Banach F é dito ser limitado se para toda sequéncia
(fn)oo, fraco® nula em E', tem-se f, — 0 uniformemente em S. Perceba que o autor
estar usando o termo “limitado” em um contexto diferente usado em Anélise Funcional:
um subconjunto S de um espago normado E é limitado quando existe uma constante
¢ > 0 tal que [|z]| < ¢, para todo x € S. Os conjuntos limitados surgiram a partir
de um erro cometido por I. M. Gelfand [9]. Ele dizia que um subconjunto S em um
espaco de Banach E é compacto se, e somente se, toda sequéncia fraco-nula em E' é
uniformemente nula em S. Todo conjunto compacto goza dessa propriedade, no entanto
R. Phillips, em um trabalho de 1940 ([14]), construiu um exemplo de um conjunto nao
compacto que possui essa propriedade.

O conceito de conjunto limitado pode ser generalizado para o conceito p-limitado
por: um subconjunto S de um espago de Banach E é dito p-limitado (1 < p < o0),
se para toda sequéncia fraco* p-somavel (¢,)32, € E (isto é, >.°° |pn(z)]P < oo,
para todo z € E) existe um ()32, € £, tal que |¢,(z)| < oy, para todo x € S e
todo n € N. Recentemente os autores dos trabalhos de [17, 15, 14, [6] e [7] estudaram o
conceito de conjuntos p-compactos para 1 < p < oc.

Sendo x = ()72, € £, (E), fazendo uso da aplicagao T, : £,» — E, dada por
To(a) = Y07 anxy, onde a = ()22 € L, dizemos que K C E ¢ relativamente
p-compacto se existir um x = (z,)0, € {,(E) tal que K C T, (B({,+)). Similarmente,
um subconjunto K C E é dito ser (relativamente) fracamente p-compacto se existir
um z = (z,)52; € 6 (F) tal que K C T, (B({y-)).

E um fato que os conjuntos p-compactos sao p-limitados (ver [10, Proposition 2.1]).

Ainda sobre a aplicacao T, mostra-se que:

Proposicao 0.1 ([10], Proposition 2.4). O conjunto T, (ng*) é p-limitado se, e so-
mente se, para toda (f,)32, € £2(E'), temese (fa(@1)i0)3r € bylly)

A partir deste resultado, Karn e Sinha definem um novo espago de sequéncias
que chamam de espaco das sequéncias operador p-somdveis, como sendo o espago das
sequéncias que satisfazem uma (e portanto ambas) das condigoes equivalentes da pro-

posicao acima. Eles estudam em que condigoes esse novo espaco coincide com os



espacos das sequéncias fortemente e fracamente p-somaveis e uma classe de operadores
definidos entre o novo espaco e o das sequéncias fracamente p-somaveis.

Em 2017, os pesquisadores G. Botelho, J. R. Campos e J. Santos, em seu artigo [2],
retomaram o estudo desse espaco, buscando aprofundar resultado do artigo seminal e
avancar no sentido de ampliar a teoria, principalmente provendo resultados ausentes ou
pouco explorados. Eles definem uma norma completa para esse novo espaco e estudam
mais profundamente classes de operadores, sob o ponto de vista da teoria de ideais.
O principal objetivo do nosso trabalho é fazer um estudo do novo espaco por meio do
trabalho [2].

Nosso texto se apresenta na seguinte forma: O Capitulo [1] é provido de algumas
definicoes e resultados classicos de Analise Funcional que serao necesséarios para o de-
senvolvimento de outros resultados no decurso de todo o texto. No Capitulo [2 estu-
daremos diversos espacos de sequéncias a valores vetoriais e, além disso, estudaremos
também a classe dos operadores absolutamente (p; ¢)-somantes. O Capitulo (3| é dedi-
cado ao estudo de um novo espago de sequéncia introduzido no trabalho de Karn-Sinha,
tendo como base o trabalho [I] de Botelho, Campos e Santos. Ainda neste capitulo,
estudaremos duas novas classes de operadores relacionadas com esse novo espacgo de
sequéncias e, por fim, apresentaremos um novo teorema de fatoracao para operadores

absolutamente p-somantes.



Capitulo 1
Preliminares

No decorrer deste capitulo apresentaremos resultados de Analise Funcional que
serao fundamentais para o desenvolvimento e compreensao dos assuntos que trataremos
nos Capitulos 2 e 3 desse trabalho. Na primeira secao apresentaremos alguns resultados
classicos tais como o Teorema do Grafico Fechado e o Teorema de Hahn-Banach e suas
consequeéncias. Na segunda secao, apresentaremos um pouco da teoria de séries em
espacos de Banach.

Muitas das demonstracoes dos resultados aqui apresentados, em parte pelo fato de

serem bem conhecidas, serao omitidas e uma referéncia a elas sera pontuada.

1.1 Topicos de Analise Funcional

Nesta secao revisitaremos algumas definigoes e resultados classicos de Analise Fun-
cional que, sobretudo, serao usados no decurso de todo esse trabalho. A principal
referéncia aqui usada é o excelente livro [3].

Denotaremos por Bg a bola unitaria fechada no espaco normado FE, definida por
B ={zr e E: ||z|z <1}

Definicao 1.1. Um funcao

g B — [0,00) "

= |zllg,

definida no espago vetorial E, é dita ser uma norma quando as seguintes propriedades

sao satisfeitas
P.1 ||z||z >0, paratodo z € £ e ||z||z=0&2=0.

P.2 |[Az||; = |\ - || Az||z, paratodo Ae K e z € E.
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P.3 [z +yllp < llzllg + llyllg, paratodos z,y € E.

Sendo assim, o espago vetorial £ munido com a fungao em ¢ chamado de espago
vetorial normado, ou simplesmente espaco normado, que designaremos por (E, ||-|| ).
Todo espaco vetorial normado F se torna um espago métrico com a métrica induzida
pela norma, isto é,

d(z,y) = [lz —yl| Va,ye kL.

Com isso, dizemos que FE é um espaco de Banach quando for um espago métrico
completo com a métrica induzida por uma norma.
Apresentaremos agora um resultado de grande importancia em nosso trabalho e

cuja demonstragao pode ser encontrada em [3, Proposi¢ao 1.1.1].

Proposicao 1.1. Sejam E um espago de Banach e F' um subespaco vetorial de E.

Entao F' é um espaco de Banach se, e somente se, F' for fechado em E.

Apresentaremos agora alguns espacos de sequéncias escalares que sao classicas na
Analise Funcional e serao muito usados de em nossos estudos. Além disso, ainda
servirao como base para generalizagoes a valores vetoriais, como apresentaremos mais

adiante. Denotamos

coo = {(a;)32, € K":3jo € Ncoma; =0,Vj > jo},
o = {(aj)j-';l e K" :lima; = O},
j
by = $(a;)5, e KN Z la;|” < oo pe
j=1
lo = {(a;)5% eK":3M >0 com |a;] < M}.

Esses espacos de sequéncias sao chamados, respectivamente, espago das sequéncias
eventualmente nulas, espaco das sequéncias nulas, espaco das sequéncias p-somaveis e

espaco das sequencias limitadas.
Os teoremas a seguir, a despeito de sua grande aplicacao pratica, também sao
fundamentais para mostrar que o espaco ¢, ¢ um espaco vetorial normado.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Holder para sequéncias). Sejamn € Nep,q > 1

tais que % + % = 1. Entao

3=

1
n n q

D agbl < (D lal ) - (D Il
j=1

j=1 j=1
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para quaisquer escalares ay, as, ..., 0y, b1,be, ..., b,
Demonstragao: Veja [[11], pag.12 a 14]. O

Teorema 1.3 (Desigualdade de Minkowski para sequéncias). Parap > 1, temos

(ZM‘ +bj|p> < <Z|aj|p> + (Z |bj|p)
=1 j=1 j=1

para todo n € N e escalares ay,as, ..., 0,,01,09,...,0y,.
Demonstragao: Veja [[11], pdg.14-15]. O

Sobre os espagos {, e ¢, definimos as seguintes normas, respectivamente,

(a5l = Slj%P\%|

[(a)524]|, = (Z \aj|p> N (1.2)

com as quais eles sdo espagos de Banach. Esse fato é mostrado em [3] .

Mostra-se que c¢q é subespaco fechado de /., entao, pela Proposicao obtemos ¢
¢ espaco de Banach. Porém, cgp nao goza desta propriedade, pois cgy nao ¢ subespago
fechado de ¢q (Veja [3], pag.7]).

Apresentaremos agora um pouco da teoria dos operadores lineares continuos entre
espacos de Banach.

Um operador linear continuo entre espacos normados F e F'; ambos sobre um corpo

K, é uma funcao T': E — F', que ¢ linear, isto ¢,
T+ Xy)=T(x)+\T'(y), Vr,yec E e AeK

e continua:

Para todos xyp € E e € > 0 existe § > 0 tal que ||T(z) — T'(xo)| < €

sempre que x € E e ||z — x,| <.

E importante observar que muitas vezes nao é tao simples classificar um operador
linear quanto a sua continuidade via defini¢ao. Assim, apresentaremos em seguida um

teorema que nos traz algumas caracterizacoes de um operador linear continuo.

Teorema 1.4. Sejam E e F' espacos vetoriais normados sobre K e T : E — F um

operador linear. As sequintes condicoes sao equivalentes:
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(a) T € lipschitziano.

(b) T ¢ uniformemente continuo.

(c) T é continuo.

(d) T € continuo em algum ponto de E.

(e) T é continua na origem.

(f) sup [[T(x)]| < oco.

r€EBR
(g) Existe C >0 tal que ||T(2)||p<C x|y, Yz € E.
Demonstracgao: Veja [[3], Teorema 2.1.1]. O
O conjuntos de todos os operadores lineares continuos entre os espacos vetoriais
normados F e F sera denotado por L(E, F'). Este conjunto, munido com as operagoes

usuais de fungoes torna-se um espaco vetorial sobre o corpo K.

A seguinte proposigao apresenta a definicdo de uma norma no espago L(E, F).
Proposicao 1.5. Sejam E e F' espagos normados.

(a) A expressao
1T} = sup || T'(x)]]

r€BE

define uma norma no espago L(E, F).

(b) Para todo T' € L(E, F) e x € E vale a seguinte desigualdade

IT(@) e < N0 - [l s -

(c) Se F for um espago de Banach, entao L(FE, F') também é um espago de Banach.

Demonstragdo: (a) Verifiquemos as propriedades de norma vistas na Defini¢ao .
P.1- E obvio que ||T|| > 0, pois, ||T(z)|| > 0, para todo z € E. Mais ainda, se | T|| = 0
temos ||T'(z)|| = 0, para todo € Bg. Dali, se  # 0, temos

gyl ()] -

Assim, ||T'(x)|| = 0, para todo = € E, o que implica T'(z) = 0, para todo = € E e
portanto T' = 0. A reciproca é evidente.
P.2 - Para quaisquer A € Ke T € L(E, F), temos

IAT| = sup [AT(z)[| = A sup [|T(z)] = AT

QCEBE/ CCEBE/
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P.3 - Para quaisquer T, T* € L(FE, F), segue que

[T +T* = sup [(T+T") (@)l = sup [|T(x)+T"(z)]
:BEBE/ IGBE/
< sup (|T(2)] + |77 (2)]])
Z‘EBE/
< sup |T(2)]| + sup [|T7(x)]|
:EGBE/ wEBE/
= T+ IT"-

(b) Para 0 # = € E, temos

IT@)] _ HT (—) H < sup [ITW)]).

] ] yeB,

Disto, obtemos
1T(z)]] < sup || T(y)| [|]

yEBE/
e, pelo item (a), conclui-se que ||T'(z)|| < ||T]| ||z|].
(c) Seja (T,,)22, uma sequéncia de Cauchy em L(F,F). Assim, dado € > 0 existe

no € N tal que ||T,, — T,»|| < €, sempre que n, m > ng. Dai obtemos,
[T0(2) = Ton(2)[| = (T — Ton) ()| < T = Tonl| ]| < €|l (1.3)

sempre que x € F e n,m > ng. Isso mostra que, para todo = € FE, a sequéncia

(T,,(z)),~, é de Cauchy em F'. Como F' é um espago de Banach, temos que a sequéncia

converge em F. Assim, podemos definir

T7: E — F
r +— T(x):=1limT,(x).

Observe que, pelas propriedades do limite, a linearidade de T segue diretamente. Agora

fazendo m — oo em (1.3]) temos,
[T0(z) = T(@)|| = (To = T) (2)[| < T = TNl =] < el (1.4)

sempre que © € F e n > ny. Para finalizar, mostraremos que T' € L(E, F) e T,, —
T € L(E, F). Fazendo n = ng para todo x € E, obtemos

1 Too () = T(@)| = [I(Tho = T) (@)l < 1 To = T Ml]] < €]
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o que nos mostra que (7' —T,,,) € L(E, F') e, portanto,
T = (T —Ty) + T, € L(E,F).

Finalmente, segue de (1.4) que |7, — T'|| < ¢, para todo n > ny, e assim temos que
T, — T € L(E,F). O

Quando F' = K, (L(F,K),||-||) serda um espaco de Banach chamado de dual to-
poldgico de E, denotado por E', cujos elementos serdo chamados de funcionais lineares
continuos.

O teorema a seguir diz respeito a aplicacoes abertas e continuas, isto é, aplicagoes
que transformam conjuntos abertos em conjuntos abertos. Mais precisamente, o préximo
resultado estabelece condigoes para que um operador linear e continuo entre espacos

de Banach seja uma aplicacao aberta.

Teorema 1.6 (Teorema da Aplicagao Aberta). Sejam E e F espagos de Banach
el : E — F um operador linear, continuo e sobrejetor. Entao T é uma aplica¢ao
aberta. Em particular, todo operador linear continuo e bijetor entre espacos de Banach

€ um isomorfismo.

Demonstragao: Veja [[3], Teorema 2.4.2]. O

O préximo resultado nos oferece uma caracterizagao para operadores lineares continuos

muito util em diversas situagoes apresentadas em nosso trabalho.

Teorema 1.7 (Teorema do Grafico Fechado). Sejam E e F espagos de Banach e

T : E — F um operador linear. Sao equivalentes:

(a) T € continuo.

(b) O grdfico de T, G(T) :={(z,y) :x € E ey =T(x)}, é um subespaco fechado de
ExF.

Demonstragao: (a) = (b) Defina a seguinte fungao

¢ ExF — R

(1.5)
(.I',y) — é(m,y):z Hy—T(.’L‘)H

De fato £ é continua, pois é a composta de fungoes continuas (||y — (+)|| o 7"). Também

temos

G(T) ={(z,y) € Ex F:|ly—T(z)] =0} =£(0)

e isso mostra que G(T') é fechado, por ser imagem inversa do fechado por &.
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(b) = (a) Usando a norma |[(z,y)]|, = e/l +[lyll» em Ex F e supondo que G(T)

é fechado, segue que, G(T') é um espago de Banach. A fungao projecao

. G(T) — E
(,T(z)) — 7(x,T(z))=2x

é linear e bijetora (Veja: [12], pdg.9]). Além disso, m é continua, pois
(e, T() | = el < =l + 17 () | = | (2, T(@))]l; -

Agora, tome A C G(T') um subconjunto aberto. Do Teorema da Aplicagdo Aberta,

1

segue que (m71)71(A) = A é aberto, portanto 7! é continua. Dessa forma, pelo

Teorema [1.4] existe C' > 0 tal que
“W’l(x)“l = ||(z,T(2))||, < C|lz|]|, sempre que z € E.

Logo,
1T () < T+ NIzl = Iz, T@); < Cllll,

sempre que x estiver em E. Portanto, T' é continuo. O

Definigao 1.2. Sejam E e F' espagos vetoriais normados e T € L(E; F). O operador

assim definido

T: F — F
p o T(p)(x) =9 (T(x)),
¢ chamado de operador adjunto de T'.
Mostra-se em [[12], Proposicio 1.16] que se T € L(E; F), entdao T € L(F;E') e
|T’|| = IT||. E mais ainda, se T' for um isomorfismo (isométrico), entdo 7" também o

é.

O proximo teorema apresenta sua importancia nao somente no campo da Ma-
tematica, mais também se sobressai em outras areas na matematica ou fora dela, como

por exemplo na Fisica, Teoria dos Jogos e Probabilidade.

Teorema 1.8 (Teorema de Hanh-Banach). Sejam E um espago vetorial sobre o

corpo K=R ouC e p: E— R uma funcdao que satisfaz

plazr) = lalp(x) YaeKeVreFE

pr+y) < plx)+ply) Yo,y € E.
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Se G C E € um subespaco vetorial e ¢ : G — K € um funcional linear tal que
lo(x)| < p(x), para todo © € G, entdo existe um funcional linear ¢ : E — K que
estende ¢ a E e que satisfaz |p| < p(x), para todo x € E.

Demonstragao: Veja [[3],Teorema 3.1.2.]. O

Apresentaremos alguns corolarios que decorrem do Teorema de Hanh-Banach. Co-

mumente, estes corolarios também sao chamados Teoremas de Hahn-Banach.

Corolario 1.9. Seja G um subespaco de um espaco normado E sobre um corpo K = R
ou C e seja ¢ : G — K um funcional linear continuo. Entao existe um funcional linear

continuo ¢ : £ — K, cuja restricdo a G coincide com ¢, e ||@|| = ||¢|l-
Demonstracao: Defina a seguinte fungao

p: FE — R
z — px) = [lel [l

Temos,

plaz) = |[¢l llazl| = lal ]l ]

p(x+y) = lellz +yl < (=l +lyl) = el el + el lyll = plz) + p(y),

para todo a € K e todos z,y € E. Assim, como |¢(x)| < |l¢] ||z|| = p(z), para todo
x € G, pelo Teorema 1.8, existe ¢ : F — K cuja restricao a GG coincide com ¢ e

|o(x)|] < p(x) = ||¢]| ||=]|, para todo = € E. Portanto, ¢ é continuo e ||@|| < ||¢||. Por

outro lado,
lell = sup |@(z)] = sup [o(z)] < sup |p(x)] = [[2]]
rE€EBg rE€EBg r€BE
e isso mostra que ||@| = ||¢]|- O

Corolario 1.10. Seja £ um espac¢o normado. Para quaisquer zy € E, xy # 0, existe

¢ € F tal que llell =1 e o(xo) = ||zo]|-

Demonstragao: Sejam

v: G — K
Ay — p(Axg) = Al|zo|

um funcional linear continuo e G = [x¢], o subespago vetorial gerado por z,. Pelo

Coroldrio [1.9] existe ¢ : E — K que coincide com ¢ em G e ||@|| = ||¢||. Dessa forma,

P(w0) = @(w0) = [0l

10
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1@l = llell = sup |@(Azo)| = sup |Al[lzoll = sup [[Azoll =1.

AzoEBg AzoEBg AzoE€Bg

]

O corolario a seguir expressa uma relacao dual para a norma de um vetor em F.

Corolario 1.11. Sejam E um espaco normado, F # {0} e z € E. Entao

loll = sup |p(e)| = max {o(@)| : € B e ] =1}

<,0€BE/

Demonstracdo: Sejam z € E e ¢ € E'. Pela continuidade de ¢, temos |p(z)| <

el flz]l. Dai,
sup [@(z)] < sup ([loll [lz]]) = [l (1.6)

QOEBE/ <p€BE/
Usando o Coroldrio [1.10, existe £ € E' com ||€|| = 1 e &(x) = ||z||. Assim

[z]] = £(x) < sup [p(z)]. (1.7)

<p€BE/

Logo, de (1.6) e (1.7, obtemos a primeira igualdade. Para a segunda igualdade, temos

max {|p(@)| 9 € E e g =1} < sup |p(a)|

(,DEBE/

lall = llg@)
max {|p(@)| : o € B e Jloll =1}

IN

]

A préxima secao é dedicada a um breve estudo sobre séries em espagos de Banach.

1.2 Séries em espacos de Banach

Nesta secao trataremos de dois tipos especias de séries: as que sao absolutamente
convergentes e as incondicionalmente convergentes. Veremos também as relagoes que
as mesmas possuem quando o espaco em questao for de Banach e, por fim, exibiremos

o bem conhecido Teorema de Dvoretzky-Rogers.

Definigao 1.3. Sejam £ um espago de Banach e (7;)22, uma sequéncia em E. Dizemos

o 7
que (%‘)j:l €
o0
(a) somdvel, quando a série E x; ¢ convergente.
J=1

11
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o0
(b) absolutamente somdvel, quando a série Z |z < oo.
j=1
o0

(c) incondicionalmente somdvel, quando a série E T, (j) ¢ convergente para toda per-

j=1
mutacao o : N — N,
(o)
Também é de costume dizer que a série E x, é absolutamente convergente quando
n=1

oo
g ||zn|| < oo e incondicionalmente convergente quando, dada qualquer permutacao

n=1
[e9)

o : N — N, a série Zxa(n) é convergente.

n=i
Devido a um resultado de Dirichlet, sabemos que na reta as sequéncias incondici-

onalmente e absolutamente somaveis coincidem. De certa forma, o proximo resultado

estabelece uma relagao entre os conceitos caracterizando espagos de Banach arbitrarios.

Proposigao 1.12. Seja ' um espaco vetorial normado. As seguintes afirmagoes sao

equivalentes:

(i) E é um espago de Banach.

(ii) Toda sequéncia absolutamente somavel em E é incondicionalmente somével.

Demonstragao: (i)=(ii) Sejam E um espago de Banach, (z,), uma sequéncia
absolutamente somével em F e ¢ uma permutacao dos naturais. Considere y, =

|zl para todo n € N. Desta forma, temos (yn)o2, absolutamente somavel em R,

pois Zyn Z |zn]] < o0, e entao Z Hxa n)” < 00. Assim, a sequéncia das

n=1 n=1
n o0
somas parciais E ng(k) H é convergente. Para concluir, devemos mostrar que
k=1 n=1
o0
a sequencia das somas parciais da série E To(n) ¢ de Cauchy. De fato, dado € > 0,
n=1

existe ng € N tal que

D Tomy = Y Tew)|| = || D Tew|| < D lrowl < D rowl <€
k=1 k=1

k=m+1 k=m+1 k=no
sempre que n > m > ng. Observe que a ultima desigualdade segue do critério de
n o0
Cauchy para séries. Assim, a sequéncia das somas parciais E To(k) é de Cauchy

k=1 n=1
em F, isto é,

ixg(k) L) T € E,

k=1

12
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0 que mostra que a sequéncia (x,,)22 ; é incondicionalmente somével.
(ii)=(i) Agora suponhamos que toda sequéncia absolutamente somével em E ¢ incon-
dicionalmente somavel. Assim, nestas condicoes, a prépria sequéncia é somével, basta
tomar a permutacdo o = id. Seja (x,)>°; uma sequéncia de Cauchy em E. Entao,
_ . k

dado k € N e tomando um € = 27% > 0, existe n(() ) € N tal que

_ k

|2 — zm|| < 27, sempre que n,m > n(() ),

Podemos encontrar uma sequéncia de indices ny < ny < --- tais que Hxnk 1 Ty, H <

27% Em particular

o o0

-k
E Hxnk“ —:L‘nkH < E 27" =1.
k=1 k=1

o0

Isso mostra que a série g Hxnk T Ty, H ¢ absolutamente convergente e, por hipdtese
k=1
¢ incondicionalmente convergente. Finalmente, note que

k
Tnyyy = Ty + E : (ZanH - xnj) )

Jj=1
. . . o , ’
disto, tomando o limite quando kK — oo temos que (xnk +1) ., € convergente. Dal,
como (z,)5, é de Cauchy e admite uma subsequéncia convergente, entao (z,)0,

também converge para o mesmo limite da subsequéncia, implicando que E é um espaco
de Banach. N

Muitas vezes nao ¢ facil dizer se uma sequéncia (z,,)7°, em E é incondicionalmente
somavel usando apenas a definicao. Portanto, o proximo teorema exibe caracterizacoes
para este tipo de sequéncias, que na maioria das vezes sao mais preferiveis do que a

propria definigao.

Teorema 1.13. Se E um espac¢o de Banach e (x,)22, uma sequéncia em E, as se-

guintes condicoes sao equivalentes:
(a) (z,)%%, € uma sequéncia incondicionalmente somdavel.

(b) Para cada € > 0, existe m. € N tal que, quando M ¢é um subconjunto finito de N

com min M > m,, temos E Tyl < €.
neM

(c) (x,)22, € subsérie somdvel, ou seja, para qualquer sequéncia estritamente crescente
[e.9]
(kn)So, de inteiros positivo, a série E Ty, € convergente.

n=1

13
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(d) (z,)52, € sinal somavel, isto €, para qualquer escolha de €, € {—1,1} temos que
oo

E EnTy CONVETYE.

n=1

Demonstragao: Veja [[12], Teorema 1.22]. O

Para demonstrar o Teorema de Dvoretzky-Rogers, precisaremos do seguinte lema

técnico.

Lema 1.14. Seja E' um espago de Banach de dimensao 2n. Entao existem n vetores

Y1, .., Yo em E, com % <|ly;|l <lej=1,...,yn, tais que para quaisquer escalares
aq, ..., 0, tem-se
n n %
2
Zajyj < (Z\aﬂ )
=1 j=1

Demonstragao: Veja [[12], Lema 1.26]. O

O Teorema de Dvoretzky-Rogers é um resultado de grande importancia para o
estudo das séries em espacos de Banach. Ele garante a existéncia, em qualquer espago
de Banach de dimensao infinita, de sequéncias incondicionalmente soméveis que nao

sao absolutamente soméaveis.

Teorema 1.15 (Dvoretzky-Rogers). Seja E um espa¢o de Banach de dimensdo
infinita. Entao para qualquer escolha de (A\,)22, em {5, existe uma sequéncia incondi-
cionalmente somavel (x,)5, em E, com ||x,| = ||, para todo n € N. Em particular,
se escolhermos (\,)5%, em Uy — £y, obteremos uma sequéncia somavel que nao é abso-

lutamente somdvel.
Demonstragdo: Tomemos ()\,)22; em /5 e escolhamos uma sequéncia de indices

(ng)2, € Ntalsque ng <ng <mg <---<np<--- e

S <2 VekeN

n>ng

Como F tem dimensao infinita, podemos tomar para todo £ € N um subespago Ej, C

E como dimensao 2(ng.1; — ny). Pelo Lema [1.14] existem (nj,; — ny) vetores, que

- 1
denotaremos por Yn, , Yny+1, - - - » Yny,1 —1, COM Normas pertencentes ao intervalo [5, 1} e
tais que
1
N N 3
< 2
QY || < lan|™ |,
n=ng n=ng
sempre que N estiver entre ny e ng; — 1 e para quaisquer escalares oy, , . . ., ay.
Ay
: Y - —
Agora, seja x; = R para todo j > ny. Observemos que ||z,| = |\,|, para todo
j

14
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n > nq, isto é, (2,)5°; nao é absolutamente somavel. Para toda escolha €, = =+1,

temos
N N %
> o = || 3 A < (bl
n+n -

N 2
< 2 P <2eE=2

n=ng

sempre que N estiver entre n; e ngy — 1. Veja ainda que se ny < n < m < ngyq €

L, =0, a1 =0,0 = €p,...,0n, = €, segue que

m m m

ZEjIj = Z Oéjl’j = Z %

Jj=n Jj=ng Jj=ny J

1 1
o [* 2\ e
< Z <2 > Il
= lylP

< 2(27%)3 = 27K+,

Finalmente, mostraremos que a sequéncia das somas parciais da série Y~ €;z; é de
Cauchy em E. Para tanto, dado ¢ > 0, seja ko = ko(e) tal que 3372, 277+ <e. Se
m > n > ng,, entao, existem ¢t € N e k > ky tais que ng, < n < ngyq € Ny < m <
Nyt — L.

Assim, se t = 0, o que ja foi provado nos diz que

m oo
Zejxj < o7hH < Z 27+l ¢,
j=n Jj=ko

Set >0,

m ngy1—1 ngio—1 m
Z €T S Z €T + Z €T + -+ Z €
Jj=n Jj=n Nk+1 J=Nk+t

P et 9—(k+1)+1 R 9~ (k+t)+1
o0
< Z 27t < ¢
J=ko

o

Portanto, a sequéncia das somas parciais da série Z €nt, é de Cauchy em F e portanto
n=1
converge para toda a escolha de €, = £1. Pelo Teorema |1.13| temos que (z,)52, é

incondicionalmente somavel. O

15



Capitulo 2

Operadores absolutamente

somantes

Neste capitulo, estudaremos diversos tipos de espacos de sequéncias a valores veto-
riais e, além disso, estudaremos também um tipo de classe de operadores que melhoram

a convergéncia de séries: a classe dos operadores absolutamente (p; ¢)-somantes.

2.1 Espacos de sequéncias a valores vetoriais

O objetivo desta secao é generalizar os espagos de sequéncias que foram definidos
no capitulo anterior e, além disso, exibir mais dois novos espagos, que servirao para
estudar uma classe especial de operadores lineares e continuos.

Vamos comecar definindo o espacgo das sequencias limitadas a valores vetoriais.

Definigao 2.1. Seja £ um espaco vetorial normado. Denotamos por £ (E) o conjunto

l(E) = {(z;)2, € EN: 3M >0 com ||z;]|, < M} ou

= {(xj)j';l e EN . sup 2]l 5 < oo}

J

das sequéncias limitadas em E. Nao é dificil mostrar que este conjunto de sequéncias

é um espaco vetorial com as operagoes usuais de sequéncias e que a funcao

oo = loo(E) — [0,00)
(mj)?il — ||(%>(;il||oo = sup; 175l 5
define uma norma no espago fo(F).

Proposicao 2.1. Quando E for um espago de Banach, (o (E), ||-]|,,) também é um

espaco de Banach.

16
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~ . o0 N .
Demonstragao: Seja E um espaco de Banach. Tomemos (xk’) uma sequencia de

k=1
Cauchy em ((E) onde, para cada k € N, ¥ = (z¥)% | € (o(F). Assim, dado € > 0,

existe kg € N tal que ka — :BTHOO < €, sempre que k,r > ky. Em particular,
25 = 25| < sup |25 = af]| = [l =27, < (2.1)
J

vale para todo j € N e para k,r > ky. Assim, fixando um j € N, temos que a

sequéncia (%)%,

; ¢ de Cauchy em E e podemos definir a sequéncia y = (y;)52, € £

por y; = liin xf Fazendo r — oo em (2.1)), temos
|2} —y;l|, < e sempre que k> koeVjeN. (2.2)

Em particular, tomando k = ko, segue que sup; foo — yjH p < €0 que implica em
aho — g * € l(F) e, portanto, y = ako — (zF0 —y) € ((F). Por fim, por (2.2)),
J J 1

j:
temos

sup ||:17;C — yJHE <€, sempre que k > ko,
J

o que nos diz que ||m’l‘C - y”oo 0. O]

Definigao 2.2. Seja F um espaco vetorial normado, denotamos por cgo(E) o conjunto
coo(E) == {(xj)‘;‘;l € E" : existe jo € N com z; = 0,Vj > jo} .
das sequéncias eventualmente nulas em E e por ¢o(FE) o conjunto

=1

co(E) := {(xj)oo L1 € B,YjeNe |z, 2 0}.

das sequéncias nulas em E.

Como toda sequéncia eventualmente nula converge para zero e toda sequéncia nula é
convergente, e portanto, limitada, é uma tarefa simples mostrar que cqo(E) é subespago
vetorial de ¢o(E) e que ¢o(E) é subespago vetorial de (o (E), com as operagoes usuais
sobre sequéncias.

Em ¢o(E) e coo(E) consideraremos entao a norma ||-|| . herdada de (- (E) e mos-

traremos que ¢o(E) é um subespaco fechado em /. (E) com essa norma.

Proposicao 2.2. Seja F um espago de Banach. Entao c¢o(E) é um subespago fechado
de lo(E).

Demonstragao: Seja (z¥)%, € ¢y(E), com z* Ly e l(E). Dado € > 0, existe

17
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ko € N tal que
lof = wills < @521 = @52l = sup g — will,, < 5

k

ko — ko);';l € ¢o(F), temos ||$J

sempre que k > ko e Vj € N. Como z" = (z’

: fp = 0e

assim existe jo € N tal que
fo“H < g, sempre que j > jo.
Desta forma,
19llp = llys = 25> + 25| < g = 25° |, + 5] < e
para todo j > jo. O que mostra que ||y;||, — 0 e, consequentemente, cy(£) é fechado

em (oo (E). O

A Proposigao [2.2] juntamente com Proposigao nos diz que (¢o(E), ||||,,) é um
espago de Banach. Porém, cy(FE) nao goza desta propriedade, pois nao é fechado em
co(E) (Veja, [3], pég.7)).

Por simplicidade, até o fim desta se¢ao iremos sempre considerar 1 < p < co e E

um espago vetorial normado.

Definigao 2.3. Uma sequéncia (z;)32, em E é dita ser fortemente p-somdvel quando

> sl < oo (2.3)
j=1

Denotaremos por £,(E) o espaco de todas as sequéncias fortemente p-soméveis em

. . (o)
E. Assim, de |j podemos dizer que (z;)52, € £,(E) se, somente se, (HSEJ-HE)F1 €l
Segundo a definicao, é imediato que coo(E) C (,(E). Além disso, temos que
(,(E) é um espago vetorial com as operagoes usuais de sequéncias. De fato, sejam

(27)521, (y;)32, sequéncias em £,(E) e A € K, temos (||xJHE);il , (Hy]||E) € {,. Dal,

-
Alsllz) 2y + (willp) 2y = (lsllp + lwillg) 2, € 6

pois £, é espago vetorial. Sobre o espago ¢,(E) é possivel definir a seguinte fungao
I, s G(E) —  [0,00)

1
oo P

(@) — @Rl = <§:||xj||§) ,
j=1

18
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na qual satisfaz todas as propriedades de norma vistas em [1.1, o que torna-o um
espago vetorial normado. Quando néo houver risco de ambiguidade entre ¢, e {,(E)

denotaremos ||-| 00(E) simplesmente por |||,

Proposicao 2.3. (EP(E), |]Hp> ¢ um espaco de Banach sempre que E for um espaco
de Banach.

Demonstragao: Sendo F um espaco de Banach, tomemos (x’“)oo uma sequéncia de

k=1
Cauchy em /,(E). Denotaremos, para cada k € N, 2 = (2¥)%2 | € £,(E). Assim dado
e > 0, existe kg € N tal que Ha:k — x’"Hp < €, sempre que k,r > ky. Disto, observemos
que
k r||P k r||P k r||P
25 = 251 < 3 Mg — 25l = o =7y < & (24)
j=1
sempre que k,r > ko e para todo j € N. Concluimos entao que a sequéncia (a:;“);i ¢
de Cauchy em F, e desta forma podemos definir y; = lim x’? € E, o que nos fornece
uma sequenma y = (yj)32, de elementos de E. Resta-nos mostrar agora que y € Ly(
Hx - y||p %5 0. Como (zF)32, é uma sequéncia de Cauchy em (,(E) e de
temos que

p P
<€,

m
j=1
sempre que k,r > kg e para todo m € N. Fazendo r — oo, temos

Z fo — yj”g < €, sempre que k > ko, Vm € N. (2.5)

j=1

Agora, fazendo m — oo em ([2.5)) obtemos

Z ”3j - ZJ]HE = HJC H < €’ sempre que k > ky.

O que mostra que ka — pr 0. Finalmente, como ¢,(E) é um espaco vetorial,

resulta que
y=a' —(z™ —y) € 4,(B),

o que conclui a demonstracao. O]

Definigao 2.4. Uma sequéncia (z;)52, em E é dita ser fracamente p-somdvel quando

Z lp(z;)]” < oo, sempre que ¢ € E . (2.6)
j=1
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2. Operadores absolutamente somantes

Denotaremos por K;j’(E) o conjunto de todas as sequéncias fracamente p-somaveis
em E. De (2.6) observe que, (z;)52, € £;)(E) se, somente se, (gp(xj));il € {,, para todo
¢ € E'. Observe também que £y (E) é um espago vetorial com as operacoes usuais de
sequéncias. De fato, sejam (z;)32y, (y;)52; € (¥(E), A € Ke ¢ € E'. Pelo Teorema ,

temos

3=

(Z (A + yj)|p> = (Z () + so(yj)!p) p

Jj=1

AL (Z rso<xj>\p>

1

P

P

- (Z IsO(yj)V’) < 0.

IN

O que mostra que A(7;)22, + (y;)72, == (A\z; + yj);; € (;)(E) e, portanto, £(E) é¢ um
espaco vetorial.
Sobre o espaco £, (E) é possivel definir a seguinte fungao

e(E) —  [0,00)

[/
> g 2.7
(2)52 — [[(@5)5]],, = sup (Z|€0($]‘)|p) : 20

QOEBE/

que mostraremos estar bem definida e para a qual nao é dificil mostrar que satisfaz

todas as propriedades de norma vistas na Definicao [1.1

Lema 2.4. Sempre que (7;)%2, estiver em £(E), teremos

oo

¢ — Tu(p) = (o(z;));2,

e note que a boa defini¢io deste operador segue diretamente da defini¢ao de £;(E). Se

o operador T}, for linear e continuo, teremos

1
sup (Zy<p(xj)|p> = sup
j=1

@EBE/ (pGBE/

(plaa)], =

o que mostra o lema e, consequentemente, a boa definigdo da fungao norma em [2.7
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Linearidade da 7T}, : Sejam ¢,¢ € E' e A € K, entéo

Lo +4) = (A +9)(x)));2; = Aelz)) +9());2,
= M)ty + ((x3);y = ATe(e) + Ta ().

Continuidade da 7T, : Vamos mostrar que seu gréfico é fechado. Seja ((¢x, T (¢r))) oy

tal que (k, Tw(vr)) — (,y), isto é,
o — pem E e To(p) = (pi(z)) 2, — v = ()2 em L. (2.8)
De [2.8 segue que, para todo € > 0, existe ky € N tal que
foulas) — il < 3 loue) — il = ||l — )l <
j=1
sempre que k > ko e para todo j € N. Logo
or(x;) LN y; emK, VjeN (2.9)
Por outro lado, como ¢y LN @ em E', temos
or(x;) LN o(z;) emK, VjeN. (2.10)

Portanto, por (2.9) e (2.10) e pela unicidade do limite temos, ¢(x;) = y; Vj € N.
Logo,

y = (y5)521 = (o(7;))72 = Tulp).

Desta forma, o grafico de T, é fechado em E x ¢, donde concluimos que que T}, é

continuo. n

Proposicao 2.5. <€Z’(E)
de Banach.

-l p’w> ¢ um espaco de Banach, sempre que E for um espaco

k=1
de Cauchy em (¥(E). Denotaremos para cada k € N, temos z* = (z¥)%2, € (¥(E).

p
<,

Demonstracao: De fato, sejam E um espaco de Banach e (.CEk) uma sequencia

Assim, dado € > 0, existe ky € N tal que

hSA

ot = al,,,, = || @5 =),

= sup (Z ‘gp(a:f — %)
j=1

pyw wEBE/
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2. Operadores absolutamente somantes

sempre que k,r > ky. Entao, para todo ¢ € By e 7 € N, temos

sempre que k,r > kg e isso implica que |<,p(ac§€ — x§)| < €, sempre que k,r > kg e para

todo j. Assim, pelo Teorema de Hahn-Banach,

;=5
ij x]E

/

= sup ‘(pa: —x)|<e, sempre que k,r > kygeVyjeN.
weBE
k

);)11 é de Cauchy em FE e desta forma

Diante disso, concluimos que a sequéncia (x]

k

podemos definir y; = limxj € F o que nos fornece uma sequéncia y = (yj);’il de

elementos de E. Resta-nos mostrar que y € (£ Hx — yH %4 0. Com efeito,

para cada m € N e, para todo ¢ € B temos

i xf — Si (2% — 2" < || (2 — 27)

P
o <€ (2.11)

sempre que k,r > ko. Agora, fazendo r — oo em ([2.11)), segue que

Z ‘go(xf — yj)|p < €, sempre que k > ko e Vm € N. (2.12)

=1

Por fim, fazendo m — oo em ([2.12f), obtemos

Z {(p(xf — yj)‘p < €’ sempre que k > k. (2.13)

O que mostra que a sequéncia (:L‘k — y) € E;;’(E) se k > ky. Consequentemente, para
k = ko, concluimos que y = z*0 — (:L”“’ — y) € () (F). Além disso, de || temos

ot ol = s (Z!s@x ) ) “ e compreque k> k.
E/

0 que prova que Ha:k — prw *0. L]

Uma importante e titil caracteristica dos espagos £, (-) e £3/(-) serd apresentada agora

pela proxima proposi¢ao e melhor comentada no Capitulo 3.
Sejam E, F' espacos de Banach e T" € L(FE, F). Definimos Ts - U, (E) — (,(F)

™ 0)(E) — £(F) como sendo os operadores induzidos por T pela relagao
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2. Operadores absolutamente somantes

(Ij)] 1 (T(%))?il

Proposicao 2.6. Seja T' € L(E,F), Ts e T operadores como definidos acima e
1 < p < 0. Entao,

(a) T* € L(L,(E), L,(F)).
(b) T% € L(LY(E), (2(F)).

Demonstragao: (a) Se (7;)%2, € {,(F), entao

- (anj)up)p

(Z [ieallii IIxij) L 1T {[ (7)., - (2.14)

HT&((%);;)HP = H(T(a:mj:l

VAN

Isso mostra que T° esta bem definido. Além disso, dados (75)521, ()52, € 6p(E) e
A € K temos

A~

T ((2)32 + )Z) = (Tl + M), = (T(xy) + AT ()52,
(T())2, + (T(y)3,
= f((x»j:l)MTS(( )30)

e temos que T* é linear e sua continuidade segue de 1)

pol
(b) Note que
7]

lell 171l < ||IT]] e assim

€ By, para todo ¢ € B e T # 0. Com efeito, ||[poT| <

<1

HsooTH lpo T _
I7] [ -

Dali,

HTw (7))}

1
] p,w (PEB /

[\
S

0]

c
o}

VR
Nt
o,

8
N
=

S~
b



2. Operadores absolutamente somantes

< TN )l - (2.15)

O que mostra que T estd bem definido. Além disso, procedendo como no caso de (a),

mostramos que T ¢ linear e continua. O
A proposicao a seguir nos fornece uma caracterizagao para espaco fg(E).

Proposigao 2.7. Sejam 1 < p < oo e E um espago de Banach. Entao ((F) e

L ({y+, E) sao isomorfos isometricamente.

Demonstracao: Defina

J: Ly E) — (“(E)
T  — (T(e),.

Como (e;)2; € £ ({y+), pois

II(Gi)?illlp,wiegup (ZI&(@)I’”) = (ZIM”) =1,

(ep*)l 2168, \i=1

e T é continuo, segue da Proposicao (b) que J estd bem definido. E claro que J é

linear. Além disso,

1T = (T ()20 = Sup l(T(ea))Z)ll

E/

= sup sup Z )\iSO(T(ei))‘

PEB 51 (\)2,€By

= sup sup (o | T Z/\iei
pEB (Ai);?ilesz* i=1

= s swp e (T(O)R)
()‘i)fileBlp* pEB

= sup [ T(Q)ZDI = 1T

(X)), €80

sempre que 1" estiver em L ({p+, E). Assim, J é uma isometria.
Para finalizar, sendo = = ()72, € £/(E), defina T, : £y- — E por T,((Ni)i2,) =
Yo xiNi. A boa defini¢ao de T, segue de

(5]
i=m-+1
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2. Operadores absolutamente somantes

= sup Z Aip(x;) (2.16)
PEBR i=m+1
1 1
n . p* n P
< sup (Z ’)\i\p> (Z !90(3%)|p>
PEBE | \i=m+1 i=m+1
1 1
n . p* n P
= Z [ Ail” sup Z (i) [”
i=ma1 PEBE \i=m+1

pois, como (\;)2; € £p- e (13)72, € £)(E), a expressao (2.16]) nos diz que a sequéncia
das somas parciais da série é de Cauchy, e portanto Y .-, \;z; é convergente. Assim,
T, estd bem definido. T}, é claramente linear e ainda, calculando como em ([2.16]),

< [[(A)ies

p* sSup H(gp(xl))’lnil”p’
pEBE/

n
E NiTi
i=1

para todo n € N. Fazendo n — oo, obtemos

I (A)ZDN < [1(A)Es

p* (x’l);.il “w,p

donde T}, € L({,+, E). Com isso obtemos
J(T;) = (Tw(ei))zﬁl = (zi)i21,

o que mostra que J é sobrejetor. Portanto, concluimos que J é um isomorfismo

isométrico. 0

[e.9]

Observacao 2.1. Seja Jr o mergulho canonico de E em E'. Entéo (JE(xj))j:1 €
By gy, sempre que ()31 € Bew(m). Com efeito, como Jg ¢ uma isometria linear,

pela Proposicao 2.6, segue que

| etz

= [[@)3ll, . < &

Apresentaremos um resultado 1til que é consequéncia imediata do Principio da

Reflexividade Local (Veja [[5], pdg.73]) e que serd usado posteriormente em nosso texto.

Proposicdo 2.8. Sejam £ um espaco de Banach, o, € E', i =1,...,m, e p > 1.

Entao

sup (Z W%)I”) = sup (Z!%(@I”)

¢€BE// r€EBR

p
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2. Operadores absolutamente somantes

Observacao 2.2. Note que se ()2, € {,(£), temos Z |z;]|” < oo e, portanto,
j=1

3=

lim || (2))52,,[], = lim (Z ||xj||p> = 0. (2.17)
j=n

Esta observacao em geral nao vale para (éé”(E), Il |l pw>, como mostra o exemplo a

seguir:
Exemplo 2.1. Seja (e;)%2, a sequéncia dos vetores canonicos em ¢p. Em Nogueira
o w -
[13], mostra-se que (e;)?2; € £ (co) para qualquer 1 < p < co. Agora, vejamos que a
L o o~ . : .
sequéncia (e;)72; nao satisfaz a propriedade da observagio acima com a norma |[[-[|,,,-

Para todo ¢ € B,y e para todo n € N, temos

[(e)5Znll,.., = sup (leo(emp)p > (Z\wenlp)p > Jih(en)]

#€B (o)’ \j=n

Pelo Teorema de Hahn-Banach (Corolério [1.10)), para cada e, € ¢ existe 1, € (co)
tal que |[¢,|| =1 e ¥n(e,) = |len]l, = 1. Logo,

[e)i2nll, 0 = [Ynlen)] =1,

para todo n € N. Portanto, lim ||(ej) # 0. Isto nos permite falar na seguinte

ol
n—>00 J=nllpw

definicao:

Definigao 2.5. Uma sequéncia (7;)32, em E ¢ dita ser incondicionalmente p-somdvel

quando

im 2], = 0

Denotamos o espaco das sequéncias incondicionalmente p-somaveis por

((E) = {(gcj);gl & Gu(E) :tim || (232, = o} . (2.18)

O termo incondicionalmente p-somavel é justificado pelo seguinte resultado, cuja de-

monstra¢ao pode ser encontrada em [[5], Proposition 8.3].

Teorema 2.9. Uma sequéncia (x;)32, em E ¢ incondicionalmente somdvel se, e so-

mente se, (1;);2, € ({(E).

Vamos mostrar agora que o espago (;(FE), com a norma induzida de £;(E), ¢ um

espaco de Banach.
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2. Operadores absolutamente somantes

Proposigao 2.10. (;(E) é¢ um subespago fechado de £, (F) com a norma [|-[|,, ., quando

E for um espaco de Banach.

Demonstragdo: Primeiramente vamos mostrar que £2/(F) é um subespaco de £}'(E).
De fato, sejam (7;)22,, (y;)52, € £;(E) e A € K. Por (2.18), temos

tim [ (5)52 ], = 10 | ()5 ll,, = O
e segue que
0 < 1iTanH(xj+>\yj)§ian,w
< liernH 75)7, + Ay;) ;?.ianw
< tim ()5, + A ] )32, = 0.

o que mostra que ()52, + A(y;)52, € {;(E). Agora, sejam E um espago de Banach,
(xk):o . ¢ uma sequéncia em (%(E) e y = (y;)52, € (¥(E) tal que z* Lty ye 0(E).
Temos que, dados € > 0 e k € N, existe ng(k) € N tal que

||(x§3);’ianw < %, sempre que n > ng(k), (2.19)

e também temos que existe kg € N tal que

[ee)

5> et = ol = 1@~ @), > D — @), (220

sempre que k > ko e n € N. Logo, diante de (2.19)) e (2.20) concluimos que

H(y] ] n”pw = H(y]);)in—i—(x‘l;o);in—(l"fo P Hp’u}
S H<y ) =n (xfo J:an,w + H ‘I;O Jj= anw
_ofL e
272 ¢
para todo n > ny(k), isto é, lim H(yj)?‘;anw = 0. O

Vamos estabelecer algumas relacoes de inclusoes entre os espagos de sequéncias

1
estudados. O simbolo F — F' denotara que E é um subespaco vetorial de F' e
|zl » < ||z|lz, para todo x € E.

Proposicao 2.11. Sejam 1 < p < ¢ < oo e F um espaco de Banach. Entao
1
(a) (E) = {y(E).

27



2. Operadores absolutamente somantes

1

(b) (¥(E) = (°(E).
(c) ((E) = ((E).

Demonstragdo: (a) Se (v;)52, € (,(E), temos Y 7=, [|lz;]|” < oc e assim lim [|2;]| = 0.

Por isso, sup ||z;|| =: A < oo e, para todo n € N,
J

ZH!L’JH‘] ZH%H‘I "l < ZA" Pl = AT pZH%H”

Agora, fazendo n — oo, obtemos

[e.e] o0
Dol < ATy )
j=1 j=1

ou seja,

Ge)ially < A7 lla)3zally

’ (2.21)

o que mostra, {,(E) C {,(F). Finalmente, como

1
5] < <Z H%H”) , VjeN
j=1

Segue que A= sup HJJJH < H(xj)jil”p Portanto, de ([2.21]) obtemos
J

Ge)5Zally < Ge)5Zally " o)l = )52l

ou seja, ||(a:j)]?°il}|q < ||(a:j)]?’°:1“p, sempre que (xj)?il € l,(E).

(b) Para demonstracao deste item usaremos o item (a). Se (z;)52, € £;)(F), entao

()52

< sup H(Sp(mj));il

)l = su
( J)] 1 qw p , @EBE/

= @), <.
<p€BE/ » ( J)] 1 pw

Isso mostra que £;(E) C ((E) e H(xJ)JOiIH sempre que (7;)72, €

q,w = H(xj);)ial,uﬂ

L(E).

(c) Seja ()52, € £;(E). Pelo item (b) temos ||(:z:j)§il“qw < ||(z)52 1|| , assim
@2l < @)l YREN.

Disto,

< lim H(mj)‘;‘; =

tim || ()32, < li

n||p,w
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2. Operadores absolutamente somantes

e dessa forma, ;(E) C £;(E). Novamente pelo item (b), ||(z;)52 1qu < || (; )3 1pr

sempre que (z;)72, € ((E). O
Para mostrar uma das inclusoes da préxima proposicao precisaremos dos resultados

a seguir:

Definicao 2.6. Seja E um espago vetorial normado. Um subconjunto A C E ¢ dito

ser fracamente limitado se ¢(A) é limitado em K para todo funcional p € E'.

O lema seguinte mostra a equivaléncia das defini¢coes de conjuntos limitados e con-

juntos fracamente limitados, cuja demonstracao pode ser encontrada em [I3, Lema
2.4.9].

Lema 2.12. Seja F um espago vetorial normado e A um subconjunto de E. Entao A

¢ limitado se, e somente se, A é fracamente limitado.

Agora, apresentaremos um resultado que estabelece relagoes de inclusoes nos espacos
de sequeéncias (,(E), (;(E), () (E) e {o(E).

Proposicao 2.13. Sejam 1 < p < co e F um espaco de Banach. Entao as seguintes

inclusoes sao satisfeitas:

1

0(B) = G(B) € ((E) = L (E),

onde a inclusao C acima ocorre com igualdade de norma.

Demonstragao: A Proposigao nos da imediatamente a inclusao £;(E) C £/(E).

Seja (z;)32, € £;)(E). Entdo, por definigao temos
DLl < oo, (2.22)
j=1

para todo funcional ¢ € E'. Dai, como a série é convergente, seu termo ge-
ral converge para zero, isto é, |p(x;)[” 50,0 que implica |¢(x;)] 5 0. Portanto,
() 2, 0, para todo funcional ¢ € E'. Isso mostra que a sequéncia (p(5))32; € limi-
tada, ou seja, para qualquer ¢ € E o conjunto {¢(x;) : j € N} é limitado ou, equiva-
lentemente, {z; : j € N} é fracamente limitado. Pelo Lemal[2.12segue que {z; : j € N}

é limitado. Portanto, (7;)32; € lo(F), isto é, £)(E) C (o (E). Além disso,

=

sl = sup ()] < sup (Zw ) = [|(z)52ll,,.,

(pEBE/
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2. Operadores absolutamente somantes

para todo j € N. Tomando o supremo sobre j € N obtemos H(IJ)JO.;IHOO < H(xj);ialwv
donde (¥(E) < (o (E).

Finalmente, seja (7;)32, € {,(E£). Entao

% 5 o 5
(@), = sup ZI@O(%)IP> < sup (ZH@IIPII%H”)
j=1 j=1

QDEBE/ A,DGBE/
r 1
oo P
— swp |l (anjnp) = [l sup el
QDEBE/ j=1 QOGBE/

= [l@)3ll, < oo

donde ||($j);’°:1||p7w < ||(a:j)j?’°:1||p < 0o. Como (z4)32, € £,(E), entdo Z;’;l l|lz;]|” < o0

e

1
lim @)l < lim (@)l = lim (Z HZUJ'Hp) =0
j=n

donde se conclui que £}(E) < lo(E). O

Por fim, vale a seguinte versao fraca do Teorema de Dvoretsky-Rogers, cuja de-

monstragao pode ser encontrada em [[8], Theorem 2.18]:

Teorema 2.14 (Dvoretsky-Rogers). Sejam 1 < p < oo e E um espago de Banach
de dimensado infinita. Entao existem sequéncias fracamente p-somdveis em E que nao

sao fortemente p-somdveis.

2.2 Operadores absolutamente (p, ¢)-somantes

Para finalizar este capitulo apresentaremos nesta secao uma classe especial de ope-
radores Lineares e continuos que melhoram a convergéncia de séries em espacos de
Banach.

Recordemos da segao anterior que se T' € L(E, F') os operadores induzidos por T

pela relacao (z;)52, = (T'(z;))32, entre espagos ,(-) e espagos £;() estdo sempre
bem definidos. Dado o Teorema de Dvoretsky-Rogers, um caso especial ocorre quando

o operador induzido por T entre (;(E) e £,(E) estd bem definido.

Definicao 2.7. Sejam 1 < g <p <o el : E — F um operador linear continuo

entre espagos de Banach. O operador T é dito ser absolutamente (p,q)-somante (ou
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2. Operadores absolutamente somantes

(p, ¢)-somante) quando o operador induzido

T: (®(E) — {,(F)

q

()52 — (T(zy));2,

estiver bem definido.

Denotaremos por I, ,(E, F') o conjunto de todos os operadores absolutamente (p, q)-
somantes de E em F. Se p = ¢, denotaremos esse conjunto por IL,(E, F).

Como nem sempre é uma tarefa facil mostrar que um operador 7' € L(E, F') é ab-
solutamente (p, ¢)-somante, mostraremos algumas caracterizagoes que podem facilitar
essa tarefa. Antes disso, apresentaremos uma propriedade do supremo de uma fungao
f:Ax B — R que serd empregada na demonstracao dessas caracterizagoes e que se

fara presente em outras demonstragoes no decorrer deste trabalho.

Lema 2.15. Sejam A e B conjuntos nao vazios e f : A x B — R em funcao. Entao

sup (SUP f(x,y)) = sup (Sup f(z, y))

z€A \yeB yeB \z€A
Demonstragao: Veja [[13], Lema 2.4.10]. O

A proposicao seguinte, estabelece algumas caracterizacoes para os operadores ab-

solutamente (p, ¢)-somante.

Proposicao 2.16. Sejam FE, F espacos de Banach e T € L(E,F). As seguintes

sentencas sao equivalentes:
(i) T é (p,q)-somante.

(ii) Existe C' > 0 tal que

Q=

(Z ||T<xj>|rp)p < C sup (anw) , (2.23)

paratodon € Nez;, € F, j=1,...,n.

(iii) Existe C' > 0 tal que

3=

Y

R
L[]
5y
)

<
)
N~
Q=

(Z ||T<a:j>||p> <C sup

wEBE/

sempre que (7;)52, € £;(E).
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2. Operadores absolutamente somantes

(iv) Existe C' > 0 tal que

(Z HT(scaup) p

sempre que (z;)52; € £;(E).

=

1

<cmp (Stwr)

(v) (T'(x)));2, € 6,(F), sempre que (z;)32, € ly(E).
Mais que isto, m,,(T) := inf {C' > 0: C satisfaz a desigualdade (2.23))} satisfaz
Tpg(T) = HTH

Demonstragao: (i)=-(iii) Sejam 7" um operador (p, ¢)-somante e ((mk,f(:xk)>)k
=1

uma sequéncia convergente no produto cartesiano £g’(E) < £, (F'), isto é, (xk, f(azk)> —
(x,y). Entao
¥ — 2= (z5)72, € 07 (E) (2.24)

T(a*) — y = (y) 2y € Lp(F). (2.25)

De ([2.24), dado € > 0, existe kg > 0 tal que

‘gpx )l <Z|gpx )l 1< sup (Z‘gpx — ;) ):Hgg"i_ac||zﬂu<eq7

sempre que k > ko, para todo ¢ € E e para todo j € N. Dessa forma, pelo Teorema
de Hanh-Banach, obtemos

ot~ ol = sup Jeat )| <
pe I

sempre que k > kg e para todo j € N e, portanto, temos xf LN xzj em . Como T é

continua, segue

lim T(a%) =T(x;), Vj€N. (2.26)

De ({2.25) temos, dado € > 0, existe k, tal que

o 00 . p ~ p
1T —wll” < S NT@S ] = ||(TED)2, — @) = || 76—y <
j=1
sempre que k > k(l) e para todo j € N, o que nos da
lim T(«5)=y; VjeN. (2.27)
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2. Operadores absolutamente somantes

De (22.26]) e (2.27) e da unicidade do limite, segue que
T(x) = (T(x;));2) = ()52 =y

e pelo Teorema do Grafico Fechado T é contiua. Entao,

Q=

<Z||T(wj)llp> <C s (ZI@D ;) ) ,

El

sempre que (7;)52, € £;(E).
(iii) = (ii). Se vale (iii), ent@o existe C' > 0 tal que

Q=

(Zuﬂxj)up)pw sup (ero v)) ) ,

sempre que (z;)52, € (;'(F). Portanto, paratodon € N, tomando (z;)32; = (z1,...,2,,0,0,...) €
coo(E) C 07 (E), temos

S =

VR
|'M:
S
8
)
T
~_—

Q=

(Z HT(:vj)H”> <C sup

e segue o resultado.

(i) = (iii). Seja C' > 0 tal que

Q|

E

(Z HT(IL’j)Hp)p <C Sup (Z!s@ ) ) : (2.28)

para todon € Nex; € B, j = 1,...,n. Entdo, para toda sequéncia (z;)2, € (f'(E)

(j 1 |17 (; H”) (hmZHT zj Hp>

= lim (Z ||T(:cj>|!p> p = sup (Z HT(%)HP>

11

sup | € sup (waq)q

temos,

M]3

=

IN

n QOGBE/

= Csup | sup <Z\g0(:vj)|q>q

n LpGBE/
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2. Operadores absolutamente somantes

C sup |sup (Z\g@(az‘jﬂq)

(pGBE/ n j=1

- C (Zw»w)

LpGBE/

= C(||('r]);.i1||(],11)

(iii) = (i). Segue trivialmente de (iii) que (T'(z;))32, € £,(F"), sempre que (7;)32,

estiver em (¢'(E). Além disso, perceba que

HTH = sup ‘T((x])]oi1>H
(5)521€Bew (5) 8
< sup C ||(xj>f.il||q,w =C

(25)521€ By (B)

O que mostra HT\H < mpq(T).
(iii) = (iv) segue de £}/(E) C (' (E) e (iv) = (v) é imediata.
(v) = (ii). Se (T'(z;));2, estiver em £,(F) sempre que (z;)32, € (4(E), entao o

j=1
operador

T: KZ(E) — 0, (F)

()52 — (T(z5));,

esté bem definido. Portanto, como T ¢ linear e seguindo de forma ansloga feita em (i)

= (iii), obteremos que o grafico de T é fechado e concluimos que T' é continuo. Assim,

< Al

1
(Z ||T<xj>|rp> = |7 (@)
j=1
para todon €e Nexz; € E,j =1,...,n. A expressao acima também nos dé m, ,(7T") <
1T O

O resultado a seguir justifica as restricoes sobre p e ¢ na definicao de operador

absolutamente somante.

Proposicao 2.17. Sejam E e F espacos de Banach. Se p < ¢ entao apenas o operador

nulo é (p, ¢)-somante.

Demonstragao: Com efeito, como p < ¢ entdo existe (\;)32; € £, \ £,. Logo, para

todo 0 # = € E, a sequéncia (\;7)32, € (7'(E), pois,

o lea)l = I (@)l = fe(a) " (Z Mq) < ox.
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2. Operadores absolutamente somantes

Agora, suponhamos por absurdo que T' € I1,,,(F, F), T' # 0. Entao, pela Proposicao
2.16] existe C' > 0 tal que

q

(ZnT(wmp) <C sup (Zw(wq) , (229)

3=

QOEBE/

para todon € Ne x; € F onde j = 1,...,n. Consequentemente, obtemos

3=
=

q

7)) <Zw|p> < C s wanq)

QOEBE/
- 1
n q
_ ¢ o (ZWI‘I) (@)
QDEBE/ j=1

= = (Zl%lq>
j=1

e tomando o supremo sobre x € By, segue que

1 1
n D O n q
(Z |>\j|p) < Tl (Z \)\j!q> : (2.30)
j=1 j=1
Para finalizar, fazendo n — oo em (2.30), temos ();)%2, € £,, o que é absurdo. H

Nao ¢ dificil mostrar que o conjunto I, ,(E, F') munido com a funcao

Tpa() © Hpo(E,F) —  [0,00)
T — (1) = Hf”

¢ um espaco vetorial normado e vale a seguinte relagao
\T|| < mpq(T), para todo T € 11, ,(E, F). (2.31)
De fato, fazendo n = 1 em (ii) da Proposigao temos

1T ()| < mp.g(T) sup [p(2)] = 7p0(T) ||| - (2.32)

QOGBE/
Agora, tomando o supremo sobre x € Bg em (12.32)), obtemos ||T|| < 7, (7).

Proposigao 2.18. Se 1 < ¢ < p < oo, entdo (II,,(E, F),m,4(-)) é um espago de

Banach.
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2. Operadores absolutamente somantes

Demonstragao: Seja (T,,)>° , uma sequéncia de Cauchy em (I1, ,(E, F'), 7, ,4(+)). Entao,

dado € > 0, existe ng € N tal que
Tpg(Tn — Tin) < €, sempre que n,m > ny.
Dessa forma, como |[|-|| < m,4(+), segue que
T — Tl < 7p (T, — T0) < €, sempre que n,m > ng.

Portanto, (7,,)2; é uma sequéncia de Cauchy em L(E, F') e como L(E, F') é um espago
de Banach, temos
T, — T e L(E,F).

Defina R
T: (“(F) — €;j’(F)

()52 — (T(z)))2, -

Note que T é um operador linear limitado. Com efeito, como ¢ < p, temos
|7 (@) | =@ | <ITile)zl,, < 1Tle),,.

onde a iltima desigualdade segue do fato de £;’(E) = (E).
Para todo n € N, seja

T,: (®(E) —  (,(F)

(zj)32 — (Tn(xj»;il'

7.\ = Tpq(Th), temos que (fn) ~ &uma sequéncia de Cauchy em £ (€2(E), £,(F)).
n=1

Além disso, como ¢,(F') é um espago de Banach, segue que £ (EQU(E), (,(F)) também

Como ‘

é um espaco de Banach e assim
T, — T* € L ((“(E), 6,(F)). (2.33)

Assim, dado (z;)52, € £;(E) e € > 0, existe ng € N tal que

|

fn ((%);L) - T ((:Ej)j‘;l) Hp < €, sempre que n > ng.

Fazendo
()52 = T* ((z;)32,) € 6,(F),
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2. Operadores absolutamente somantes

temos

(o) 0o oo p
ITo(ay) =yl < 3 1To(ay) =l = || Tl — @) < @

j=1

sempre que n > ng e Vj € N. Portanto
lignTn(xj) =vy;, VjeN (2.34)
Por outro lado, como T,, — T € L(E, F), temos
liTan To(xj) =T(x;), Vj €N, (2.35)
e pela unicidade do limite, segue de e que
(T(z))2) = (y;)721 € Lp(F).

Assim

T ((2)521) = (T(x5))52, = (y)52 = T ((2)524) ,
sempre que (7;)32, € £;'(F) o que acarreta T=T¢T,—TecL ((2(E), 6,(F)) e
mostra que o operador induzido T esté bem definido.
Para finalizar nossa demonstracao, resta mostrar que 7, ﬂg) T. De fato, por

(2.33), dado € > 0, existe ny € N tal que
T,—T*

Tpg(Ln —T) = ‘ <€,

77 =]

7. -7 -]

para todo n > ny.

37



Capitulo 3

O espaco das sequéncias mid

somaveis

Inspirado no espacgo definido por A. K. Karn e D. P. Sinha, os pesquisadores G.
Botelho, J. R. Campos e J. Santos, em seu artigo [2] (que serd a principal referéncia
deste capitulo), estudaram mais atentamente esse espago de sequéncias, apresentando
novas propriedades, uma norma completa e estudando mais profundamente classes de
operadores que trabalham sobre esse tipo de espago. Comecaremos agora a parte final

de nosso trabalho.

3.1 O espago (["Y(E)

O novo espago de sequéncias definido por Karn e Sinha recebeu o nome de espago
das sequéncias operador p-soméveis. Esse nome foi alterado no trabalho [2] para um
nome mais conveniente: espaco das sequéncias mid p-soméveis. A necessidade dessa
mudanca sera clara na Secéao [3.4 Comecemos com a definigdo adotada no trabalho de

Botelho et al. [2], equivalente a definigao original do trabalho de Karn e Sinha.

Definigao 3.1. Uma sequéncia (z;)52, em E é dita ser mid p-somdvel quando

(CREN Y R A(A)

n=1
sempre que (¢,) | € K;U(El). Simbolicamente,
Egﬁd(E) = {(xj)]oil e BN ZZ lon(x;)|" < 0o, sempre que (@), € E;j’(El)} .
n=1 j=1

Nao é dificil mostrar que E;md(E) ¢ um espago vetorial com as operagoes usuais

de sequéncias. Vamos, a partir de agora, mostrar que esse é um espago de Banach,
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

quando munido de uma norma conveniente. Para isso precisaremos estudar alguns
fatos e mostrar alguns resultados.
Em seu trabalho original, Karn e Sinha mostram que £,(E) C £'(E) C (2(E) e

que vale o seguinte resultado:

Teorema 3.1 ([10], Proposition 3.1 and Theorem 4.5). Sejam E um espago de Banach
el <p<oo. Entao:

(i) (r4(E) = t¥(E) se, e somente se, IL,(E; () = L(E; ().

P
(ii) ("U(E) = (,(E) se, e somente se, E € um subespago de Ly(p) para alguma medida
de Borel (.
Diremos que E é um espago fraco p-mid se £*(E) = £¥(E); e é um espago forte
p-mid quando £3"(E) = (,(E).
Entao surge a questao natural a se verificar se fgﬁd(E ) pode herdar a norma de £, ()

e ser completo com ela. Esse nao sera o caso como veremos por meio das proximas

duas proposicoes. Mas antes precisamos de um lema.

Lema 3.2. Se £/ é um espaco de dimensdo infinita, entdo as normas |-, e |-, ,, nao

sdo equivalentes em cyo(E). Em particular, ¢,(E) nao é fechado em ¢, ,,(E).

Demonstragdo: Primeiramente, observemos que coo(FE) é denso nos espagos <€p(E )5 -l p>

e <€;(E), ||||pw> De fato, para o primeiro caso, seja z = (7;)32; € £,(E) e € > 0,

(imﬁim

Jj=no+1

entao exite ng € N tal que

Como c¢oo(E) C £,(E), a sequéncia

!

r = (21,22, T3,...,%ny,0,0,0,...) € coo(E)

A densidade de coo(E) no espago (E;;(E)

,(E). Agora, suponhamos por absurdo que as normas [|-[|, e |||, sdo equivalentes

7||-||pw> segue diretamente da definigao de

em coo(E). Entao

0,(E) = cn(B) " = cooB) ™ = £4(E).

Assim, como /,(E) = £;(E), segue que o operador identidade em £ é absolutamente

p-somante, o que é absurdo, pelo Teorema de Dvoretz-Roger Fraco. Para finalizar,
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

suponhamos por absurdo que £,(E) é fechado em £;(E), daf, temos que <€p(E), ||||p>

e (fp(E), ||-||pw> sao completos. Assim, a aplicacao identidade

i: (ep(E),H-Hp) — (@(E),IHIW)

(xj)?; — i ((%)g 1)
é linear e bijetora e continua, pois, dado ()2, € < H(E), || > temos
li (@), = @32, < @52, - (3.1)

1

onde a desigualdade segue do fato de (,(E) < ()(E). Pelo Teorema da Aplicacao

Aberta, i é um isomorfismo, entao
i7" (2, = [@izall, < ()5, (3:2)
De e obtemos

l@3zall, ., < @3, < @3l

sempre que (z;)72, estiver em £,(E). Portanto, para todo (;)52; € coo(E) C £,(E),

=
concluimos que as normas ||-[|, e [|-||,, ,, sdo equivalentes em coo(£), 0 que é absurdo. [

Proposicao 3.3. Seja ' um espaco fraco p-mid. Sao equivalentes:
(a) (,(E) é fechado em £3"4(E).
(b) Asnormas |||, e |||l ;4 530 equivalentes em £,(E).

(c) Asmnormas |||, e |||, ,q 530 equivalentes em coo(E).

p,mi

(d) E tem dimensao finita.

Demonstragdo: (a) = (b) Seja (,(E) fechado em (2M(E). Entdo os espagos ( ()l )
e (ZP(E), [ [ d) sdo completos. Assim, procedendo como no lema anterior, a aplicagao

identidade entre esses espagos ¢ continua pois, dado (z;);2, € ( H(E), || ) temos

1 (@7 | pia = (@) i < W)l (33)

onde a desigualdade segue do fato de ¢,(F) < C09(E).  Assim, pelo Teorema da

Aplicacao Aberta, ¢ é um isomorfismo e

[ ()l = [@)2all, < 1)l (34)
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

De e , obtemos
152l e < @D, < 1152 i

para todo (z;)32, em £,(E).
(b)= (c) Segue do fato de coo(E) C (,(E).
(¢)= (d) Como E é um espago fraco p-mid, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, as

normas |||, q © [I-ll,,,, s30 equivalentes em (2M(E) = (¥(E), consequentemente sao

=
=

equivalentes em cop(E). Pelo item (b), as normas |||, e |-, nq s30 equivalentes, em
particular, no espaco coo(F). Desta forma, pelo Lema segue que F tem dimensao
finita.

(d)= (a) Como E é um espaco fraco p-mid, temos £3"(E) = (¥(E). Assim,
sendo E um espago de dimensao finita, segue pelo Lema que (,(FE) é fechado em
(E) = E;f‘id(E). ]

De modo inteiramente analogo, mostra-se a proposi¢ao seguinte.
Proposicao 3.4. Seja E um espaco forte p-mid. Sao equivalentes:
(a) £09(E) é fechado em £Y(E).

(b) As normas |||, q € [I[l,,,, 580 equivalentes em £7(E).
(c) Asmnormas |||, iq € [I[l,., s80 equivalentes em coo(E).
(d) E tem dimensao finita.

Assim, mostramos que em geral E;nid(E) nao é completo com a norma herdada de
E;”(E) e, por isso, demanda uma norma particular. Vamos agora definir essa norma.
E possivel definir a fungao

Md(p) —s 0, 00)

||.||p7mid * p

) sw (zzmw)”,

(<P7L)i:°:1€€$(E/) n=1 j=1

(3.5)

a qual mostraremos estar bem definida.

Lema 3.5. Sempre que (2;)%2, estiver em £3(E), teremos

sup (Z Z |g0n(xj)|p) ” < 00.

(Pn)pz €68 (E") \n=1 j=1
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

o0

Demonstragao: Sendo x = (z;)52,, defina o seguinte operador

T,: (°(E) — 0,(0,)
(i — Tellenin) = ((enla)2y)

n=1

Observe que a boa definigao deste operador segue diretamente da definicao de ﬁgﬁd(E )e

sua linearidade é de facil demonstracao. Assim, se o operador T, for continuo, teremos

sup (ZXSWM%W> < s T ),

(Wn)flo:1e£;f}(El) n=1 j=1 (%)Z‘;le%”(E )

= ||Tz||'< sup ||(s0n)?,,°:1\|p,w>
(‘Pn)zozleepw(El)

= Tzl < oo,

0 que prova nosso resultado e, consequentemente, a boa definicdo da funcao ({3.5).
Desta forma, basta provar que 7T, é continuo e, para isso, usaremos o Teorema do
Grafico Fechado.

Seja (gpk,Tx(apk))Zo:l uma sequéncia convergente no produto cartesiano é;;(E') X
0,(L,), isto é,

P o= (pa)iyem G(E) (3.6)
L") =5 ¢ = (Win);) em 6(0). (3.7)

Como (*(E") < lso(E"), temos de que
©F £y on, VneN. (3.8)
Por outro lado, como ¢,(¢,) N loo(y), segue de que
<(Tw(s@’“))j,n>j s Wym);, Yn€N. (3.9)
Como ¢F é continua, obtemos de
Ph(;) = oulwy), Wn.j €N

e de (3.9) obtemos

k .
QOfL(.CC]) — wj,nv \V/n,j € N7

pois (Tx(gpk))jn = (‘sz(%))] Assim, pela unicidade do limite acima temos ¢, (z;) =
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

Y;n, para todo n,j € N. Logo,

L(e) = ((en(@);) = ((@Wsa);) =v.
Dai, o gréfico de T}, é fechado em (¥(E") x £,((,) e T}, é continuo. O

Agora, estamos em condigoes para verificar as propriedades de normas para a fungao

(3.5). Entao,

P.1) E 6bvio que H(x]);‘;lH > 0 para toda (z;)52,, pois |¢n(z;)| > 0, Vn,j € N. Se

p,mid

x; = 0 para todo j € N, entao ¢, (z;) = 0 sempre que (¢,)2>, € B w(g'y € todo j € N.

Consequentemente,

=

H(xj);ilehmid - sub (ZZ en ) ) -

(Lpn)io:leezg}(E n=1 j=1

Por outro lado,

D=

@) |y =0 = sup (ZZ |0 () ) =0

(pn)nl €y (B n=1 j=1

S o) = 0¥ € By

n=1 j=1
= ¢alz;) =0,Y(pn)nz; € Beg(E’) eVjeN

= 2;,=0, VjeN.

onde, a ultima implicacao segue do Coroldrio de Hanh-Banach ((1.11)).
P.2) Sejam (x;)32, € £3'Y(E) e A € K. Entao,

HA(xj);il}lp,mid - ||(Ax-7)ji1Hp7mld

— (ZZ |son<mj>!p) p

(pn)pz €@ (E") \n=1 j=1

- (S50 )

B =

(pn)o €ty (E") \ =1
1

_ b sw (zzmw)

(‘Pn)zo:1€€;;u(E,) i—1

Al ”(xj)?il”p,mid'

P.3) Para desigualdade triangular da norma mid, sejam (z;)52,, (y;)52, € NY(E).
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

Entao,
H(%)jil + (yj)Jo'ial,mid = ||z + yj)Jo'ial,mid
1
[ee] o p
= sup (Z Z lon (5 + 1) |p>
(Pn)2 €08 (E") \n=1 j=1

=

)
= sup
2 €ty (E")
)

ZZI% ;) + o(y;)IP )

s

n

=
S
3=

sup

Mg

)
[

(#n) (
( irwn@j)w@m?)p

(Pn)2 €08 (E") \ n=1 j=1
= sw (iH(wmw + (o)) )

(pn)S €t¥(E") \ n=1
< (fj (H«on(xj));'; o |entiniz, ))
< sw (iuwnm));‘; ”)p+

(#n) ) \n=1 P

Pn 7010:1 GZ;)U (E

1
oo 0o )
_ (zzwm) n
(Spn)%ozlezpw(El)
p (zzm@m)
n=1 j=1

(‘Pn) 1e€w( )

3=

oo
H(x])jzl Hp,mid + H Yj jzl“p,mid ’

Com isso, a funcao dada em 1) define um norma no espaco E;md(E).
A proposigao seguinte mostra a relagao de inclusio entre os espacos £,(E), (34(E)
e by (E).

Proposicao 3.6. Seja £ um espago de Banach. Entao
(p(E) < £7(E) < 04(E).

Demonstragdo: A sequéncia (¢1,0,0,...) € B w(i')s SMPTe que ¢ estiver em By
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

Com efeito,

IZ)EB 7

1(¢1,0,0,..)[,,, = sup (ZI@ZJ ©;) ) =S (1) = llnll -

Assim, se (z;)72, em £"(E), temos

®1 EBE/

= sup (Z > leal;) Ip>

(#1,0,0,...)€B u n=1 j=1

1
lepzl, = suw (wa)
=1

S

S =

< (zzww)
(‘Pn)nzleng(E’) n=1 j=1

1)l i

; 1 . ~ . .
0 que mostra Eg“d(E) — (;(E). Para a segunda inclusao, observemos primeiro que se

(¢n)S2, € £¥(E), como Jg(Bg) é um subconjunto normante de E”, temos

1(en)s il = sup > fpn(@)[”

Se (7;)52, em {,(E), definindo o seguinte conjunto J = {j € N : x; # 0}, obtemos

Sl = X3 (7 HJH)‘

j=1 n=1 J€J n=1
& p
= X (1 (35 e ()
jed =1
< Z(I%Hp (Sup leon ))
jeJ
= | sup Z [on (@) ) - Yl
wEBE jeJ
= [[(¢n)nz 1” ZH%HP
Com isso, tomando o sup acima, a desigualdade |||, .iq < [|I-ll, segue. Isso
(@)n:1€B%u<E/)
nos mostra que £,(F) = (R, O
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

Finalmente, o resultado a seguir, mostra que a norma definida em (3.5)) torna o

espago E;“id(E) completo, sempre que F for um espaco de Banach.

Proposicao 3.7. O espaco <€gﬁd(E)
de Banach.

. ., | é Banach, sempre que E for um espaco
7|| Hp,mld ) p q pag

Demonstragdo: Seja (r;);2, um sequéncia de Cauchy em £3"(E). Para cada k € N,

denotamos ¥ = (z¥)2, € £3"Y(E). Entdo, dado € > 0, existe ky € N tal que

J=* - — [ =27,

|
p,mid p,mid

— sup (Z Z ’gpn(xf - x§)|p> (3.10)

(‘P”)ZozleB/z;;f(E’) n=1 j=1

3 =

< €,

sempre que k,r > ky. Procedendo de maneira inteiramente analoga como foi feito no
¥)%2, ¢ de Cauchy em E, para cada j € N.

Assim, como E é um espago de Banach, para cada j € N, existe y; € E tal que

espago , obtemos que a sequéncia (x
Go £ (E), obt EéNci

x? LN y; em E. Com isso, formamos um sequéncia y = (y;)32, em E. Agora, basta
provar que y € Zglid(E) e que H:ck — yH 0. Com efeito, podemos fazer r — oo

em ([3.10) e obtemos

p,mid

<€, sempre que k > ky.
p,mid

|t =),

Fi0e que a sequéncia (2% —y) € ﬁi,nid(E), para

todo k > ko. Consequentemente, para k = ko, temos (z§ —y) € (3Y(E) e assim, como

£0i9(E) é um espago vetorial, concluimos que y = 2% — (zf — y) € £'(E). O

Isso nos mostra que ka — prmid

3.2 Incomparabilidade dos espagos (4(E) e (["4(E)

Na Proposicao vimos as seguintes relagoes de inclusoes para os espagos
(,(E) < (*(E) < (“(E).
J& na Proposicao vimos também as seguintes relagoes de inclusoes
(,(E) < (M) < ¢4(E).

Isso nos motiva a perguntar qual a relagao entre os espagos £;/(E) e Egﬁd(E). O exemplo

a seguir mostra que os espagos £, (E) e é;)md(E), em geral, sao incomparaveis. Para isso,
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

como consequéncia imediata do Theorem 3.7 de [8], precisaremos do seguinte resultado:
Proposicao 3.8. O operador u : ¢cg — ¢, ¢ 2-somante.

Exemplo 3.1. Por um lado, combinando o Teorema (i) com a proposigao ,
obtemos ¢34 (cy) = I¥(cy). Assim, como £%(cy) é um subespaco préprio de ¥ (cg) (veja
I5, Pag. 93]), segue que £5%4(cy) € €4 (co). Por outro lado, temos

(i () = 67 () & ba(by) = 67(0),

onde, a primeira igualdade segue da Proposicao 8.2 (1) de [5], combinado com o fato de
que todo operador linear e continuo de ¢y em ¢; é compactos. Ja a segunda igualdade,

¢ consequéncia imediata do Teorema [3.1] (ii).

Como vimos, em geral, Eglid(E) nao estd contido em £(E), mas a proposicao se-

guinte mostra um caso em que isso pode ocorrer.
Proposicao 3.9. Seja E um espaco forte p-mid, entao Eglid(E) < (E).

Demonstragdo: Pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, obtemos que as normas |-, e
[l miq 530 equivalentes em £3'(E) = £,(E). Seja x = (v;)32, uma sequéncia em

£9(E). Entdo, como (z;)%

k A
io1 — x em {,(FE), temos, pela equivaléncia das normas,

que (z;)h_, £y 2 em (09(E). Desta forma, como £ < (¥(E), obtemos

[(@)52ell, = (@52 = @)=, < @5 = @) (3.11)

e fazendo k — 0o em|3.11}, teremos H(xj);?‘;kaw — 0. Issomostraquez € ((F). O

3.3 A classe de sequéncias E;nid(-)

No Capitulo [2| estudamos alguns dos espagos de sequéncias mais conhecidos e uma
classe de operadores que melhoram convergéncia de séries, caso dos operadores abso-
lutamente somantes. Esses tipos de classes de operadores, caracterizados por trans-
formacoes de sequéncias a valores vetoriais, foram estudados de forma abstrata num
recente trabalho (em 2016) por G. Botelho e J. R. Campos [I]. O ambiente abstrato de
classes de sequéncias desenvolvido nesse trabalho generaliza todas as classes de opera-
dores nesse escopo e resgata importantes resultados da teoria de ideais de operadores
para essas classes.

Vamos mostrar a partir de agora que o espaco das sequéncias mid p-somaveis se
encaixa no modelo abstrato de Botelho e Campos e isto nos permitirda, com muita

facilidade, obter resultados para classes de operadores que estudaremos mais tarde.
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

A partir daqui e ao longo do restante desse capitulo, vamos estabelecer as defini¢oes

do ambiente do trabalho [I] e estudar o nosso espago sob essa dtica.
Defini¢ao 3.2. Uma classe de sequéncias X (-) é uma aplicacao

X(): BAN — EN
E +— X(E),

onde, X(FE) é um espaco de Banach e satisfaz as seguintes condi¢oes
. 1

(i) coo(E) C X(E) = l(E).

(i) [[ej]l x () =1, para todo j € N.

Exemplo 3.2. Baseado nos espacos de sequéncias que estudamos no capitulo ante-
rior, é realmente facil mostrar que as correspondéncias co(-), ,(:), £ (), €5 (+), €oo(+) sd0

classes de sequéncias, para 1 < p < oo.

A préxima definicao estabelece uma propriedade que algumas classes de sequéncias

gozam.
Definicao 3.3. Uma classe de sequéncias X (-) ¢ dita ser finitamente determinada se

para toda sequéncia (r;)32, € EN,

(zj)52, € X(F) < sgp | (z;) < 00, (3.12)

k
jleX(E)
e neste caso, temos

H<xj)§o:1HX(E) — 5UP H(zj);?:lHX(E) '

Diante desta definigdo, mostra-se em [13] que as classes de sequéncias (o (-), ,(+) €
£(+) sao finitamente determinadas.

Mostraremos agora que E;ﬁd(-) ¢ uma classe de sequéncias finitamente determinada.

Proposigao 3.10 ([2], Proposition 1.9). A aplicacao

Kgﬁd('): BAN — EN
FE — fg‘id(E),

¢ uma classe de sequéncias finitamente determinada.

Demonstragao: Com efeito, pela Proposicao l) temos que €;ﬁd(E) é um espaco de
Banach, sempre que F for um espacgo de Banach. Além disso, como co(E) C 0,(E) <
£09(E), obtemos coo(E) C £3(E). A inclusao £ (E) =N l+o(FE), segue do fato de

(MA(E) S (9(E) < Lo(E).

48



3. O espaco das sequéncias mid somaveis

=1.

Finalmente, para mostrar que a classe de sequéncias Eg“d(-) ¢ finitamente determinada,

Como [|-[],,., < [llpmia < I-ll, € lesll,. = llesll, = 1. segue que flesl, sq

para toda sequéncia ()32, € EV, temos

VRS
NE
s
)
=
=

Nk =
S%p || ('T.] >j:1 ||p7mid Sl;p (‘PTL)?:SIE%Z%’(E/)

koo
— e (zzij)
o (B j

(‘Pn)zo:1€B

M?r
WE
5
QH
é
=3

= sup hm (
(Sﬁn)ﬁo=1EB[w(E ) ]:1 n=1

= sup ( !son(:vj)\p>
(pn)52 1€BZ1U(E) j=1 n=1

= ||(“fj>j=1|

p,mid

Esta igualdade implica que a condigao (3.12]) é satisfeita para a classe de sequéncias

£0'(-) e, desta forma, ela é finitamente determinada. O

Vejamos outra importante propriedade estabelecida para classes de sequéncias e

muito necessaria a teoria de ideais de operadores.

Defini¢ao 3.4. Uma classe de sequéncias X (-) é dita ser linearmente estdvel se para

quaisquer espacgos de Banach E, F' e para qualquer T € L(E, F'), o operador induzido

T: X(E) —  X(F)
(1) +— T ((25)52,) = (T(2)))

j=1 j=1 j=1

Y

estd bem definido e Hf” =7

Nos trabalhos de F. S. S. Leite [12] e D. F. Nogueira [I3] prova-se que as classes de
sequeéncias co(+), €p(-), £ (+), £n(+), L (+) sdo linearmente estaveis. O préximo resultado

sera usado na demonstracao de que E;“id(-) ¢ linearmente estavel.

Lema 3.11. Sejam F, F' espacos de Banach, (1), € é;f’(F') eT € L(E,F). Entao
(Yoo T)e ) € LY(E') e, mais ainda,

(&m0 Tl < T (o)l -

Demonstracdo: Seja T' : F' — E' o operador adjunto de T. Como a classe de
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N . 1. ’ !, /
sequeéncias () é linearmente estdvel e 7" é continuo, temos

o

J_

(o), = (T'(y) e b (E).

Além disso, o operador induzido T - (0(F') — (¥(E") (que estd bem definido) é

linear, continuo (por um argumento de grafico fechado) e f’H = [|T"|| = |IT||. Assim,
lwo T = [(Tw)” | = [
=11 pw pw
< ||| Nwdzal,, = 170 el
[

Proposicao 3.12 ([2], Proposition 1.10). A classe de sequéncias £3"%(-) ¢ linearmente

estavel.

Demonstragdo: Scjam (z;)32, € (MY(E), (p,)o, € (¥(F), T € LIE,F) e T €
L(F',E") o operador adjunto de 7. Pela estabilidade linear de £;(+), obtemos que o
operador induzido

T (F) — 09(E),
estd bem definido e é continuo. Logo,

oo

(T'(son)) =lpnoT)l € (E),

para todo ()%, € f;j’(F'). Desta forma, como (z;)32, € £3(E),

o0

(ton @) = ((enoTENE) T €6(6),

n=1
o que mostra que (T'(z;));2, € C29(F), sempre que (z;)52, € £0(E).
Para mostrar a igualdade de normas Hf” = ||T'|| vamos estabelecer o fato:

Afirmagao 3.1. [|(0,...,0,2,0,...)|
todo x € E.

pmid = ||z|| ; para todo espaco de Banach E e

De fato, temos |||, <[] <l e como

p,mid

100, -, 0,20, )|, o = (0, ., 0,2,0,..)]l, = |zl

obtemos H(07 e 707'%‘7 07 e ')Hp,mid = Hx”E .
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Assim, com a afirmacao acima, podemos calcular

7] = s [Py
(xj);?ileBegnid( B) p,mid
SR I I

(z3)52, EBZ;;“‘*(E)

Z sup ||(O,...,O,T(x)707"')Hp,mid

r€EBR

= sup [T(@)]| = T

r€EBE

Para mostrar a desigualdade contréria, observemos que dado (¢,)22, € B w(r’); Hemos

(wn o m)n:l € BZ;U(E/). Com efeito, pelo Lema [3.11} temos

thn © ) =t Wm0 T, < s N0 1 (@on)nZall ) <
H( [ /ey R | o
Finalmente, temos
HT((%)?;) pmmid H(T(xm;il pmid
N, (zzwn <T<x3>>|”>
(wn)nzleng(F/) n=1 j=1
1
= sup (Z Z |(Yn o T) <x1)|p>
("/}n)n—leng(F’) n=1 j=1
1
R
Tl s (e 77 )
(¥n)21 € By ) \mi =1 | T j
<l (33 ket
(Wn)?zleBg;v(E’) n=1 j=1
= T (@52 i
Esta desigualdade mostra que Hf H < |IT||, o que conclui a demonstragao. O

3.4 Operadores mid somantes

Nesta secao estudaremos dois tipos especias de classes de operadores que melhoram
a convergencia de séries, envolvendo as sequéncias mid p-soméveis, determinados pela
cadeia
id
(1) C £(B) C 63(B).
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Definigao 3.5. Sejam 1 < ¢ < p < oceT € L(E,F). O operador T é dito ser

absolutamente mid (p; q)-somante quando o operador induzido

T: (MUE) —  (,(F)
(@) — T ((z)2) = (T(;)3

estiver bem definido.

Denotaremos por Hgff]d(E , ') o conjunto de todos os operadores absolutamente mid
(p; ¢)-somante de E em F. Quando p = ¢, denotaremos por H;}]id(E, F).

O resultado a seguir, um dos primeiros propostos por Botelho e Campos [[1], Pro-
posicao 2.4], nos fornece imediatamente uma caracterizacao por desigualdades da classe

II4(E, F), como a obtida para a classe dos operadores absolutamente somantes.

Proposicao 3.13. Sejam n € N e Xy,...,X,,Y classes de sequéncias. As seguintes

condigoes sao equivalentes para um dado operador multilinear A € L(Ey, ..., E,, F):
J

(a) (A(x,... ,a:”));il € Y(F), sempre que (:UZ”)JO; € Xpn(Ep),m=1,... n.

(b) O operador induzido

A X (B % -+ x X,(E,) — Y(F),

A3 @) = (Al ),
esta bem definido, é n-linear e continuo.

As condigoes acima implicam na condigao (c) abaixo, e todas sdo equivalentes se as

classes de sequéncias X1, ..., X,,Y sao finitamente determinadas.

(c) Existe uma constante C' > 0 tal que

(Al ) || <com, , (3.13)

Xm(Em)

k
(x.;n)jzl

.
para todo k € N e toda sequeéncia finita 7" € Ep, j=1,...,k,m=1,...,n.

Neste caso,
HgH =inf {C : (3.13)) é satisfeita} .

De posse do resultado acima, podemos apresentar (facilmente) uma caracterizagao

para operadores absolutamente mid (p, ¢)-somantes.

Teorema 3.14. As sequintes sentencas sao equivalentes:
(i) T e H;’:‘;d(E, F).
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(ii) O operador induzido

T: v(E) —  0,(F)
(2)2) — T((x)2) = (T(x))7,

esta bem definido € linear e continuo.

(iii) Ewiste uma constante A > 0 tal que

H(T("E]))le S A- ||('Ij)§::1||q,mid’

para todo k € N etodox; € E, j=1,...,k.

(iv) Eziste uma constante A > 0 tal que
H (T(x]))jzl Hp S A- || ('I]);.il ||q,mid !

para toda sequéncia (x;)52, € (7"(E).

Além disso,
T || pmia == HfH = inf {A : (#i1) € satisfeito} = inf {A : (iv) € satisfeito} .
Demonstragdo: (i) = (ii) Como T' € ILW(E; F), entao

(T(xj))j.il € £,(F), sempre que (z;)52, € E;md(E).

Isso implica na validade do item (a) da Proposicao , acarretando que o operador
induzido T : CY(E) — €,(F) estd bem definido, é linear e continuo.
(ii) = (iii) Em nosso contexto, supor (i) acarreta, pela Proposi¢ao [3.13] que existe
A > 0 tal que

| @i,

paratodo k€ Nez;, € E, com j=1,... k.

, <A H(xj);?leq,mid’

(ili) = (iv) Como as classes de sequéncias (57(-) e £,(-) sao finitamente determinadas,

entao, tomando o supremo sobre k na desigualdade acima, obtemos
H(T(xj));ial <A H(xj)Jo'ilHq,mid’

para toda sequéncia ()32, € (MY(E).

j=1
(iv) = (i) Assumindo (iv), para todo (z;)32, € £r"(E) temos, > [|T(z;)[|” < oo,
isto ¢, a sequéncia (T'(z;));2; € £,(F). Isto nos diz que T' € (B, F). O
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3. O espaco das sequéncias mid somaveis

Vamos definir agora a nossa segunda classe de operadores mid somantes.

Defini¢ao 3.6. Sejam 1 < ¢ < p < oceT € L(E,F). O operador T é dito ser

fracamente mid (p; q)-somante quando o operador induzido

T: (9(B) — £M4(F)

q

()52 — T ((z))52) = (T(x));,
estiver bem definido.

Denotaremos por W;“;d(E, F) o conjunto de todos os operadores fracamente mid
(p; q)-somantes de F em F. Quando p = ¢, denotaremos por W;‘id(E, F).

Para obter uma caracterizacao por desigualdades para a classe W];fgd(E , F'),como
a obtida para os operadores absolutamente mid somantes, precisaremos de mais uma

defini¢do e um resultado encontrado no trabalho de Botelho e Campos [1].
Definicao 3.7. Sejam X e Y classes de sequéncias. Dizemos que:
e X <Y se, para todo espago de Banach E, X(F) é um subespago fechado de
Y(E) e, para toda sequéncia (z;)52, € Y(E), (7;)%2, € X(E) se, e somente se,

lim H(xj)?ikHy(E) =0.

e X <Y se, para todo espago de Banach E, X(F) é um subespago fechado de
Y(E) e, para toda sequéncia ()52, € Y(E), (7;)%2, € X(E) se, e somente se,

1}}? H(mj)é:kHY(E) =0.

Usaremos a proposicao seguinte, cuja demonstracao se encontra em G. Botelho e
J. R. Campos [[1], Corolario 2.6], juntamente com a Proposi¢ao para demonstrar

o proximo teorema.

Proposicao 3.15. Sejam n € Ne Xq,...,X,,,)Y, Z1,...,Z,, W classes de sequéncias
tais que 21, ..., Z,, W sao finitamente determinadas. Suponha que uma das condigoes

abaixo sejam satisfeitas:
(i) X\ < Zpparatodom=1,....n,eY <W.
(i) X,, < Z, paratodom=1,....,n,eY <W.

(iii) X,, < Z,, paratodom=1,...,n,eY <W.
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Entao, para todos os espacos de Banach Ei,..., E,, F, as seguintes condigoes sao

equivalentes para um operador n-linear A € L(Fy, ..., E,; F):
(a) (A(z},... ,x?))jil € Y(F) sempre que (2")32; € Xpn(Ep), m=1,...,n.
(b) (A(z},... ,x?))]o; € W(F) sempre que (27')32) € Z(Epm), m=1,...,n.

Neste caso,
H/T CXU(EL) X - X Xo(By) — Y(F)H — HE: ZUEL) % -+ X Zn(En) — W(F)H .

O préximo teorema apresenta caracterizagoes para operadores fracamente mid (p, q)-

somantes.

Teorema 3.16. As sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) T € WH4(E; F).
(ii) O operador induzido

T: (Y(E) — f;md(F)
()52 — T ((z))520) = (T(x;))72,
estd bem definido, € linear e continuo.
(iii) (T'(x));2, € 6"(F), sempre que (1;)52; € (y(E).
(iv) O operador induzido
T: (y(E) — f;”id(F)
()52 — T ((z))52) = (T(x));2,
estda bem definido, € linear e continuo.

(v) Eziste uma constante B > 0 tal que

|@@,

p,mid =B H(I])]:1 qw’

para todo k € N e todo z; € E, j =1,...,k.

vi) Existe uma constante B > 0 tal que
(vi) q
. 1
(ZZ \sona’(xmrp) < B |55l 10n)En
n=1 j=1
para todo k € N, todo x; € E, j=1,...,k, e todo ()5, € E;”(F').
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(vii) Ewziste uma constante B > 0 tal que

(ZZ |¢H(T(Ij>>|p> p <B- H(xj)Jo'ilHq,w ’ H(SOn)rOLO:l”p,w’

n=1 j=1
para todo ()52, € £ (E) e todo (¢n)ie, € ﬁ;ﬁ(F’).

Além disso,

||T||W%d = HTH = Hf“ = inf {B : (v) € satisfeito}
= inf{B: (vi) € satisfeito} = inf {B : (vii) € satisfeito} .

Demonstragdo: (i) = (ii) Como T € Wh4(E; F), entao

(T'(z4)) 2, € C4(F), sempre que (z5)72, € L5 (E).

Isso implica o item (a) da Proposigao [3.13, que por sua vez implica que o operador

induzido
T pw mid
T: ﬁq (E) —>€p (F),

estd bem definido, é linear e continuo.

(ii) = (iii) Primeiramente, observe que, £4(-) é uma classe de sequéncias finitamente

determinada e, como ¢;(E) é um subespaco fechado de (f'(E) e, para toda sequéncia

(z5)52, € 07 (E), (7;)%2, € ly(E) se, e somente se, lilgn ||(wj);‘iquw = 0, temos, (¢(-) <

ﬁ;f’(~). Desta forma, a primeira condi¢ao da Proposicao é satisfeita. Logo, como o

operador induzido T : (Y(E) — 3(F) estd bem definido, isto é,
(T(xj));il € Eglid(F), sempre que (z;);2, € (' (E),
obtemos da Proposicao [3.15, de (b)= (a) que,

(T(l’j));il € E;ﬁd(F), sempre que (z;);2, € £;(E).

(iti) = (iv) Como (T'(x;))5, € €3"(F), sempre que (z;)32, € £(E), entdo obtemos,

j=1
pelo item (a) da Proposigao m, que o operador induzido

T: 04 (E) — ™94(F),

estd bem definido, é linear e continuo.

(iv) = (v) Pela Proposigao temos que os itens (iii) e (iv) deste teorema sao
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equivalentes e, ainda por essa proposicao, obtemos que esses itens implicam que existe

B > 0 tal que

paratodo k€ Newx; € £, com j=1,... k.
(v) = (vi) Assumindo (v), temos

k
Z s (L(x))

1
P>p

ook
< [len)nzilly - sup <ZZ [¢n(T'(2

(wn)fleeBl%](E/) n=1 j=1

< B @il 1ol

ok ’
(ZZM(T(%))IP) = l(en)nzally - (

n=1 j=1

1(#n )z 1||p,

N—
N—
=
N———
Q=

para todo k € N, todo z; € E, j =1,...,k e todo (¢n),, € E;jj(F').
(vi) = (vii) Como as classes de sequéncias £'(-) e £2(-) sao finitamente determinadas,

entao, tomando o supremo sobre k£ na desigualdade acima, obtemos

pw

(ZZ WW)P <B- |l o)y

n=1 j=1

(vii) = (i) Assumindo (vii), se (7;)52; € £ (E), temos > 7 | > o, (T'(x5))[" < oo,
sempre que (p,)52; € (¥(E'). Isso mostra (T'(x;));2, € C09(F) e portanto T €
Wﬁd(E, F). ]

Um importante fato sobre as classes de operadores definidas acima é que:
Proposicao 3.17. Se p < ¢, entao IIW(E; F) = Wid(E; F) = {0}.

Demonstracao: Faremos apenas o caso Hg};d(E; F), uma vez que, a prova para a
outra classe de operadores ¢ analoga. Como p < ¢, vamos tomar uma sequéncia
(M) € Ly \ 6. E facil mostrar que, para todo 0 # z € E, a sequéncia (Ajz)32,
pertence a Ef]nid( ). Agora, suponha por absurdo, que exista um 7' € Hmld(E F), com
T # 0. Entao, pelo Teorema , existe A > 0 tal que

k % [e’e) k %
(Z ||T<ij>||p) <A sup (ZZ |<,on<m>|q> ,
j=1 ew (B)

(on)pz €8 u n=1 j=1
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para todo k € N. Consequentemente, temos

17 ()] (§:|A |p> < A sup ZZI&I”%(%)V)

(Wn)%o:leB[;)u(E’) =1 n=1

- 1
k q o0
= A sup (Z |)\j|q> ‘ (Z |90n(x)|q>
(Pr)nzr B 7y | \j=1 n=1
. Loy :
= A. Z |)\'|q> . sup (Z lon(x )
(e

(%On) 1€B

Q=

Q =
Q=

IN
e

|A |’ sup sup (leon >

(pn)p2 1€B[w(E/>»’C€BE n—1

o ZIA w) s e,

Q=

(‘Pn)zo:1 EBeg’(E/)

= A le

e tomando o supremo sobre x € Bg

K v K .
17| (ZP\HP) <A <Z|)\jlq> :
j=1 j=1
Para finalizar, fazendo k — oo acima, obtemos (A;)32; € £, o que é absurdo. O

A seguir, apresentaremos caracterizagoes de espacos fraco e forte p-mid relacionados

com as classes de operadores definidos nesta secao.

Teorema 3.18. Sejam E um espaco de Banach e 1 < p < 0o. As sequintes sentenc¢as

sao equivalentes:

(a) E € um espago fraco p-mid.

(b) H;”d(E; F) =1L,(E; F), para todo espago de Banach F'.
(c) (B 6y) = T (Es 6,) = L(E; 6y)

(d) WM (F; E) = L(F; E), para todo espago de Banach F.
(e) idp € W)"(E; E).

Demonstragdo: (a) = (b) Sendo T € II"(E; F) segue que, o operador induzido

T : 0Y(E) — £,(F) estd bem definido, é linear e continuo. Desta forma, como E
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¢ um espaco fraco p-mid, isto é, Z;Tid(E) = (})(E), obtemos que o operador induzido
T: C)(E) — £,(F), também estd bem definido, é linear e continuo. Isso mostra que
T € I,(E; F). Os mesmos argumentos mostram a inclusao IIMY(E; F) 2 II,(E; F).
(d) = (e) E ébvio.
(e) = (a) Se idp € WMI(E; E), entao o operador induzido idp - (2(E) — Y(E)
estd bem definido. Assim, podemos identificar £ (E) como £3"%(E) pela relagio acima,
isto é, (¥(E) = [(E) e, portanto, E é um espago fraco p-mid.
(b) = (na primeira igualdade de (c)) E 6bvio.
(a primeira igualdade de (c)) = (a) Seja ¢ = (¢,)52, € (“(E'). A identificacdo
E;f’(El) = L(E;{,), cuja demonstragao se encontra em [[5], Proposicao 8.2(2)], nos da
que a aplicagao

S, E —

v S,(0) = (pa@),

¢ um operador linear e continuo. Assim, como é possivel inverter os indices dos so-

matérios da definigao de (31(E), temos

(S@(xJ'));; = ((‘Pn(xj»f:l);; € Lp(£p),

sempre que (z;)52, € (Y(E). Desta forma, S, € ILM(E;{,) e, por hipétese, S, €
I1,(E;(,), sempre que ¢ = (p,)32, € (¥(E'). Agora, tomando (z;)%2, € (¥(E),

obtemos
(Se(x))52y = ((pals))ny) 2, € Go(ly),

sempre que ¢ = (¢,)02; € (¥(E'), 0 que mostra que ()52, € (24(E).
(a) = (na segunda igualdade de (c)) Segue diretamente do item (i) do Teorema (3.1}
(a) = (d) Sejam T' € L(F; E) e (v;);2, € {;(F). Pela estabilidade linear de £;(-) e
pela hipétese temos

(T(x;));2, € G/(B) = "(E),

mostrando que T' € WM(F; E). O

Também vale um resultado semelhante para espacos forte p-mid. As demonstragoes,

por serem também muito semelhantes, serao omitidas.

Teorema 3.19. Sejam F um espaco de Banach e 1 < p < co. As sequintes sentencas

sao equivalentes:

(a) F é um espago forte p-mid.

(b) ILM(E; F) = 1I,(E; F), para todo espago de Banach E.
(c) idp € I"(F; F).
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(d) F € um subespaco de L,(u), para alguma medida de Borel p.

3.5 Uma fatoracao para operadores absolutamente

somantes

E facil verificar, a partir das defini¢oes, que quando ¢ < r < p, temos
id id

Mostraremos que, quando p = ¢, obtemos um novo teorema de fatoracao para ope-
radores absolutamente p-somantes. Para tanto usaremos o Teorema da Fatoracao de

Pietsch encontrado, por exemplo, em [8, Pdg. 45].

Teorema 3.20 (Teorema da Fatoragao de Pietsch). Sejam 1 < p < 00, E ¢ F
espacos de Banach, K um subconjunto normante fraco® compacto de By . Para todo

operador T € L(E; F), as sequintes condigoes sao equivalentes:
(i) T ¢é p-somante.

(ii) Existem uma medida de probabilidade de Borel jn em K, um subespago fechado X
de L,(p) e um operador T € L(X; F) tal que:

(a) jpie(F) C X.
(b) fjpiE(a:) =T(x), para todo x € E.

Em outras palavras, se jpE tip(E) — X € a aplicagdo induzida por j, : C(K) —

L,(1), comig(E) C C(K) e X C Ly(p), entdo o sequinte diagrama comuta:

E—T . F
o
jE
ip(E) 22— X.

O mergulho isométrico i : E — C(K) e a inclusao formal j, : C(K) — L,(p)
(que é p-somante) sdo aplicagoes canonicas na teoria de operadores absolutamente

somantes e um estudo simples sobre elas pode ser encontrado em [§, Pags. 40 a 45].

Estamos agora em condigoes de apresentar o resultado que da nome a secao:

Teorema 3.21. Todo operador absolutamente p-somante pode ser fatorado por meio

de operadores absolutamente e fracamente mid p-somantes, isto €, 1, = Hg”d o meid.



3. O espaco das sequéncias mid somaveis

Demonstracao: Pelo que dissemos no inicio da se¢ao, nds precisamos apenas mostrar
que II, C Hg‘id o W;‘id. Seja T' € I1,(E; F'). Pelo Teorema da Fatoragdao de Pietsch, o

diagrama abaixo comuta

E—L .F
ol
jE
ZE(E)L-X

Se (7;);2, € £)(E), pela continuidade de ip e a estabilidade linear de £;(-), temos
(ip(z;));2, € 6, (ig(E)). Assim, como j, é absolutamente p-somante [Veja [8], Exemplo
2.9(d)], segue que

(G (ip(3))) ) € 6(X) € GM(X),
o que mostra que j¥ oig € Wi(E; X). Agora, seja (y;)72, € (274(X). Como X é um
subespago fechado de L,(u), obtemos a partir do Teorema (ii) que (y;)32, € £,(X).
Assim, como 7' é continuo e ,(+) é linearmente estével, obtemos f(y]) € (,(F),
1

j=

mostrando que T € (X F). O
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