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Resumo

Neste trabalho introduzimos um indice de somabilidade que mede quao longe alguns
operadores multilineares e polinomios estao de ser absolutamente somantes. Defini-
mos ainda um ideal de operadores relacionado a esse indice; propriedades basicas sao
apresentadas. O indice de somabilidade exato é obtido em alguns casos especiais e, em

outros casos, apresentamos estimativas inferiores e superiores.

Palavras-chave: Espacos de Banach, Polinomios, Operadores multilineares, Opera-

dores maltiplo somantes, Indice de somabilidade.
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Abstract

In this work we introduce a summability index that indicates how far some multilinear
and polynomial operators are from being absolutely summing. We also define a new
ideal of operators related to this index; basic properties of this ideal are presented. The
precise index of summability is obtained in some special cases and, in other cases, we

provide some lower and upper estimates for it.

Keywords: Banach spaces, Polynomials, Multilinear mappings, Multiple summing

operators, Index of summability.
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Introducao

Os trabalhos relacionando a convergéncia absoluta e a convergéncia incondicio-
nal ganharam notoriedade quando, em 1837, Dirichlet provou que ambas coincidem
para séries de nimeros reais. Um novo grande avango nesta teoria s6 veio a surgir em
1922, quando, em sua tese, Banach provou que, dado um espaco FE, toda série abso-
lutamente convergente em E é incondicionalmente convergente se, e somente se, E for
um espaco completo (posteriormente chamado Espago de Banach). Banach continuou
interessado no estudo da convergéncia de séries, incluindo o topico em sua famosa roda
de discussoes matematicas no bar Scottish Café, onde Mazur e Orlicz propuseram o
problema 122 do livro The Scottish book [35]. Também mencionado em [7], o qual vi-
sava caracterizar dimensao infinita por meio da existéncia de séries incondicionalmente
convergentes que nao sao absolutamente convergentes. A primeira solucao parcial sur-
giu em 1947, quando Macphail, em seu artigo Absolute and unconditional convergence
[31], provou que convergéncia incondicional nao implica convergéncia absoluta em /.
Este resultado inspirou Dvoretzky e Rogers a dar, em 1950, a solucao definitiva para
o problema no seu artigo Absolute and unconditional convergence in normed linear
spaces [21]. Atualmente conhecido como Teorema de Dvoretzky-Rogers: Toda série
incondicionalmente convergente em um espaco de Banach E € absolutamente conver-
gente se, e somente se a dimensao de E € finita. Este teorema é hoje um dos pilares
da teoria dos operadores absolutamente somantes. Sua importancia nao reside apenas
no resultado em si, mas também no fato de sua demonstracao ter aberto um leque de
outros problemas a serem investigados, o que despertou o interesse de Grothendieck.

O estudo dos operadores absolutamente somantes tem inicio com os trabalhos

de Grothendieck. Em 1953, durante o periodo em que trabalhou no Brasil, Grothen-



dieck publicou o Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologiques
[25]. O principal resultado da teoria de operadores absolutamente somantes, continua
sendo, até hoje, o Teorema de Grothendieck, que estabelece que todo operador linear
de ¢; em [y é absolutamente somante, isto é, leva sequéncias incodicionalmente soma-
veis em sequéncias absolutamente somaveis. Em 1955, Grothendieck apresentou uma
nova demonstragao para o Teorema de Dvoretzky-Rogers (Veja [26]), mostrando quao
proficua foi a sua contribuicao na teoria dos operadores absolutamente somantes. No
entanto, essa teoria s6 foi instituida, de fato, em 1967, quando Pietsch introduziu a
classe dos operadores p—somantes, no seu artigo Absolut p—summierende Abbildun-
gen in normierten Raumen [43], muitas das propriedades dessa classe sdo devidas a
ele. Mais tarde, Mitiagin e Pelczyniski, expandem a nogao de Pietsch, para operadores
(p, ¢)—somantes, em [37|. Porém, a grande contribui¢do Pelczyriski se deu quando,
juntamente com Lindenstrauss, publicaram, em 1968, Absolutely summing operators in
L,—spaces and their applications [30], que, ao traduzir os trabalhos de Grothendieck
da linguagem tensorial, tornou acessivel & comunidade cientifica a teoria de operadores
somantes, além de conter muitos resultados classicos e que até hoje inspiram novos
trabalhos.

O desdobramento natural seria a investigacao dos operadores multilineares, me-
nos natural é a adaptacao das técnicas conhecidas para operadores lineares em um
contexto mais geral, o que produziu um novo ramo de estudo muito frutifero a teoria
de operadores nao-lineares. As primeiras generalizagoes, neste sentido, foram ideali-
zadas por Pietsch. Em 1983, nos artigos [45] e [46] sdo introduzidos os operadores
multilineares absolutamente somantes e os polindomios absolutamente somantes.

Dentre as extensoes para a teoria multilinear, a dos operadores miltiplo soman-
tes vem ganhando espago por combinar boas propriedades e generalizacoes nao triviais,
sendo por isso considerada, por muitos pesquisadores, a mais completa generalizacao do
ideal de operadores absolutamente somantes. Os operadores multiplo somantes foram
introduzidos por Mario Carvalho de Matos, em 1992, no seu trabalho intitulado Stric-
tly absolutely summing multilinear mappings [33], que no entanto nao foi publicado.
Uma versao melhorada deste relatério de pesquisa foi publicada em 2003, sob novo
titulo Fully absolutely summing and Hilbert-Schmidt multilinear mappings |34|. A mo-

tivacao deste trabalho foi uma questao de Pietsch sobre a coincidéncia dos funcionais



m—Tlineares de Hilbert-Schmidt e o espaco dos funcionais m—lineares absolutamente
(s;ri, -+, ry)—somantes para certos valores de s e 1y, k= 1,--- ;m. Também em 2003
Fernando Bombal, David Pérez-Garcia e Ignacio Villanueva publicaram Multilinear ex-
tensions of Grothendieck’s theorem [11] e Multiple summing operators on Banach spaces
[41], onde, de forma independente, definiram e mostraram muitas propriedades dessa

classe de operadores, a qual definimos abaixo.

Sejam 1 < p,q < oo e Eq,---,E,,, F espacos de Banach. Dizemos que um
operador T € L(Ey,--- ,Ey; F) é maltiplo (p,q)—somante se existe uma constante
C > 0 (independente de n) tal que

(5 Jre ) < 0

@\"
(Iki )k-:l

e = w,q
para todo n € N e todos x,(j) eby, k=1--- n 1=1--- m.
Denotaremos por H%‘”(El, -+, En; F) o conjunto formado por tais operadores.

E bem sabido que nem todos os operadores m—lineares satisfazem a desigualdade,
por exemplo, uma versao fraca do teorema de Dvoretzky-Rogers diz que a identidade
sobre um espaco de Banach E sera absolutamente p—somante se, e somente se, £ tem
dimensao finita.

E claro que, quando (1) ndo é valida, isto siginifica que tal constante C' ndo existe.
Nao tao 6bvio é o fato de existir uma constante C,,, dependendo de n, satisfazendo
(1), ja4 que seria possivel que variando os vetores xl(;z) a constante poderia tender ao
infinito. No entanto vamos provar que ndo é este o caso e quando (1) falha existira
uma constante C), que torna a desigualdade verdadeira. Mais ainda, esta constante sera
da forma (), = Cn?® para certo s dependendo de p, g, m. Note que o nimero s funciona
como um tipo de indice de (n@o) somabilidade: quando s = 0 o operador é miltiplo
(p, ¢)-somante e quando s nao pode ser escolhido como sendo zero, o operador nao é
multiplo (p, ¢)-somante e os valores “6timos” de s podem ser naturalmente identificados
como um indice de (ndo) somabilidade. Neste caso, quanto mais o valor “6timo” de
s cresce, mais “longe” o operador estara de ser miltiplo (p,g)-somante. Assim, nosso
objetivo é definir o indice de somabilidade do par (E; X --- X E,,, F') e trazer a tona

algumas propriedades interessantes deste indice, bem como investigar os valores 6timos

do indice para certos espacos.

O m—indice multilinear de (p,q)—somabilidade do par de espagos de Banach



(Ey X -+ X B, F) € definido como

N (B B ) = i0f 0
tal que, para todo T € L(Ey, -+, Ey; F), existe uma constante C' > 0 (nao dependendo

de n) satisfazendo

1
n P m n
1 m Sm @
( > ||T<x,£3,---,x;m>>||p> <o [T (o)), e (@
k i=1 T

1, km=1

para todo inteiro positivo n e todo x,(e? el coml1<k<nel<i<m.

Esta defini¢ao foi inspirada nas ideias de [4], onde um tipo de indice de somabili-
dade foi investigado para desigualdades do tipo Hardy-Littlewood. Outros resultados
recentes, nesta linha de desigualdades classicas podem ser encontrados em [22] de Ga-
licer, Mansilla e Muro.

Veja que em certo sentido o indice de somabilidade mede quao distantes estao
0S espagos H(mpf;l)t (E1,...,En; F) e o espago dos operadores m-lineares continuos de

Ey x---x E, em F, denotado por L (Ey,..., E,; F) . Quando esses espagos coincidem

temos

T (B B F) = 0.

Este trabalho foi dividido da seguinte forma:

(i) No primeiro capitulo fazemos uma breve revisao das Teorias de operadores ab-
solutamente somantes, operadores miiltiplo somantes, polinémios homogéneos e

cotipo;

(ii) No segundo capitulo provamos a existéncia do indice de somabilidade, para o
caso miultiplo somante e polinomial, isto é feito obtendo estimativas superiores
para este indice em espacos de Banach quaisquer. Além disso, definimos um novo
ideal de operadores, que veremos ter boas propriedades, como por exemplo, ser
um ideal de Banach injetivo. Neste capitulo, incluimos ainda um resultado sobre

lineabilidade.

(iii) No ultimo capitulo buscamos estimativas melhores para o indice de somabilidade
de certos espacos de Banach. Para isto, vamos calcular estimativas inferiores para

o indice e também faremos a ponte entre indice de somabilidade e resultados de



coincidéncia. Ao final deste capitulos obteremos o indice 6timo para determinados

espacos de Banach.

Parte deste trabalho pode ser encontrada em nosso artigo:

M. Maia, D. Pellegrino, J. Santos, An index of summability for pairs of Banach
spaces, J. Math. Anal. Appl. 441 (2016), 702-722.



Notacao e terminologia

K denotara o corpo dos reais R ou dos complexos C. Todos os espagos vetoriais

serao considerados sobre K.

e Em geral, XY, E  E;, F, F}, ... denotarao espa¢o normados. A norma de um es-
pago X serd usualmente denotada por ||-||x ou || || caso esteja claro o espago em
questdo. A bola unitaria fechada {x € X;||z|| < 1} do espago X serd denotada

por Bx. O dual topologico de X, sera denotado por X*.

o L(Ey, -+ ,En; F) serda o espaco de todas as aplicagbes m—lineares continuas de
Eyx---XE, em F. Quando Ey = --- = E,, = F, escreveremos apenas L("E; F).
Diremos que T' € L(E; F) é de posto finito quando a dimensao da sua imagem

T(F) for finita.

e Dado o ntimero real p € (1,00) O conjugado de p sera o nimero p* € (1,00), tal

que %+ # = 1. Para p = 1, teremos p* = oo.
e Trabalharemos os seguintes espacos de sequéncias

i) Sel<p< oo,

0(X) = {<mn>z‘;1 € X3 |fa 7 < oo} .

Se X = K, escreveremos simplesmente £,,.

ii) (5 (X) € o espaco das sequéncias limitadas de X. Mais uma vez, se X =K,

escrevemos fo.

iii) co € o espago das sequéncias de K que convergem para 0.



iv) £ = {(zn);_, € lp;xn =0, para todon > N +1}.

ly, sel<p<oo
v) Denotaremos X, := :
Co, Sep =00

vi) £, (N™; X) = {(xl)loil onde i:= (i1, - ,i,) e cada x; € X;Z || i]|P < oo} :
vii) Se 1 < p < o0,
Cpw(X) = {(zn)r; € X" (0 (20))52, € £,(X) para todo p € X*}.

Se X =K, escreveremos simplesmente £, .



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo temos uma breve revisao da teoria de operadores absolutamente
somantes, operadores multiplo somantes, polinomios absolutamente somantes e cotipo

de um espaco de Banach.

1.1 Operadores Absolutamente Somantes

Nesta secao mencionaremos alguns resultados sobre operadores absolutamente
p—somantes, que utilizaremos ao longo do trabalho. Para um estudo mais detalhado
veja [18].

Definicao 1.1.1 Sejam 1 < p < o0 eu : X — Y wum operador entre espagos de

Banach. Dizemos que u é p—somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que para todo

n € N e qualquer escolha de x1,--- ,x, € X temos
n % n )
D lu@)|P | <esup (D lp(@)F] (1.1)
i=1 $eBxx \im1

Denotamos por IL,(X,Y) o conjunto de todos os operadores p—somantes de X
em Y. E facil ver que I1,(X,Y’) é um subespaco linear do espago dos operadores lineares
limitados entre X e Y, £(X,Y). O infimo dos ¢ que satisfazem a desigualdade (1.1),
denotado por m,(u), define uma norma em II,(X,Y) tal que, para todo u € IL,(X,Y),
temos

[ull < mp(w).

Além disso, (IL,(X,Y),m,(:)) é um espaco de Banach.



Teorema 1.1.2 (Teorema da Inclusao) Se 1 < p < ¢ < oo, entdo IL,(X,Y) C
II,(X,Y). Além disso, para u € IL,(X,Y), temos my(u) < m,(u).

Demonstragao. Veja |18, Teorema 2.8|.
Podemos generalizar os conceitos estabelecidos aqui e obter a nogao de operadores

absolutamente (p, ¢)—somantes.

Definicao 1.1.3 Sejam 1 < p,q < oo eu : X — Y um operador entre espacos de

Banach. Dizemos que u € (p,q)—somante se existe uma constante ¢ > 0 tal que para

todo n € N e qualquer escolha de z1,--- ,x, € X temos
1 1
(Z IIU(fvi)llp) <c¢ sup (Z () ) : (1.2)
i=1 PEBx~

O espaco formado por esses operadores sera denotado por I, 4)(X,Y’) e o infimo
das constantes ¢ que satisfaz a desigualdade 1.2, o qual denotamos por 7, ,(u), também
define uma norma, inclusive (II, ,(X,Y), 7, ,(-)) serd um espago de Banach. O proximo
resultado fornece uma caracterizacao deste espaco e sua prova pode ser vista também
em [50].

Proposicao 1.1.4 Seja u € L(X,Y). Sao equivalentes:

(i) u € (p,q)—somante;

(ii) Existe ¢ > 0 tal que

(Z HU(xk)llp>

sempre que ()72, € Lyw(X);

(iii) (u(zr))iZy € Lp(Y) sempre que (zx)i2; € Low(X).

1

<c sup* (Z\gp xy) > (1.3)

B =

Teorema 1.1.5 (Teorema da Inclusao generalizado) Suponha que
1<q;<pj<oo(j=12)

satisfazem
1 1 1 1
G <@, pr<ppe———< ———. (1.4)
aQ P1 42 P2

Entao
Hp1,q1 (E§ F) C sz,qQ(E§ F)

para quaisquer espagos de Banach E e F'. Mais ainda, para u € 11, . (E; F) temos

Tpgg (W) < Ty gy (1)



Demonstragao. Veja |18, Teorema 10.4]. m

Os proximos resultados dizem respeito a teoria de ideais e suas demonstragoes

podem ser encontradas em [9].

Definigao 1.1.6 Um ideal de operadores I é uma subclasse da classe L de todos os
operadores lineares continuos entre espacos de Banach tal que, para quaisquer espacos
E e F, as componentes Z(E; F) = L(E; F) N T satisfazem:

i) Z(E; F) é um subespaco vetorial de L(E; F);
ii) (Propriedade de ideal) Se uw € L(E;F), v € Z(F;G) et € L(G; H), entio tvu €
I(E; H).
Definicao 1.1.7 Um ideal normado de operadores (Z,| - ||z) € um ideal de operadores
Z munido da fungao || - ||z : Z — [0,00) tal que:
i) || - ||z restrita a Z(E; F) é uma norma para quaisquer espagos de Banach E e F,
i) ||idk||lz = 1, com idk : K — K dada por idk(z) = z;
iii) Seu e L(EF), veZ(F;G) et € L(G; H), entao ||tvul|z < ||t||||v]z]w]]-

Teorema 1.1.8 Sel < ¢ <p < oo, entao (11, ,,m,,) € um ideal normado de operado-

res lineares.

Definigao 1.1.9 Se as componentes Z(E; F') sao completas com respeito a norma ||-||z

dizemos que I € um ideal de Banach.

Definicao 1.1.10 Um ideal de Banach (Z, || -||z) € injetivo se, para quaisquer espagos
de Banach E, F, G, |luovl||z = ||v||z sempre que u € L(F;G) é uma isometria sobre
a imagem e v € Z(E; F).

Proposicao 1.1.11 Se1 < ¢ < p < oo, entao (H;’Z‘lt,ﬂm) € um ideal de Banach.

Mazis ainda, € um ideal injetivo.

O progressao natural de nosso estudo nos levaria aos operadores multilineares
absolutamente (p,q)—somantes. Apesar de tratar-se de uma classe, a primeira vista,
muito proxima aos operadores absolutamente (p, ¢)—somantes, esta classe detém algu-
mas propriedades que mostram que, na verdade, as duas sao bem diferentes. Como
esta generalizacao, em particular, nao é o nosso foco, vamos prosseguir com polinémios

absolutamente somantes.

10



1.2 Polindmios absolutamente somantes.

Nosso objetivo agora é rever o conceito de polindmios homogéneos absolutamente
somantes entre espacos de Banach. Como veremos, este conceito é uma consequéncia

natural da nocao de operadores absolutamente somantes.

Definicao 1.2.1 Sejam E e F espacos vetoriais sobre K. Um aplicacio P : E —
F é um polindmio m—homogéneo continuo se existe A € L(ME;F) tal que P(z) =
Az, -+ ,x), para todo x € E. Dizemos que P € o polinémio m—homogéneo continuo
associado a A. O conjunto de todos os polindmios m—homogéneos continuos de E em
F serd denotado por P(™E; F), o qual é um espago vetorial completo, quando munido

com a norma

IP| = sup [[P(z)].

llzl=1
A definigdo acima torna natural a defini¢do de polindmios absolutamente (p, ¢) —somantes.
Definigao 1.2.2 Sejam E e F espagos de Banach e 1 < p,q < oo, com p > L. Um

polinémio m-homogéneo P : E — F ¢é absolutamente (p,q)-somante se existe uma

constante, C' > 0 tal que

(Z ||P<a:j>||p>p <@ (1.5)

w,q

para todo inteiro positivo n.

Denotamos por P, (™ E; F') o conjunto dos polinémios m—homogéneos absolu-
tamente (p,q)—somantes de E em F. Esse conjunto serd um subespago vetorial de

P(™E; F). Mais uma vez o infimo dos C' que satisfaz a desigualdade (1.5) define uma

pol

norma em P, (" E; F), a qual denotaremos por || - [[{7 .

1.3 Operadores miultiplo somantes

Esta secao tem por objetivo relembrar resultados importantes da teoria de ope-

radores miiltiplo somantes.

Definigao 1.3.1 Sejam 1 < p,q1, -+ ,qm < 00 € Fy,--- ,E,,, F espagos de Banach.
Uma aplicagao T' € L(Ey, -+, Ey; F) é maltiplo (p,q1,- -+ , gm)—Ssomante se existe um
C >0 tal que

(5 Jre o)
k1, =1

Hyhvm—

(1.6)

) =elTe),
=1

w,qi
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para todo n € N, todoa:,gi)EEi, comk;=1,....neit=1,--- ,m.

Denotaremos por Hgﬂf,__qm(El, -+, En; F) o conjunto formado por tais operado-
res. Se ¢ =+ =(Qn =QqOUp=q = -+ = @ €SCrevemos H;’f;‘”(El, oo En; F) ou
HZ“L“(El, -+, En; F), respectivamente, e quando FE; = --- = E,,, nossa notacao sera

[t(mE; F).

Vamos focar no caso H;TI‘”(EI, -+« En; F) o conjunto dos operadores m—lineares
miltiplo (p, ¢)—somantes de Fy x---x E,, em F. Esse conjunto é um subespaco vetorial
de L(Ey, -+ B F).

E facil ver que infimo dos C que satisfaz a desigualdade (1.6), define uma norma

em IIH(Ey, - Ep; F), a qual denotaremos por 774 (-). Além disso, o espago dos

psq
operadores m—lineares miltiplo (p, ¢)—somantes de £ X --- X E,, em F munido com

a norma W;”;lt(-) é um espaco de Banach. Aqui também teremos uma importante

caracterizagdo, via sequéncias, para sua prova veja [50].

Proposi¢ao 1.3.2 Sejam 1 < ¢, ,¢n < p < o0 eT € L(Ey, -+ ,En; F). Sao

equivalentes:

(i) T é maltiplo (p,qr, -+ , Gm)—Somante;

[e.o]

(i1) <T (x,ill), e ,:v,i?))oo € (,(N™; F) sempre que (:L’;;}) € Ly, w(E).

klv"'vk"L:l k’lil

Nesta classe de operadores nao temos um teorema de inclusao semelhante aos
que ja vimos para as classes anteriores. Todavia, existem resultados parciais, que nao

serao abordados neste trabalho.

1.4 Espaco com cotipo finito e Funcoes de Radema-

cher

Relembremos que, para 2 < ¢ < oo, um espaco E tem cotipo g se existe uma cons-

tante C' > 0 tal que, para qualquer escolha de um numero finito de vetores =1, -+, x,

. : 1
(anw) <c /
k=1 0

de FE, temos
1
2 2

at |

n

Z rk(t)xk

k=1

12



onde 7, denota a k-ésima funcao de Rademacher. Mais especificamente, para k €

Q=

k=1
por max |z||. E claro que se ¢; < g2, entdo E ter cotipo ¢; implica que E tem cotipo
<n

Net e [0,1], r(t) = sign [sen (2°7t)] . Quando ¢ = oo substituimos (Z H:ck|]q>

¢2; portanto, daqui em diante, denotaremos inf{q : E tem cotipo ¢} por cot(E).

Definicao 1.4.1 Se 2 < g < oo, entdo dizemos que o espaco de Banach X fatora

finitamente a inclusao formal {, — l, para 0 < 6 < 1, se, para todo n € N, existirem

1, , Ty € X tais que
(1= )lalloo < || > are|| < llall,
k<n
para todo a = (ax)j—, € (.
Dado um espaco de Banach X, definiremos
ry = sup{2 < ¢ <oo:X fatora finitamente a inclusao formal ¢, — (.} ;

sy = Inf{2<¢g<oo:idy €Il1(X)}.
Teorema 1.4.2 Para todo espaco de Banach de dimensao infinita X, temos

COt(X) =Tx = Sx.

Demonstragdo. [18, Teorema 14.5]. =
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Capitulo 2

Indice de Somabilidade

Neste capitulo provamos a existéncia do indice de somabilidade, para o caso
multilinear e polinomial, isto ¢ feito obtendo estimativas superiores para este indice.
Além disso, definimos novos ideais de operadores que veremos ter boas propriedades.

Também mostraremos um resultado da teoria de lineabilidade.

2.1 Existéncia do indice

Nesta secao provaremos que existe uma constante C,, dependendo de n que satis-
faz (1.6) para toda aplicacdo T' € L(E4, -+, E,; F'), e mais, esta constante é da forma
C, = Cn?®, com s > 0. Veja que este s pode ser visto como um indice de somabilidade.
De fato, quando podemos tomar s = 0 recaimos na definicao de operadores multiplos
(p, q)— somantes, quando nao, podemos nos perguntar sobre qual seria o indice 6timo,
ou seja, o menor s para o qual teriamos a desigualdade valida para todo operador
m—Ilinear continuo de F; X --- X E,, em F'. Tendo isso em mente, definimos o indice de
somabilidade para o par de espagos (E; X - -+ X E,,, F'), onde m é um inteiro positivo,

COINo segue:

Definicao 2.1.1 O m—indice multilinear de (p, q)—somabilidade do par de espagos de
Banach (Ey X -+ X E,,, F) é definido como

n?;;)mu”(Eb o By F) = inf sy pg

tal que, para todo T € L(Ey,--- , Ey; F), existe uma constante C' > 0 (nao dependendo



de n) satisfazendo

1
n p P m ) n
(S @ )) comTT)G2) ) e
1, km=1 i=1 T llw,g

para todo inteiro positivo n e todo :c,(c? ceF,coml1<k<nel<i<m.

Quando E, = --- = E,, = E, escrevemos ngjg)m“lt(E; F) no lugar de

m—mult .

U(p,q) (E’7E7F)

De maneira similar definimos o m—indice polinomial de (p, ¢)—somabilidade do

par de espagos de Banach (F, F'), da seguinte maneira:

Definigao 2.1.2 O m—indice polinomial de (p,q)—somabilidade do par de espagos de
Banach (E, F) é definido como

ng;lfOl(E; F) =inf s,

tal que, para todo P € P(™E; F), existe uma constante C' > 0 (nao dependendo de n)

satisfazendo
1
(Z ||P(95k)\|p) < On*mra|| () g (2.2)
k=1

para todo inteiro positivo n e todo x, € E com 1 < k < n.

Quando m = 1, temos INW('E; F) = Py qo("E; F) = I, 4(E; F) e, neste caso,
escrevemos simplesmente 7, ) (E; F).

A seguir vamos mostrar que este indice existe e é sempre finito.

Um dos resultados fundamentais da teoria de operadores abosulatemente p—
somantes é o ja mencionado Teorema de Dvoretzky-Rogers que garante a existéncia de
uma sequéncia incondicionalmente somavel que nao é absolutamente soméavel em qual-
quer espaco de dimensao infinita. Uma versao fraca desse teorema diz que o operador
identidade sobre o espago de Banach F, dado por idg(x) = z, para todo x € E, sera
absolutamente p—somante se, e somente se, E for de dimensao finita, neste caso, a
norma p—somante pode ser calculada. O primeiro resultado que enunciaremos a este

respeito foi provado inicialmente, em [24|, por Garling e Gordon, em 1971.

Teorema 2.1.3 Se E € um espago de Banach e dimE = n, entdo m(idg) = /n.

15



Estimativas para essa norma serao fundamentais ao longo deste trabalho, assim
prosseguimos com um corolario deste resultado. A partir de agora vamos extrapolar a
nocao de operador absolutamente p—somante para p > 0. Fixado um n € N, podemos
considerar o infimo das constantes que satisfazem (1.2), para qualquer conjunto de n

vetores de E. Denotaremos por ﬂz(,?q)(-) esse infimo.

Corolario 2.1.4 Seja 0 < p < 00. Se E € um espago de Banach e dimE = n, entao
7 (idp) < n™e i3}, (2.3)

Demonstragdo. Seja 0 < p < 2er > 0 tal que zl) = 5+ L. Dados z1,--- ,x, € E e

2
usando a desigualdade de Holder obtemos
j=1

(Z ||¢dE<xj>||p) < (Z ||z'dE<a:j>H2>

< mlidg) || (x|, , n*

Teorema 2.1.3

N

1,1
n2tr

()1 me :

Logo

(M (idg) < nv.

Para o caso p > 2 usamos o Teorema da Inclusdo (1.1.2) para obter

[NIES

Do corolério acima, se X é um subespaco de um espag¢o n—dimensional normado
E, entao

W]()")(idx) < (dimX)maX{%’%} < nmioa},
Proposicao 2.1.5 Sejam 0 < p< oo e Ey,--- , E,,, F espacos de Banach. Entao

11
nm_m“lt(El,---,Em;F)Sm-max — = .
(pp) p 2

Demonstragao. Sejam T € L(Ey, -+, E,; F), x,(f) € E;e X; = span {xY) x ,x,(fi)} -

i i)

E,comk;=1,....nei=1,...,m. Entao

16



=

(3 (o))
k1, km

<) (z o ) (2 )
ki1=1 km=1
— |7 (;Hidxl (:USB) p) (g_:lHide (x,i?) P) .

Como idx, é absolutamente p-somante, para cada i = 1,--- ,m, temos

<;Hidxi () p) < 7(idy,) wi%p* (Z o () >

Pelo Teorema de Hahn-Banach, para cada ¢ € X existe uma extensdo ¢ € E}

S =

tal que ||| = ||¢|| . Portanto

=m0 (idx,) | (+1)
1 kl:
w,p
e, assim,
0 ONRE
n 1 m P
(zk17"’,km:1 T (Ikl e 7xkf7n ) >
< 1Tl ) | (o) (idx,) || (+£)),
= =1

Pelo corolério anterior, temos:

1) Se 0 < p < 2, entao

» 5
) 1) (n HH .
— T n% <(l)>
a3 T (), |

i=1

( DR IR
k1.

17



m—mu m
n(p,p) t (Ela U 7Em; F) < —.
p
2) Se p > 2, entao, analogamente,
m—mult . T
n(p,p) (Ela'” 7Em7F)§ 2

O resultado acima suscita a pergunta: serd que esses valores podem ser melho-
rados? O proximo corolario mostra que essa estimativa é 6tima para alguns espacos,

nao podendo ser universalmente melhorada.

Corolario 2.1.6 7" ({s;¢0) = 3.

Demonstragao. Seja t um namero real positivo tal que, para cada T € L(™{s; ),

existe uma constante C' > 0 satisfazendo

(S Ir(aeeat)l) <on]]

tyRm=

(),

w,2

para todo inteiro positivo n e todo x,(;l) €ly, 1 <k; <n.

Agora, seja T, € L("l; cy) definido por
e = ()

Claramente ||T,]| =1e

( Z “Tn(eku"' )ekm)||2> :n%
k17

o k=1

D=

Como ||(ex,)f —, =1, a equagdo anterior juntamente com (2.4) implica

[

vl3

nz < Cn!

m

e, portanto, t > . A desigualdade inversa ¢ dada pela proposi¢ao anterior, o que

conclui a prova. m

18



Note que se ¢ < p, é evidente que, usando a inclusao para norma fraca, vale

777n—'rnul15 (Eh' . ,Em,F) < nm—mult (Eh,.. ’Em,F)

(p,9) (pp)

No entanto, conseguimos melhorar essa estimativa quando ¢ > 2. Para tanto, necessi-
tamos do resultado a seguir, que ralaciona parcialmente as normas 7, , e m,, , de um

operador (para sua demonstracao veja |23, Corolario 16.3.1]).

Proposicao 2.1.7 Sejam E e F espacos de Banach e 1 < q < p1 < py. Se T €
H(m,q)(E,F), entao

Pl P1

-2 PL
Tpaug(T) TN 72 (mp,4(T)) 72 -

Em particular, o resultado continua vélido para Wz(;flq)(-).

Proposicao 2.1.8 Sejam 1 <g<p<oo e FEy,---,E,, F espacos de Banach. Entao
m—mult mq 11
By, B F) < — - =r.
77(p,q) ( 1, ) ) — P max{q 2}

Demonstracgao. Note que

”)é... (gn::l fo(ﬂ? p)

1
= 1 m)\ || : > 1
< 3 HT<I§€1>,...7;,;§%>>H> <7l (Z H;ﬁfl)
ka1, k=1

st yRm=

para todo xg) eFE, 1<k <n,1<i<m. Sejam X; := span {x&?, e ,;ngi)} C F;
com ¢ = 1,--- ,m. Como X; é um espaco de dimensao finita, idx, é absolutamente

g-somante. Logo, pela Proposicao 2.1.7 temos

’NI(??J) (ZdXz) < 7r<(1n) (ZdXz)% (25)

Portanto, para cada ¢ = 1,--- , m, obtemos

1
p\? (2.5) q
) < 7T](J1,1q) (ZdX7,) H (:I;ki);cli:l Hw,q < 71-((1") (idXZ')Z || (xki)zz'zl Hw,q

(3]

k=1

e, assim pelo Corolario 2.1.4, temos

1
n p B

(Z HZL‘]({) p) < <nmax{%v%}>p H([L’ki)};zluwﬂ
ki=1

19



Logo

S mq 11
Mgy (B, Em;F)S—maX{— —}-

A noc¢ao de operadores miultiplo (p,g)—somantes ndo se aplica quando p < g,
pois neste caso apenas o operador nulo pode ser miltiplo (p,g)—somante. No entanto,
nesse contexto, é de particular interesse investigar o caso em que p < ¢, ja que neste

caso sabemos que o indice é sempre diferente de zero.

Proposicao 2.1.9 Sejam O <p<qg<oo e Ey,---, By, F espacos de Banach. Entao

Mo (B Em;F)Ssz_?_E)JFmaX{g’ﬁH'

Demonstragao. Para x,(;) eFE,i=1,---,m, temos

1
m AN g 1
(5 Jraee )} < (35
k1, km=1 ki=1

Da desigualdade de Holder

V(S ler)

—

hQ
|

'S

(3]
ki=1

p b 1 q
)< (e
k=1
< (Soflel) o
k=1
Assim, usando o Corolario 2.1.4
p) P

ki1=1

|—=

( S| (el )
ki, km=1
<|I7| (nmax{i :

= ||| Gma)tmax{ o2 ] ﬁ

a—p
n ap ..
w)q

<:El(€?> k=1

w?q
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Note que o m—indice polinomial de (p, ¢)—somabilidade pode ser estimado usando
as estimativas para m—indice multilinear de (p, ¢)—somabilidade, nosso proximo resul-

tado melhora essas estimativas.

Proposicao 2.1.10 Sejam E, F espacos de Banach, m wm niumero natural, g > 0 e

p < L. Entao
1 11 1
Nipg) "B, F) < - —i—m[max{ 2}—6}.

Demonstragao. Para qualquer P € P ("E; F), pela desigualdade de Holder temos

<kzn; ||P(xk)||p> < |17l (Z wklm”>;

<[Pl (;(Hwkll yme ) (lel )

m
n q
q—mp
~ 7| anknq) o
k=1

Assim, mais uma vez, pelo Corolario 2.1.4

1
" b maxd 1 1 g=mp
(Z!\P(xk)Hp) < ||P||nmmeaztn
k=1

-
=

3‘@

~—
*|
bS]

m
7[R g

— || Pttt =al @p

k= Iqu

2.2 Operadores Lineares (p,q) — s — somantes

Sejam 1 < p,q < oo e E, F espagos de Banach. Considere os operadores lineares

continuos u : £ — F que satisfazem, para cada n € N e para quaisquer zq,--- ,x, €

E

?

(Zuum)np)psc*n sup (Zwk ) (2.6)

PEBp*

onde s > 0 é fixo e C' constante. Denotaremos por HM(E; F) o conjunto formado por
tais operadores. Veja que IIS (E;F) é um subespaco vetorial de L(E; F'). De fato,
sejam u,v € I} e A € K, temos

(Z ||U(33k)||p) : < Cyn® sup <Z |<,0(5Ek)|q> ’

pEBg*
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(ZHU(%)II”) < Cyn” sup (le(xk)|q>

(pEBE*

q

Agora, pela desigualdade triangular e pela desigualdade de Minkowski,

(Z I+ Av)(ﬂf:&W") < (Z(HU(WH + HM(%)H)”) p

k=1

< (Z Hu(aswnp)p A ( Hv(a:wnp)p

< (Cy + [A[Cy)n* sup (Z |so<xk>|q> q

3

=

LpGBE*
Logo u + Av € I} (E; F).
Observe que, se u € IT) (E; F), entao

(Z ||u<a:k>||ﬁ)p <C sup <Z|¢<xk>|q)
k=1 k=1

q
(pEBE*

assim u serd um operador absolutamente (p,q)—somante, e mais, desde que n® >

1, para todo s> 0 e para todo n € N, temos
1 1
n P n q
(Z Hummp) < Cn* sup (Z \so(xmq)
k=1 $€Bex \ 2

e portanto u € Iy (E; F'), para todo s.

Proposicao 2.2.1 O infimo dos C que verificam a desigualdade (2.6), define uma

norma em 115 (E; F), denotada por ) (u), e ||ul| < 7 (u) < 7pq(u).

Demonstragao. Primeiramente, note que 7, (u) > 0, para todo v € IIS (E;F).
Além disso, se 75 (u) = 0, tomando n = 1, obteremos |[u(z)|| = 0, para todo x € E e,
assim, u = 0. Logo 75 (u) = 0 se, e somente se, u = 0.

Agora, para qualquer A € K temos

1 1 1
n P n p n q
<Z ||>\U($k)||p) = [Al (Z HU(S%)H”) < [Almpg(u)n® sup (Z |90(56k)|q> :
k=1 k=1 $EBEx \ j=1

Como 7y (Au) é o infimo que satisfaz a designaldade temos
Ty (M) <Ay (u). (2.7)
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Por outro lado,

Al (Z ||U(Ik)”p>p = <Z IIM(xk)II”> < Tpq(Au)n® sup (ZI@(%)I") q
k=1 k=1 k=1

pEBE*
e, portanto,
1 1
i P (A i a
S uol) < %0 sy (S o)
k=1 Al P8 \ =1
ou seja,
75 (Au)
K] p,q
= 7y ,(u) < B
Assim
Al (u) < 7 (M), (2.8)

donde, de (2.7) e (2.8), temos

T ) = A (u).

Novamente, sejam u,v € Il; (E; F), entdo

(ZIIU(M)II”) < 7y q(u)n® sup
k=1

=

AS)
m
oy
%
-
€
]
?r
v
Q=

(vawup)psﬂ v)n’ sup (ero ) )

Logo, usando as desigualdades triangular e de Minkowski

(Z [ + v) (i H’”) (Z lu(ey H”) (iv(m)”f

< (M q(w) + 75 (v))n” sup <Z\¢xk ) :

pEBp*

Qe

assim
T (ut+v) < (u) + 7 (V).

Portanto 7y () ¢ uma norma para I, (E; F). Por iltimo, para mostrar a desigualdade
das normas, é suficiente tomar n = 1 e um z € E qualquer. Dai, usando o corolario do

Teorema de Hahn-Banach
u(@)]| < mp ,(w)]z]].
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Como
[ull = inf{e; flu(z)] < cllz|},
fuf) < 3 ,(u).
A dltima desigualdade decorre da observacao anterior. m
Denotaremos de por II7 = a subclasse de todos os operadores lineares entre espagos
de Banach que sdo absolutamente (p, ¢)—s—somantes. Desejamos provar que esta classe

detém boas propriedades, vamos comecar provando se tratar de um ideal de operadores

normados, mas antes vamos enunciar um lema que sera usado na demonstragao a seguir.

Lema 2.2.2 Sejam E,F espagos de Banach e 1 < q¢ < p < oo. Entao I3 (E,F)

contém os operadores de posto finito.

Demonstragao. Vamos mostrar que I, ,(E, F') contém os operadores de posto finito.
Seja
u: B — F:u(z)=¢)y

comp € E*ey e Fesejamzy, -+, 2, € E.Se p =0, entao, claro que, u € I, ,(E, F).

Suponhamos ¢ 5 0, assim
(kf;u(w); _ (iuw <xk>|p>;
= Iyl llel (Z‘ﬂ‘ o )
< ool s (Zw ) )
< Iyl el sup (Zw ) )

YEBpx

3=

N

logou € 11, ,(E, F'). Agora seja v um operador de posto finito, entao v(x) = Z;nzl o(x)y;,
com ¢; € E*ey; € F;1 < j < m, portanto v € II, ,(E, F). Como II,,(E, F) C

Iy (E, F), para todo s > 0, o resultado segue. m

Teorema 2.2.3 Se 1 < g < p < o0, entao (HS o ;q) ¢ um tdeal normado de opera-

dores lineares.
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Demonstracao. Sejam FE,F espacos de Banach. Ja mostramos que szq(E; F)é
um subespaco de L(FE; F'). Além disso, do lema anterior II; , contém os operadores de
posto finito. Agora sejam v € L(E;F), u # 0, v € II; (F;G) et € L(G; H). Para

1, , T € E temos

(Z It o vou(ay ||P) (Zntnpn mnp)
— i (Z I ou)(anp) p
< |[t]7 , (v)n® sup (Zm u(zy)) )

PEBpx
1
. 1
ul|?|o(u(zy))]? )’
_ ||tH7T;,q(U)”S sup Z H ” | ( é ))|
SR
Como ||oull < |[¢|lllu|l < ||u||, temos ” ” € Bp- e, consequentemente,
1 1
n p
(Z IItO"UOU(ZBk)IIp> < ([l ()] n® Sup (Z [ (k) > :
k=1 VeBps
Logo,
tovouelly (E,H)
e
Mgt ovou) < |tfm ,(v)l|ul.
Resta calcular a norma da identidade. Ja sabemos que 1 = |[id|| ;) < 7, ,(idk).
Sejam xq,--- ,x, € K. Entao

(Z rz'de)\P) < (Z |idK<xk>|‘J> - (Z w) <w sup (Z rw<xk>\Q) .

Assim 75 (idg) = 1. =

Proposicao 2.2.4 Sel < g <p < o0, entdo (H;q, ;q) ¢ um ideal de Banach injetivo.

Demonstragdo. Seja (u,)52; uma sequéncia de Cauchy em (II3 (E; F), 75 (-))-
Como | - || < (), temos (u,);2, é de Cauchy em L(E;F), que é Banach, logo
(un)pZ, converge para um u € L(E;F). Vamos mostrar que u € II7 (E;F). Dado

€ > 0, existe my € N tal que para todo mq, ms > my,
W;,q(uml — Upm,) < €.
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Logo,

S =

(Z [, (1) = umg(xk)l\p> < en’|| (24) =1 g

Fazendo my — 00, como o segundo lado da desigualdade nao depende de ms, temos

(Z [0y (1) — U(xk)llp) < en’|| (2k) =y g
k=1

Assim uy,, —u € Iy (E; F) e, como II? (E; F) é um subespaco vetorial de L(E; F'), u
¢ (p,q) — s—somante e, portanto, (H;q, 7T;7q) ¢ um ideal de Banach.

Agora vamos mostrar que (H;q,’/T;q) é injetivo. Sejam u € I} (E;F) e v €

L(F; G) um isomorfismo isométrico sobre a imagem. Entao

(Z Hum)w’) - (Z Hv(u(m))!l”) "< wown]l (2
(Z uv<u<wk>>up) . (Z Hu(xk)\lp) "<t ] @)l e

Daf segue que 7, (u) <75 (vou) <m (u). =

Teorema 2.2.5 (Teorema da Inclusdo) Suponha que 1 < ¢; < p; < o0 (j = 1,2)

Y

satisfazem
1 1 1 1
GG, pr<ppe———< ———. (2.9)
@ P G2 D2
Entao
H;lﬂl (E’ F> - H;g,qz (E’ F)

para quaisquer espacos de Banach E e F. Mais ainda, para u € thql(E; F) temos

7“’;2’(12 (u) S 71-;1’(]1 (u)'

Demonstracao. Note inicialmente que, se ¢ = g2 = ¢, temos

1

p1

(ZHU(%)H”)M < (Z !IU(Sﬂk)\I’”) < g (W] (25 ey |

Para ¢; < ¢o, temos por 2.9 p; < ps. Defina

w?q :
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Sejam u € I} (E;F) e x1,--+,2, € E, e, para cada k = 1,--- ,n, defina \; =

Hu(xk)H? Assim

P2

luCuan) 17 = () ) 17)™ = lutel.

Como u é (p1,q1) — s—somante, entao

pll pll qll
Z lu(zr)| | Z ||u(Apg)||P < 7, g (W)n® sup Z)\‘“m xp) | .

pEBpx*

Aplicando a desigualdade de Holder para os conjugados q% e g—f temos

1 1 1
P1 n 92
(Z o |p2> < () (Z Az) sup (Z (e l%)
k=1

pEBE*
= o1 an (W[ (A=t gl (@) k=1 v,
< oy g (WP (M) iz p [ (@8 k=t [
— S
— S

)
1
u)n® )\Z)
k=1
u)n®
k

= Tpran ( lu(zs |p2> [ICyyy

p1,q1

3

3
B =

( (
- ﬂ-pl,fh( () k=1 lw.q
( )|

[y

ou seja,
plz
Z [uCz)l ) < 75, 0 ()R [[(@k)fi [l go-
Logo, u € II5,  (FE; F) e 7rp2’q2(u) <7 g (u). m

Proposicao 2.2.6 Sejam 0 < q,p < oo. Entao, existe um 0 < s < 0o, tal que

L(E;F) =11 (E; F).

Demonstracao. Segue imediatamente da Proposicao 2.1.8 e da Proposicao 2.1.9. =

2.3 Teoria Multilinear

Passando agora ao contexto multilinear temos a seguinte definicao:

Definigao 2.3.1 Sejam 0 < p,q1, -+ ,qm < o0, s > 0 e Fy,---,E,, F espacos de
Banach. Uma aplicagao T € L(Ey,--- , En; F) € maltiplo (p,q1,- -+ , gm) — S—somante
se existe um C > 0 tal que

1

n D P
(5 Jr(e ) <
klv"'vkmzl
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para todo n € N, todo a:,(;l) €E;, comi=1---,m.

Denotaremos por Hgf;‘llfj;m(El, -+, Ep; F) o conjunto formado por tais operado-
res. Se g =+ = (@n = qOUpP = =+ = (y ESCrevemos Hmu” S(Ei, -+ En; F)
ou H;”“”_S(El,-~ , Em; F'), respectivamente. Caso E; = --- = E,,, nossa notacao
sera I3 B F). Veja que IS (Ey, - -+ Ep; F) é um subespaco vetorial de
L(Ey, -, En; F). De fato, sejam u,v € H;rf;lfijm e A € K, temos
n P % m
1) (m) (4)
(8 e ) ) Ty
ki, km= =1 w,q;
e
Y 0"
vz . < ! >
R [ e o ([E
k,‘17--~7 m= w,q;

Agora, pelas desigualdades triangular e de Minkowski,

- W L g P »
(kh.%;nﬁu(u—f—/\v)( mkm> )
(5 (ol e )
k1,

Ly Rm=

g( 3 Hu(mk )H) W( S e p>
ot e -

3=

IN

st hm—

%
Iki

§(01+|)\|C'2)n5H‘< (©
i=1

k=1 w,q;

Logo, u+v € IImult=s (g, ... E,:F). Observe que, se u € [I™“0 (g, ... F _:F),

p,q1,,dm D41, qm
entao
n
2 (el )H
k1, km=1 w,qq
assim u serd um operador multiplo (p,qy,--- ,qm)—somante, e mais, desde que n® >

1, para todo s > 0 e para todo n € N, temos

1
- 1 m p\” (3 "
(3 o)) <),
kl:

e k=1 i=1 w,q;

Portanto u € [I™¥W=s (Ey .- E,,; F), para todo s. Assim [I"%  (Ey .- E,; F)

P,q1,,9m P,q1,,9m

C Jpmult—s (E1, -+, Ep; F) para todo s > 0.

p,q1, ,qm
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Proposigao 2.3.2 O infimo dos C' que verificam a desigualdade (2.10) define uma

s . mult—s ;
norma em 11 . (Ey, -+, Ey; F), denotada por w775 (u), e ainda

lull < w5, (w) < w4, ().

Demonstracao. Primeiramente, note que T i om (u) >0, para todo

q1,
welly . (B, B F). Além disso, se 7, . (u) = 0, tomando n = 1, temos,
para todos (z1, -+, &) € E1 X -+ X B, Hu(:vl, <, Zy)|| = 0, ou seja, u = 0. Logo

S

T a1 () = 0 se, e somente se, u = 0.

Agora, para qualquer A € K temos

( S H/\u(xk )H) |)\|( S Hu@gl),...,x,(;;)) p)
ki, 1 ki k=1

yRm=

< Zr)n;llt s |)\|

w,q;

mult s 4 ”
Uma vez que 7" (Au) é o infimo, temos

gt () < A S (), (2.11)

p,4q1,,9m P41, ,9m

Por outro lado, de

1 1
n A o\ 7
(3 et a)) = (3 el
ki, km=1 k1, km=1
m . n
<, Qe T (21)
i=1 o i
temos
1
n p\ P ,Nmult s
( 3 Hu(xgl) x;i’,’,?) < Do 20
ki, km=1 ’ | w,g;
e, assim,
mult—s ('LL) W;?‘;Zf_me(Au)
Dyq1, dm — |)\| ?
ou seja,
AT (1) < 00, (V) (2.12)

De (2.11) e (2.12) segue que

7T_mult—s ( ) |>\| mult—s (u)

psq1,,4dm P g1, qm
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Sejam w,v € [I™~s (F) ... E,.:F), entdo

p,q1,,dm
1
p\” n A\ 7™
(3 et m)) <o T )
k1, km=1 i=1 Fi=1lw,g;
e
1
n p\? m A\ T
(£l s)]) searfre),
k1o km=1 i=1 =g,
Assim, pelas desigualdades triangular e de Minkowski,
1
. 1 m p\”
( > et (o) al) )
kla"'7k7n:1
1
p

IN

" p
(5 (ot s+ ()]
ki, km=1
1 1
. m p ! . m p :
(32 ) o (32 el

IN

ko Fom=1 T
m
< (s, () e, @)t T (20)
i=1 o lw,g;
Logo
T (0 0) ST, () + T, (V)
e, portanto, W;?;llfffqm(-) ¢ uma norma para H;?gllfijm(El, -+, Ep; F). Por tltimo, dada
w e It=s (Ey,---,Ep,; F), tome n = 1, entdo, para quaisquer (z1,---,Zn) €
Ey x - x E,,, temos
m
(s, )| < w2, () [T il
i=1

Por outro lado, para cada i = {1,--- ,m}, por Hahn-Banach,

sup [p(z)] = [|z|

PE€BR
k3
Entao
m
lu(er, s an)l| < g5, () [T ll2ille
i=1
e, desde que,
Jul| = nf{C : [Ju (@1, @m)|| < Cllaa]] - @1},
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temos

full < mtt=s, (w). (2.13)

P41, ,qm

A dltima desigualdade segue imediatamente da observagao anterior. m

De forma analoga ao que foi feito no caso linear temos a seguinte resultado.

Proposigdo 2.3.3 Se0 < ¢;,p < oo, para todo i =1,--- ,m, entao (IS~ qmult=s

P,q1,5qm? T P41, ,dm

¢ um ideal de Banach injetivo.

Assim como em 2.2.4, onde a demonstracao segue das propriedades dos operadores
absolutamente somantes, a demonstragao dessa proposicao ¢ completamente analoga

ao caso dos operadores miiltiplo somantes.

Proposicao 2.3.4 Sejam 0 < q,p < co. Entao existe 0 < s < 00, tal que

L(Ei,- B K) =TI 5(Ey, - Egs K).

Demonstracao. Segue das Proposigoes 2.1.8 ¢ 2.1.9. m

2.4 Lineabilidade

Vamos agora apresentar um resultado sobre a Teoria de Lineabilidade. Esta
teoria tem inicio em 1967 com o trabalho de Gurariy, Subspaces and bases in spaces
of continuous functions (veja |27]). Desde entdo, a busca de estruturas lineares dentro
de certos subconjutos de espacos vetoriais tem sido amplamente investigada (para
referéncias sobre o assunto, veja [6] e suas referéncias).

Iniciamos a investigacao do seguinte problema:

O conjunto L (Ey, -+, By F)\NIIT(Ey, - B, F) é lineavel?

(p,9)

Esse problema foi abordado no caso linear em [14| e no caso multilinear em |5|, onde os
autores obtém algumas solucoes parciais para a questao. Vamos estudar uma questao

ligeiramente diferente, mas 1til a essa solugao, uma vez que ¢ mais forte:

O conjunto 7™ (B, - B, F)\II""Y (Ey,--- , E,,; F) é lineavel?

(p:) (p,q)
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A proposigao seguinte, cuja demonstra¢do seguiu as linhas de 39| langa uma

primeira luz sobre a resposta. Vimos que

Além disso, a medida que s varia, o conjunto H?;qﬁ;_s (Er, -+, Ep; F) pode se apro-

ximar do conjunto H?;?ql)t (Ey, - ,Epn; F) ou L(Ey, -+, Ey; F), inclusive chegando a

coincidir com eles em certos casos. Conseguimos, no entanto, provar que por menor que

seja a diferenca ngl)t’S (B, By F) \H?;ff]lf (E1, -+, En; F) | se esse conjunto nao é

vazio, entao é possivel encontrar um espaco vetorial dentro dele. Antes de comegarmos

vamos relembrar alguns conceitos.

Definicao 2.4.1 Seja X um espaco vetorial topologico, M um subconjunto de X e
p um nimero cardinal. Dizemos que M € p—linedvel se M U {0} contém um espago

vetorial de dimensao pu.

Chamamos de cardinalidade do continuo a cardinalidade do conjunto R e deno-

tamos por c.

Proposicao 2.4.2 Sejam Ey,--- , E,, espa¢os de Banach, s > 0 e p,q € [1,+00].
Entao
HmUltis <E17 T Em; goo) \ it (Ela U 7Em; goo)

(»,9) (,9)

€ vazio ou ¢—linedvel.

Demonstragao. Veja que se ng;;”“” (E1, -+, Emilo) = 0 entdo

szjtll)t_s (Eb U aEmvgoo) \H?;jfll)t (Elv T 7Em; EOO) = @

Caso contréario, seja T € H’g;qf]l)t_s (B, B loo) \Hg%t (B, -+, Enils) . Veja que
T ¢ Hzgj;l)t (B, -+, Enils) , significa que existem <xl(€?>k21 ey (E),i=1,--,m,
tais que

T (el a)) £, (N™:,,),

< Lp, L. P ¢ 4y ( )
isto &,

" = . (2.14)

S (o)
1, s km=1

Vamos escrever N como uma uniao enumeravel de conjuntos disjuntos enumera-

veis, ou seja, N = Uzozl Ay, onde, para cada inteiro positivo k, temos
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Ay = {agk),agk), e } . Defina (&) = {r el :2;=0, se j¢ A;}. Para cada inteiro
positivo K, defina
Ti: By x - X Ep — ()

por (Ty (21, 2m)), 00 = (T (21, , 2m)); , para todo inteiro positivo j, isto ¢,
J
A ®)) 5 B
(T-z)a]_ , J=a; € A

) ) . - . k .
Considere ainda a inclusao canénica ¢y, : 8&3) — (4 € seja
'Uk:LkOTkiEl X oo XEm_>£oo

Note que, para todo inteiro positivo k£ e para todo z; € E;, 1 =1,--- ,m,

los (21,5 zm) [ = T (15 2m) | = (1T (215 2m)

Assim, para todo inteiro positivo k, temos

oo P D
S ()= ()

k17"'7k77L:1 k‘1,-~',km:1

p
= OQ.

Além disso,

( 3 o (o)
kl7

AL

1

p\’ u 0\ 1P

) :< Z HT<Z;($),'“>Z;§M)> >
ki, km=1

e Fom= k
m . n
< Cn® (z,i?)
=1 kl:l w,q
para todo n € N, todo z,g? eFE,comi=1,--- mek;=1,---,n. Portanto

Vg € H?;ft]l)tis <E17 e ,Em,goo) \ngl)t (E17 T 7Em’ goo) ’

para todo inteiro positivo k. E mais, os operadores v, tem suporte disjunto, portanto

{v1,vg, -} sdo linearmente independentes. Vamos agora considerar o operador

Sl = I (B, B ls)

(p,9)

dado por S ((ax),,) = Z agvk. Veja que S esta bem definido. De fato, dado (ax)52, €
k=1
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4
( ) Zak“k(xkl x,@)
ki, km=1
1
m p g
< Z Zlaklp Uk<xl(€11)’...7$lgm)> )
ki, km=1 k=1

(¥ S

k"l?“‘ 7k

1 1
o P n P
1 m p
= Z|ak’1)) ( Z HT (37121)7"' x’(fm)> >
= ki, km=1
N @\"
<
< Z|6Lk|) Cns 12, (Iki>ki:1
k=1 w,q
Como Y7, |ag| < oo, temos S € H?;Zlf (B, , En;ls) . Veja ainda que S é linear

e injetivo. Vamos mostrar que S(¢;) satisfaz (2.14). Seja (ax)3>, € ¢4, entdo

) 00 p
§ : § : 1) (m)
Vg (xk y aka
1, km=1 || k=1
> P
(1) (m)
> E Hakvk <l‘k1 7 T,
k1, km=
> P
_ P (1) (m)
= E |lag|” ||vx <-73k1 R
k1, km=1

> P
_ p 1) (m)
=lal” Y | (xk“...wkm

ki, km=1

> P
_ p (1) (m) _
= |ax| §: T(Ikl"” L, = oo

kl}"'1km:1

Portanto, S(¢;) sera o espago vetorial que procuravamos e, assim,

T (B, By oo) \ITR (B, B boo)

serd ¢—lineavel. m
Corolario 2.4.3 Sejam E,--- , E,, espagos de Banach e p,q € (0,+00|. Entao
L(Ey, - Epi o) \IIRY (B, -+ ) By o)

€ vazio ou ¢—linedvel.

Demonstragao. Tome s = 7;, )m““ (B, - ,Epils). W
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Capitulo 3

Estimativas para o indice de

somabilidade

Nosso objetivo neste capitulo é buscar estimativas melhores para o indice de

somabilidade de certos espacos de Banach.

3.1 Estimativas inferiores para o indice de somabili-

dade polinomial

3.1.1 Ferramentas técnicas

Seguindo a linha de encontrar estimativas para a norma absolutamente somante
da identidade, enunciamos um resultado publicado por Konig, Retherford e Tomczac-

Jaegermann em 1980 (Veja [29, Corolario 2(a), p.100]).

Teorema 3.1.1 Seja idy, a identidade sobre um espag¢o n—dimensional X,,. Para q >
2, temos
(2¢)'na < myalidy,).
E facil ver que o Teorema 1.1.5 continua valido para 7@()")

W]Ef,f})(-) < 7, 4(+), no entanto, existem trabalhos que investigam em quais casos é possivel

(). Em geral, temos

)

obter uma estimativa contraria. Citaremos um resultado, devido a Szarek, que mostram

que a norma (p, g)—somante pode ser aproximada usando apenas uma quantidade finita



de vetores, esse resultado serd de extrema importancia no decorrer do nosso trabalho

e pode ser encontrado em |51, Proposigao 2|.

Teorema 3.1.2 Fxiste uma constante universal C tal que, sempre que u : EE — F ¢é
um operador linear entre espagos de Banach de posto finito (digamos rank(u) = n) e
q > 2, entao

mg2(u) < Oﬂ'((;z) (u).

No proximo lema fornecemos uma estimativa inferior para a m, ;(idg), quando

(n)
s,d

E é espaco de Banach de dimensao finita. Estimativas desse tipo serao essenciais nos

resultados principais desse capitulo.

Lema 3.1.3 Seja E um espaco de Banach n-dimensional. Sel < d < s <2, onded e
s nao atingem os extremos 1 e 2 simultaneamente, entao existe uma constante K > 0
tal que

2d+s(d—2) .
Kn2da < WEZ) (idg).

Demonstracao. Usando o Teorema da Inclusao 1.1.5, temos

Ty (idp) < 7 (idp)

2d+s(d—2) 2

e, pelo Teorema 3.1.2, sabemos que existe uma constante C' > 0 tal que

1 : n .
—T__ 2 Q(ZdE)Sﬂ'( ) o ,(idp).

C  zd+sd—2)’ AT s(d=2)"

O Teorema 3.1.1 assegura a existéncia de uma constante A > 0 tal que

1

2sd .
An2@ @2 <1 a4 H(idp).
2dts(d—2)°

Portanto

2d+s(d—2) .
Kn  2d < Wifg (idg),

ondeK:é. ]

3.1.2 Caso Vetorial

Agora vamos provar um dos nossos resultados principais. Nossos argumentos sao

baseados nas ideias de [17, 30]:
Teorema 3.1.4 Sejam E., F espagos de Banach de dimensao infinta e r := cot (F).
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rq
(a) Para1<q¢<2e0<p< g temos

(b) Paral<qg<2e <p<

rq 2r
mr+q — — mr+2’

mp+2 mr+gq —
2p rq (P,

2r

o0 temos

(c) Para2<g< oo e <p<

™ <yl ().

2 — pra)
(d) Para2<q<ooe mib <p<r, temos
r—p m—pol .

Demonstracao. Como F' é espaco de dimensao infinita, do Teorema 1.4.2 temos
cot(F) = sup{2 < s < 0o : F fatora finitamente a inclusdo formal £, — (.}

e, como vimos, este supremo é atingido. Entao F fatora finitamente a inclusao formal
l, — U, isto é, existem C7,Cy > 0 tais que para todo n € N, existem yy, -+ ,y, € F

de forma que

1
n n T
Cr|[(a)iy|| <D ay|| < G (Z |aj!T> (3.1)
> j=1 j=1
para todo ay,--- ,a, € K.
Sejam n € N e x,---,2z, € FE, nao simultaneamente nulos. Consideramos
Ty,..., T, € Bp- tais que xj(x;) = ||z, para todo j = 1,...,n. Sejam ay,...,a,

n T
escalares tais que Y |a;|» = 1. Definamos
i=1

P,:E— F, P,(x)= Z |aj|» f;(l")myj-

J=1

Entdo, para todo = € E, por (3.1),

1

<, (Z a7 ()" )
j=1

<G, (Z |aj|2> lall™ = Ca ™,
j=1

n

L m
> lalr @5 (@)my;

Jj=1

[1Pa(@)] =

3=
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e, portanto,

Note que para k =1,...,n, de (3.1), temos

. L m 1oy m "
Pl = | lalt s | = 4| (1l aste)|
=1 =Hleo
1y m 1 m
> Cylag|? zp(ze)™ = Crlag]? |zel|™ . (3.3)
Assim,

3
3=

i % 1\P

m, m =
>l last ) = (S (Nl asl?)
j=1 Jj=1

1
1 - my \P\"
== ( (Clla ™ a1 )
1 -
7=1
1
33) 1 [« ?
< = ( !IPn(xjﬂlp) .
1 -
7j=1
Suponha que existem ¢t > 0 e D > 0 tais que
(Z |, <xj>||P> < Dt | Pl )|
j=1 o
Assim,
n . P D . .
(Z sl |aj|) < & 12l [l (3.4)
j=1 1 ’

n

e, como esta ultima desigualdade acontece sempre que ) |a;|» =1 e p < r, temos
i=1

1

(5)

sup :Z|aj\;:1}

n
Z%’ [ [|™
j=1 J=1
n n
r
S ol a7+ 3 oyl — 1}

J=1 Jj=1

p
AT

(32) /' DC Lom p
< (B2 lwl,)

(Z uxjump<2>*>

—N —
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Portanto, denotando DC—ClQ = (), obtemos

1

(z ||xj|r""’<2>*> )

< nthp'
mp =
|| (:Ej>?:1 ||w7q

Logo
1
n — * mp(%>*
(2 s 75) )
J=1 t o1
- <nmQ@Qm. (3.5)
||(xj)j:1Hw,q
Note que (3.5) é valida para qualquer xi,--- ,x,. Logo, para qualquer subespago n-
dimensional X de F temos
1
. o\ T
(2 Jidx ()" (5) ) p
Jj=1 t o1
- <nmQ@m, (3.6)
||(xj)j:]-Hw7q
para todo x1,--- ,x, € X.
(a) Como
0<p<—1_,
mr +q
temos
r *
mp (—) <q
p
e
1
n q
(Z IIidx(xj)Hq>
Jj=1 t o1
Logo
7 (idx) < nwQw.
Como ¢ < 2, do Teorema 1.1.2 temos
M (idy) < nim Q. (3.7)
Agora, o Teorema 3.1.2 garante que existe uma constante C' > 0 tal que
(3.8)

moidy) < Cri™ (idy).
Usando (3.7), (3.8) e o Teorema 2.1.3, obtemos

1
ol Q

[
3|
3=

nz <n
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Logo,

o] 3

e, portanto

Ny (B3 F) >

(,9)

| 3

(b) Por (3.6), temos
7r<“>< )*7q(idx) < pm Q.

T
mpE

mr+q mr+2 r—p’

(3.9)

Como -1 < p< -2 emp (%) = I temos q¢ < mp <£> < 2. pelo Lema 3.1.3,

existe uma constante K > 0 tal que

r *
2q+mp 5) (a—2)
il Vi

Kn G <™ 1 lidx):

De (3.9) e (3.10) segue que

Logo,

e concluimos que

Portanto,
mp+2 mr+q

mrNE F) >
2p rq

Np,q)

(3.10)

(¢) Como q > 2, segue de (3.6) e da inclusao canonica dos espagos £;'(X) que

(z Hz’dmwmp(?)*) o

1)l

< nmQm,

2r
mr+2

*
para todo zy,--- ,x, € X. Mas > p implica que mp (g) < 2 e, assim,
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=

(z ||z'dx<xj>||2>

H (xj)?zl Hw,2

< nm Q.
Portanto,
(n) /. t 1
Ty (idyx) < mmQm.
Do Teorema 3.1.2 segue que

mlidy) < Cri™ (idy).

Pelo Teorema 2.1.3, temos

1 1 ¢ 1
—nz = —midx) < nmQ@m
C 072( X) > Q
e concluimos que
m
t>—,
-2
isto é,
m—pol . m
Mip,g) (B F) 2 9

(d) Como ¢ > 2, temos

(z Hz'dx<xj>|rmp<2>*> ™

H (x])?zl Hw,Q

*|

)

b1t

<nuQw,

para todo zy,--- ,x, € X. Entao,

O lide) < nE O
me(g)*,Q(ZdX)—n Qm.

Como mi’;Q < p temos mp (g) > 2 e, pelo Teorema 3.1.2, existe uma constante c, tal
que
! (idx) < nimQu (3.11)
—T ey o (1 nmm. .
¢ mp(5) 2V =

Pelo Teorema 3.1.1, existe uma constante A > 0 tal que

1

A-nm() < ()2 (10):

P
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e, portanto,

c
Finalmente, obtemos
t>1"P
pr
e
m—pol . r—p

concluindo a demonstracao do teorema. m

Vejamos a ilustracao do teorema.

>
p

Figura 3.1: Regioes compreendidas pelos itens (a) e (b) do Teorema 3.1.4

a4

.

A

b e——

2r Tq
mr+2 mr-+q

A 4

Figura 3.2: Regioes compreendidas pelos itens (¢) e (d) do Teorema 3.1.4
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rq < 2r

2r rq
mr+q — mr+2 <

Como, para 1 < ¢ < 2 temos 3 S g

e para 2 < g < oo temos
precisamos de ilustracoes diferentes para essas regioes, mas isso nao ira refletir na
continuidade das estimativas, como veremos a seguir.

O teorema acima apresenta estimativas diferentes para regioes fronteirigas, o que

nos leva a perguntar sobre o comportamento dessas estimativas na proximidade dessas

fronteiras, como podemos ver elas apresentam um tipo de continuidade. De fato,

Tq
mr+q’

quando p = de (a), temos

m m—pol .
rq
mr—+q’

Por outro lado, considerando p = segue de (b) que

mp+2 mr+q m m—npol

2p rq 2 (p,
Agora, quando p = m?':»2’ por (c) temos
m m—pol .
5 < g (B F). (3.12)
Dado € > 0 e tomando p, = mz:2 + € segue por (d) que
T — Pe m—pol .
S (B ). (3.13)

Novamente, existe uma continuidade entre as estimativas inferiores (3.12) e (3.13), ja

que fazendo € tender a zero, temos

2r r — Pe m
De — e —.
T mr +2 Der 2
O mesmo comportamento se verifica quando ¢ = 2 (neste caso —— = L) Note
mr+q mr+2

que aqui as estimativas de (a) e (¢) coincidem.
Na ultima secao veremos algumas aplicagoes do resultado acima para obtencao

de indices 6timos.

3.1.3 Caso Escalar

O resultado seguinte tem sua demonstracao semelhante ao anterior. No entanto,
nao podemos comparar os resultados obtidos, ja4 que, no teorema anterior, F' é um
espaco de dimensao infinita e agora F' = R e m é par. A prova deste resultado é

inspirada por [16].
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Teorema 3.1.5 Sejam m um inteiro positivo par e E um espaco de Banach real de

dimensao infinita.

_q o
(a) Sel§q§260<p§m+q, entao

(b) Sel<qg<2e f<p< =5, entio

mp + 2 m+q m-pol
2p q < Mpag)

(c) Se2<qg<ooel<p< +2,entdo

m

5 Snmpol<E R)

(p,9)

(d) Se2<q<o0e=5<p<l, entio

1 —D m-pol
— Sea (BiR).

Demonstracao. Sejam n € Ne z,--- ,x, € E, nao simultaneamente nulos. Consi-
dere z7,..., 7, € Bp- tais que z}(z;) = [|a;]| para todo j =1,...,n. Sejam ay,...,a,

n 1
niimeros reais tais que ) |a;|? =1 e definimos
j=1

P,: E— R, P, Z|aj| )™, para todo = € E.

Como m é par, segue que P,(z) > 0, para todo = € E. Assim,

Pu(a)| = Pu(2) = Y Jag|7 a(x)™ > |ag|» }(x)™, paratodoz € Ee k=1, ,n,
j=1

L * m L * m 1 m
|Palai)| = Palax) = Y lagl» ()™ = lag|» i)™ = lag]? lze|™ s k= 1,--- ,n.
(3.14)

Além disso, para todo x € F, temos

)| = Z|aj|px

<Z|ag| ) )™ = ll=[™
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e, portanto,

[Pl < 1. (3.15)

i % 1\ P

m; m =
Sl sl ) = (32 (hesl™ lasl)
Jj=1 Jj=1

(3.14) n ,
< | F(;)]
j=1

Suponha que existem ¢t > 0 e D > 0 tais que

(Z I, <wj>||p>p < DY )il

(3.15) . m
S Dn ||(xj)?:1Hw,q'

Logo,

1
p

3

3 =

Assim,
1
(Z [|25]™ |aj|> < Dn' ||(z)j[,, (3.16)
j=1

n 1
e, como esta ultima desigualdade acontece sempre que ) |a;|» =1 e p < 1, temos

7j=1
n 1-p
mp
(zuxjuw) :sup{
=1 =

n n 1
> g™ > laglr = 1}
=1 =1
n n 1
< sup {Z Jag] 17 ) " agl» = 1}

j=1 j=1

(3.16) t n m \P
< <D” H@J’)J‘:le»fJ) '

Portanto
1-p
n mp. mp
<Z H%‘H“’)
J=1 1t
. < Dwnw. (3.17)
H(xj)ytle,q
Veja que (3.17) é valida para quaisquer zq,--- ,x,. Logo, para qualquer subespaco
n-dimensional X de E, temos
1-p
n ) mp mp
(21 lidx ()] 1"’)
= . < Duwnm, (3.18)
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para todo x1,--- ,x, € X.

Agora provaremos cada item separadamente.

(a) Como
4q
O0<p< ———,
P> m+q
temos
mp
<
1—p~— 1
e, portanto,
1
n q
(Z Hidx(mj)H">
Jj=1 1
. < Dv
H<xj)j:1Hw,q
Logo,

W(g") (1dx) < D,

Como 1 < ¢ <2, pelo Teorema 1.1.2, temos

7 (idx) < Dmnm

e, do Teorema 3.1.2, concluimos que

m(idx) < Cri" (idx).

Pelo Teorema 2.1.3 sabemos que

N|=

Tg(idx) =N

e, portanto, por (3.19) e (3.20), segue que

1

1 1 t
—nz < Dmnm
ot s
Assim,
t>0
- 27
ie.,
m-pol . T
(p:9) (B;R) 2 2

(b) Por (3.18), temos

3

(3.19)

(3.20)

(3.21)



_a_ 2
Como P <p< 5

constante K > 0 tal que
2¢+ 725 (4—2)

- 5 mp t 1
Kn 21957 < pmDm,

Portanto,
t S, mp +2 m+gq
m =~ 2mp mq

e concluimos que

t>mp+2_m+q

Y

-2 q
ou seja,
m-pol mp + 2 m + q
Mgy (EiR) 2 = — — -
p q
(c) Como ¢ > 2, temos
1-p
n mp. mp
( Jidx () )
= ~ < D%ni’
||($j>j:1||w,2
para todo x1,--- ,x, € X. Como —25 > p implica 12 < 2, segue que
" 3
. 2
(Z [lidx ()] )
J=1 1t
~ < Dmnm
}}(ﬂfj)j:le,g

e, portanto,

Wén) (idx) < D,

Pelo Teorema 3.1.2, temos

molidy) < Cri™ (idy)

e, do Teorema 2.1.3, temos

Entao concluimos que

segue que ¢ < 725 < 2. De (3.21) e do Lema 3.1.3, existe uma



m-pol . m
n(pg) (E7R) 2 3
(d) Como ¢ > 2, temos
1-p
n . mp. mp
(Z ||de(fcj)||1p>
e < Dwnim
@izl |

para todo zy,--- ,x, € X. Entao

Wﬁ@ L(idx) < D,
_p7

2

Como =5 < p, temos 1"%1; > 2 e, pelo Teorema 3.1.2, existe uma constante ¢ tal que

1 Lo
“mmp o(idx) < Dmnm. (3.22)

c 1
Do Teorema 3.1.1, existe uma constante A > 0 tal que

1—

i

A-nmr < F%yz(id)()
e, assim,
A -
c
Logo, obtemos
1—
t>P
p

concluindo a nossa demonstracao. m

Mais uma vez, vejamos a ilustracao do teorema.
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>
P

Figura 3.3: Regioes compreendidas pelos itens (a) e (b) do Teorema 3.1.5
4

=

A

| L e

2 q
m+2 m+q

A 4

Figura 3.4: Regioes compreendidas pelos itens (¢) e (d) do Teorema 3.1.5

Analogamente é possivel ver o mesmo tipo de continuidade do teorema anterior,

— a4
quando p = I, de (a) temos
m m—pol .
? < T](p7q) <E7 F)
Por outro lado, considerando p = 2= segue de (b) que

mp—|—2_m—i—q m < m—pol

(E; F).

2p q 3 - /r/(pv(])

Agora, quando p = mi+27 por (c¢) temos

m m—pol
0} < mp,qf (B F). (3.23)
Dado € > 0 e tomando p, = mi+2 + € segue por (d) que
- De m—pol
D < W(pe,g) (E: F). (3.24)
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Novamente, existe uma continuidade entre as estimativas inferiores (3.23) e (3.24), ja

que fazendo € tender a zero, temos

. 2 1—p6_>m
e —> ——— e —.
P 2 De 2

O mesmo comportamento se verifica quando ¢ = 2, neste caso -4 = —2

mtq sy note que

aqui as estimativas de (a) e (c¢) coincidem.

3.2 Estimando o indice de somabilidade via resulta-

dos de coincidéncia

3.2.1 Indice de Somabilidade vs. Resultados de Coincidéncia

Sabemos que H%th (E1, -+, Ep; F) é um subespago vetorial de L (Ey, -+, E,; F),
entao faz sentido tentar medir quao perto eles estao de serem iguais e isso pode ser

feito através do indice de somabilidade. Quando esses espacos coincidem temos

Mgy ™" (B, -+ Es ) = 0.

Resultados do tipo
L(Ey,- Ep F) =1 By, -+ B F)

sao chamados resultados de coincidéncia, e pela sua proximidade com a nocao de indice

de somabilidade, vamos usa-los para estimar esses indices.

Proposicao 3.2.1 Sejam Ey,--- , E,,, F espacos de Banach e 1 < s <t < 0o. Supo-
nha que
L(Ey,- B F)=T"" (B, B F).

Entao

(a) Para todos 0 < p <t e0<s<gq, temos

m—mult . T_T T_@
Np.q) <E17"'7EmaF)§p t+$ q
(b) Para todos 0 <p<tel<q<s, temos
m—mult ) T_@
Mogy (Lo By F) < p t
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(¢) Para todos 0 <t <pe0<s<gq, temos

m—mult ) m m
n(p,q) (Ela"' ,Em,F) < ; E

(d) Para todos 0 <t <pe0<q<s, temos

nm—mult (E17" . ,Em,F) — O

(p,9)

Demonstragao. Seja T' € L(Ey, -+, Ep; F).

Se p < t, entao
: 1 m p
( Z HT(xgﬁ)’ o ’x’(fm)) )
k1, km=1
n t
(> e
k

3=

S
o+

1, km=1

i=1 o

<i>> "
<xki ki=1

(a) Como s < ¢, usando a desigualdade de Holder para i = 1,--- ,m, temos
. 1
= () )
w,s WGBE;‘ ki=1
1
- ONVAN AN
Sole(=)) (X
ki=1 k=1

<ni H <a:,(€)>:
T 7/:1

1 t
(> )
klv"'vk"L:l

i=1 w,s

ol

1
q

< sup
pEBp*
K2

w7q
Portanto,
1
n 1 p P m m m m " y n
Z HT (x,(ﬂ), ce ,30,(:2)) <(Cnr t7sq H (x’(;i)>k-—1
1 skm=1 i=1 T llw,g

(b) Se p <t e q < s, usamos apenas a inclusao canonica entre espagos ;) para

obter

=

@\"
(mki )k:l

=1

( S e (o)
k

1,0 km=1

p\” -
) < Cnr 't

w’q

ol



Os casos (¢) e (d) sdo similares. =
Podemos obter resultados semelhantes para polinémios como veremos na propo-
sicao a seguir, a qual nao serd demonstrada por ser totalmente andloga a anterior:
Proposicao 3.2.2 Sejam E, I espagos de Banach, 1 <t,s <oo,t> =2 ¢
P("E;F) =P ("B F).
Entao

(a) Para todos 0 <p <t e0<s<gq, temos

1 1 m m
m—pol . - - e e
(b) Para todos 0 <p <t el <q<s, temos
1 1
m—pol . -
U (B F) < - = 4.
(¢) Para todos 0 <t <pe0<s<gq, temos
m—pol . T _ m
(d) Para todos 0 <t <pe0<q<s, temos
m—pol . -
M) (E;F)=0.

Vamos agora enunciar um resultado de coincidéncia que pode ser encontrado
essencialmente em |2, 5]. Esse resultado sera posteriomente usado para obtencao de
estimativas 6timas. Vamos precisar de um lema, ele pode ser encontrado em [19, 42].

Lema 3.2.3 Sejam 1 < p,q1, -, qn < 00. Suponha que, para toda aplica¢cao m—Ilinear

A by X x Ly — F, com F espago de Banach, eziste uma constante C'> 0 tal que

( > IIA(ekl,---,ekm)||p> < C||All
k

1 km=1

Entao para toda aplicacao m—Ilinear
T:-FEix---xFE, = F

com Ey,---, E, espacos de Banach e para quaisquer xx) e kb, k=1 n, i =
1,---,m temos

1

& 1 m r\” -
(3 [r(sea)]) Tl
k1, 1 i=1

ryRm—

@\"
(xki )k-:l

*
w,q;
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Teorema 3.2.4 Sejam FEy,--- ,E,,, F espacos de Banach de dimensao infinita e su-
ponha que F tem cotipo finito cot(F) = r.

(a) Se s €[1,2) em < oy entao

ST

E@L~wEmF%:mTWEh~WEij@t>

~ s—msr+mr

(b) Set € [22,2], entdo

m+1)
L(Ey, -, Ep;K)=1I""(E,-- | E;K) & s < _ 2mt
) ’ my t,s ’ ) my — mt—|—2m—t
(c) Set € (2,00), entao
L(B,- By K)=T"" (B, .. E,K) & s< _omt
) I my t,s ) ) my _mt+1—t
Demonstragao. Em [2, Teorema 1.5| foi provado que se py,--- ,p, € [2,00], e F é
espago de dimensdo infinita com cotipo finito cot (F') := r, com p% 4+ -4 z% < %,

entao existe uma constante Cp, .. , > 1 tal que

1
> A% 11 (1 1
> fa(e sl ) <Gl s 2o (5 )
1,0 km=1 " 14 r b1 Pm
para todo operador m-linear continuo A: X, X ---x X, — F (veja também [19]).
Pelo Lema 3.2.3, com p; = s*, para todo i, este resultado é traduzido para a
linguagem de operadores miultiplo somantes e provamos (a).

As provas de (b) e (¢) podem ser encontradas em [5, Theorem 3.2|. m

Um corolario imediato do Teorema 3.2.4(a) e da Proposicao 3.2.1 é o seguinte:

Corolario 3.2.5 Sejam FE.,--- , E,,, F espacos de Banach de dimensao infinita. Se F
tem cotipo finito cot(F) =1, 1 <s<2, m< ﬁ et=—>==— entao

s—msr+mr’

(a) Para todos 0 <p<te T_;’j:;ﬁ < gq, temos

m—1mu m
My ™ (Brye B F) S 2 = o= = (m—-1)

(b) Para todos 0 <p<tel<q<-—"_ temos

r—ttmrt’
ﬁfmﬁv”ﬂmmg%_?'
(¢) Para todos 0 <t <pe T?;Tfmt < q, temos
U By i) Sm— 4 =2
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(d) Para todos 0 <t <pel<q< L temos

r—t+mrt’

T’m_mult (E17 Tt aE’ma F) = 0.

(p,9)

Vamos enunciar agora dois resultados de coincidéncia e suas consequéncias a
partir do que foi visto acima. O primeiro deles pode ser encontrado em [44, Proposicao

17.5.1).
Teorema 3.2.6 (Defant-Voigt) Seja E espagos de Banach. Entdo

P("E) =P ("E). (3.25)
Corolario 3.2.7 Seja E espaco de Banach. Entao:

(a) Para 0 <p<1el<ygq, temos

1 m
m—pol
n EK)Y<-—1+m-——.
(»,q) ( ) P q
(b) Para 0 <p<1e0<q<1, temos
merol (B K) < 1y
n(p7Q) ) _p ’

(¢) Para 1 <pel<gq, temos

m—pol . m
U(p,q) (E7 K) S m — E

(d) Para1<pe0<q<1,temos

m—pol
T](Mf (E;K) =0.
Demonstracgio. E suficiente aplicar a Proposicio 3.2.2 ao resultado acima. m

O proximo teorema pode ser encontrado em [12].
Teorema 3.2.8 Sejam E, I espacos de Banach. Entao:
(i) Se cot(E) = mr, entdo
P("E;F) =P ("E F). (3.26)

(i1) Se cot(F') =r, entdo
P(ME;F)=P.1("E; F). (3.27)
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Corolario 3.2.9 Sejam E,F espa¢o de Banach. Se cot(E) = mr ou cot(F) = r.
Entao:

(a) Para 0 <p<rel<gq, temos

1 1 m
mepl gy < Z 2 - —.
(b) Para 0 <p<re0<q<1, temos
1 1
m—pol . - =
Nip.q) (B F) < p o

(¢c) Parar <pel<gq, temos

m—pol . m
M) (E;F)<m— R

(d) Parar <pel<q<1,temos

m—pol . o
M) (E; F) =0.

Demonstracao. Basta aplicar a Proposicao 3.2.2 ao resultado acima. m

3.2.2 Estimativas Otimas

Comecamos esta subsec¢ao relembrando uma versao generalizada da desigualdade

de Kahane Salem Zygmund, que pode ser vista em [1, Lema 6.1]:

Lema 3.2.10 Sejam m,n > 1, p € [1,00], e

11
a(p)=14 2 ¥ wep=z )
0, Caso contrdrio.

FEziste uma constante universal C,, (dependendo somente de m) e existe uma forma
m—linear A : () X - x £y — K da forma

AW, 2y = Z :tzl(ll)zz(::)

i1, im=1

tal que
IA| < Cpun2tmo®),

Os proximos resultados trazem estimativas 6timas para alguns pares de espagos.
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Proposicao 3.2.11 Sejam p, q numeros reais.

2 2 i
(a)Sem—i”ggnge%SqSZ, entao

m—mult /m . - m m 1 m
n(p,q) ( gq*,K)—;+5—§—;.

mp ~
(b) Se2<p<ooe = < 4, entao

1 m
m—mult (m . _
n(p,q) ( Eq*,K)—m—l—i—]—)—E

(c) Se0<p<ooel<qg<2 entio

m—mu m m
Np,q) lt( éq*mﬂ) = —

Demonstragao. (a) Note que podemos obter a estimativa superior pelo Teorema 3.2.4

(b) e o primeiro item da Proposi¢do 3.2.1. De fato, o Teorema 3.2.4 nos diz que

£(E17' t >Em;K) = HmUZtht (El,‘ c ;Em;K)

t’ mt+2m—t

e usando o primeiro item da Proposicao 3.2.1, com ¢ = p, obtemos

nmfmult <E17 Tty ETVM K) S

(p,q)

+m1m
2

= |3

Agora vamos mostrar que esta estimativa é 6tima para E; = {;~. Como ¢* > 2,

pelo Lema 3.2.10, existe um operador A : £7. x --- x £y — K dado por

tal que

Suponha que

D=

( > ||A<eé?,---,e£?>||p) < on®||All.
k

1 km=1

FEntao,

e, como n é arbitrério,
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Portanto,

m—mult (mp . m 1 m m_@_ T
oo (MaiK) 22 —5 — 5+ =

q

+

m
2

N | —

e isso prova (a).
(b) Usando o item (c¢) do Teorema 3.2.4 e o primeiro item da proposigao 3.2.1,

temos

L(Ey, - En;K) = it (Ey, -, Em; K)

t’ mt+1—t

e, considerando t = p, obtemos

1 m
m—mult .
n(?yQ) (E177EmaK)§m+E—]__E

Vamos mostrar que a estimativa é atingida para E; = {,«. Considere S : £y, X+ - X (. —

K dado por S(z™M), .- x(m) = Zxﬁl) --z™ e note que ||| < n'"F. Se
i=1

=

1 m 3 S
( > ||s<e,23,-~,e,i,,3>||p) < on?||S|],
k

17"'7km:1
entao
1 s 1-
ner < Cn’n @
Logo,
1 m
-—1+—=<s
D q
e
1 m 1 m
m—rmult fm
n (Mg K) > - =14+ —=~-+m—-1-—.
(p-a) ’ p ¢ P q

¢) Seja t um numero real positivo tal que para cada T € L(™{,+; cg), existe uma
J q

constante C > 0 satisfazendo

(5 Jre o)
1

1 HAm=

(3.28)

@\"
(Iki >k:1

para todo inteiro positivo n e todo :B;;l) € lg, com 1 < Fk; <n.

D % m
<cn])
i=1

Agora, Seja T,, € L("ly+; co) definido por

T, (2, ™) = (x(n . .x<m>)”

‘71 ]m j17"'7jm:1
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E que claro ||T,]| =1e

! :
m
< Z ||Tn(€]17. 7€j7rL) p) =nr.

Jis s im=1

Como H(eﬁ)?Fl”w,q =1, a condigdo anterior juntamente com (3.28) implicam

=3

nr < Cn!

e, portanto, t > %. A desigualdade reversa segue de das Proposicoes 2.1.8 ¢ 2.1.9. =

Corolario 3.2.12 Se #ﬂ <p< miﬂ, entao 7727;’_1?01(61;(2) =

Demonstragao. Considerando ¢ =1 e r = 2 no Teorema 3.1.4 (item (b)), temos

m+1

1
m—pol i
Ny (G13b2) > 5 5 (3.29)

Vamos mostrar que (3.29) é atingida. De [10] sabemos que

P("ly; b)) = Pz, 1)(m€1;€2)-

m—+1’

Como Wzﬂ <p< m%rl, pelo item (a) do Teorema 3.2.2, segue o resultado. =

Corolario 3.2.13 Seja K um espaco de Hausdorff Compacto e F um espago de Ba-
. ~ . . o 2/,- ~
nach de dimensao infinita, com cot(F) =r. Se o5 <p<r, entao
1

1
K)F)=-—~.
Np,2) (C(K); F) i

Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.4 (item (d)), se ¢ = 2 e cot(F) = r, temos

N2y (CK) F) > — — (3.30)

= | =
S| =

Além disso, por |18, Theorem 11.14|, sabemos que todo operador linear continuo

. ’ 2r
de C(K) em F, com cot(F) = r, é absolutamente (r,2)-somante. Como 55 <p <,

pelo item (b) da Proposi¢ao 3.2.1, segue que

Np,2) (C(K); F) < — —

1
-

e~

28



Referéncias Bibliograficas

1]

2]

3]

4]

[5]

(6]

7]

8]

9]

N. Albuquerque, F. Bayart, D. Pellegrino, J.B. Seoane-Septulveda, Sharp gene-
ralizations of the multilinear Bohnenblust—Hille inequality, J. Funct. Anal. 266
(2014), 3726-3740.

3

N. Albuquerque, F. Bayart, D. Pellegrino, J.B. Seoane-Sepulveda, Optimal Hardy—
Littlewood type inequalities for polynomials and multilinear operators, Israel J.

Math. 211 (2016), 197 220.

R. Alencar, M.C. Matos, Some classes of multilinear mappings between Banach

spaces, Pub. Dep. An. Mat. Univ. Complut. Madrid. 1 (12) (1989).

G. Aratjo, D. Pellegrino, Optimal Hardy Littlewood inequalities for m-linear forms

on €, spaces with 1 < p < m, Arch. Math. 106 (2015), 285-295.

G. Aratjo, D. Pellegrino, Optimal estimates for summing multilinear operators,

Linear and Multilinear Algebra, 65 (2017), 930-942.

R.M. Aron, L. Bernal-Gonzalez, D. Pellegrino, J.B. Seoane-Sepulveda, Lineability:
The Search for Linearity in Mathematics, CRC Press, Boca Raton, FL, 2016.

S. Banach, Théorie des opérations linéaires, PWN, 1932.

L. Bernal-Gonzalez, D. Pellegrino, J.B. Seoane-Sepilveda, Linear subsets of non-
linear sets in topological vector spaces, Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 51 (2014),
no. 1, 717130.

A.T.L. Bernardino, Ideias de Aplicacoes Multilineares e Polinémios entre espagos

de Banach, Dissertacao, Universidade Federal da Paraiba, 2008.



[10]

[11]

12|

[13]

[14]

[15]

|16]

17]

18]

[19]

[20]

[21]

A.T.L. Bernardino, On cotype and a Grothendieck-type theorem for absolutely sum-
ming multilinear operators, Quaest. Math. 34 (2011), 513-519.

F. Bombal, D. Pérez-Garcia, 1. Villanueva, Multilinear extensions of Grothendi-

eck’s theorem, Q. J. Math. 55 (2004), 441-450.

G. Botelho, Cotype and absolutely summing multilinear mappings and homogene-

ous polynomials, Proc. Roy. Irish Acad. Sect. A. 97 (1997), 145-153.

G. Botelho, H.A. Braunss, H. Junek, D. Pellegrino, Inclusions and coincidences
for multiple summing multilinear mappings, Proc. Amer. Math. Soc. 137 (2009),
991-1000.

G. Botelho, D. Diniz, D. Pellegrino, Lineability of the set of bounded linear non-
absolutely summing operators, J. Math. Anal. Appl. 357 (2009), no. 1, 171-175.

G. Botelho, C. Michels, D. Pellegrino, Complez interpolation and summability
properties of multilinear operators, Rev. Mat. Complut. 23 (2010), 139-161.

G. Botelho, D. Pellegrino, P. Rueda, Dominated bilinear forms and 2-homogeneous

polynomials, RIMS Kyoto Univ. 46 (2010) 201-208.

G. Botelho, D. Pellegrino, P. Rueda, Cotype and absolutely summing linear ope-
rators, Math. Z. 267 (2011) 1-7.

J. Diestel, H. Jarchow, A. Tonge, Absolutely summing operators, Cambridge Uni-
versity Press, Cambridge, 1995.

V. Dimant, P. Sevilla—Peris, Summation of coefficients of polynomials on €, spaces,

Publ. Mat. 60 (2016), 289-310.

S. Dineen, Complex Analysis on Infinite Dimensional Spaces, Springer-Verlag,

London, 1999.

A. Dvoretzky, C.A. Rogers, Absolute and unconditional convergence in normed

linear spaces, Proc. Nat. Acad. Sci. USA. 36 (1950), 192-197.

60



[22]

23]

[24]

25]

26]

27]

28

29]

[30]

[31]

32|

33|

D. Galicer, M. Mansilla, S. Muro, The sup-norm wvs. the norm of the coeffi-
cients: equivalence constants for homogeneous polynomials, arXiv:1602.01735v1

[math.FA].

D.J.H. Garling, Inequalities: A Journey into Linear Analysis, Cambridge Univer-
sity Press, Cambridge, 2007.

D.J.H. Garling, Y. Gordon Relations between some constants associeted with finite

dimensional Banach spaces, Israel J. Math. 9 (1971), 346-361.

A. Grothendieck, Résumé de la théorie métrique des produits tensoriels topologi-

ques, Bol. Soc. Mat. Sao Paulo 8 (1956), 1-79.

A. Grothendieck, Produits tensoriels topologiques et espaces nucléaires, Memoirs

Acad. Math. Soc. 16, (1955), 140 pp.

V. 1. Gurariy, Subspaces and bases in spaces of continuous functions, Dokl. Akad.

Nauk SSSR 167 (1966), 971-973 (Russian).

H. Konig, Some estimates for type and cotype constants, Séminaire d’analyse fonc-

tionnelle (Polytechnique) 28 (1979-1980), 1-13.

H. Konig, J.R. Retherford, N. Tomczak-Jaegermann, On the eigenvalues of
(p, 2)—summing operators and constants associated with normed spaces, J. Funct.

Anal. 37 (1980), 88-126.

J. Lindenstrauss, A. Petczynski, Absolutely summing operators in L,-spaces and

their applications, Studia Math. 29 (1968), 275-326.

M. S. Macphail, Absolute and unconditional convergence, Bull. Amer. Math. Soc.
53 (1947), 121-123.

M. Maia, D. Pellegrino, J. Santos, An index of summability for pairs of Banach
spaces, J. Math. Anal. Appl. 441 (2016), 702-722.

M.C. Matos, Strictly absolutely summing multilinear mappings, Relatorio Técnico

03/92. Unicamp 1992.

61



[34]

35]

[36]

[37]

[38]

[39]

|40]

|41]

|42]

|43]

|44]

|45]

|46]

M.C. Matos, Fully absolutely summing and Hilbert-Schmaidt multilinear mappings,
Collectanea Math. 54 (2003), 111-136.

R.D. Mauldin (ed.), The Scottish Book, Birkhauser, 2015.

B. Maurey, Une nouvelle caractérisation des applications (p,q) — sommantes, Sé-

minaire d’analyse fonctionnelle (Polytechnique) 12 (1973-1974), 1-16.

B. Mitiagin, A. Petczynski, Nuclear operators and approzimative dimensions, Pro-

ceedings International Congress of Mathematics, Moscow, 1966.
J. Mujica, Complex Analysis in Banach Spaces, Dover Publications, 2010.

D. Pellegrino, J. Santos, Uniformly dominated sets of summing nonlinear opera-

tors, Arch. Math. (Basel) 105 (2015), no. 1, 55 66.

D. Pérez-Garcia, Operadores multilineales absolutamente sumantes, Thesis, Uni-

versidad Complutense de Madrid, 2003.

D. Pérez-Garcia, 1. Villanueva, Multiple summing operators on Banach spaces, J.

Math. Anal. Appl. 285 (2003), 86 96.

D. Pérez-Garcia, 1. Villanueva, Multiple summing operators on C(K) spaces, Ark.

Mat. 42 (1) (2004), 153-171.

A. Pietsch, Absolut p—summierende Abbildungen in normierten Rdumen, Studia

Math. 27 (1967), 333-353.

A. Pietsch, Operator ideals, North-Holland Publishing Company, Amsterdam-New
York-Oxford, 1980.

A. Pietsch, Ideals of multilinear functionals, Proceedings of the second Internatio-
nal Conference on Operator Algebras, Ideals and Their Applications in Theoretical

Physics, 185 199, Teubner-Texte, Leipzig, 1983.

A. Pietsch, Ideals of multilinear functionals, Forschungsergebnisse, Friedrich Schil-

ler Universitit, Jena, 1983.

62



[47|] D. Popa, Reverse inclusions for multiple summing operators, J. Math. Anal. Appl.
350 (2009), 360-368.

[48] D. Popa, Multiple summing operators on l, spaces, Studia Math. 225 (2014), 9-28.

[49] P. Rueda, E.A. Sanchez-Pérez, Factorization of p—dominated polynomials through
L,—spaces, Michigan Math. J. 63 (2014), no. 2, 345-354.

[50] D.M. Serrano Rodriguez, Sobre as extensoes multilineares dos operadores absolu-

tamente somantes, Tese, Universidade Federal da Paraiba, 2014.

[51] S.J. Szarek, Computing summing norms and type constants on few vectors, Studia

Math. 98 (1991), 148-156.

[52] N. Tomczak-Jaegermann, Banach-Mazur Distances and Finite Dimensional Ope-

rator Ideals, Longman, Harlow, and Wiley, New York, 1988.

63



