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Resumo

Neste trabalho, estudamos o funtor completamento I-ddico. Sua defini¢ao, pro-
priedades e resultados importantes. Além disso, estudamos também os mdédulos de
homologia local, segundo a definicao dada por Nguyen Tu Cuong e Tran Tuan Nam.
Uma parte do trabalho é reservada ao estudo da homologia local de médulos Artinia-
nos. Em alguns aspectos, a teoria de homologia local aqui apresentada é dual a teoria

de cohomologia local de Grothendieck.

Palavras-chave: Funtor completamento; Funtor derivado; Homologia local; Dual de

Matlis; Mittag-Leffler; Dimensao Noetheriana.



Abstract

In this work we study the I-adic completion functor, its properties and main results.
Moreover, we study local homology modules as defined by N. T. Cuong and T. T. Nam.
The final part of this work is reserved to the study of local homology of Artinian
modules. In some aspects, local homology theory has a dual behaviour with respect to

Grothendieck’s local cohomology theory of sheaves.

Keywords: Completion functor; Derived functor; Local homology; Matlis duality;

Mittag-Leffler condition; Noetherian dimension.
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Introducao

Vamos brincar de funtor? Essa é uma piada interna que se popularizou em nosso
grupo de estudo, mas que de certa forma, nao deixa de ter seu fundo de verdade.

O que falar sobre o funtor completamento? A principio, quando o termo foi sugerido
para o desenvolvimento deste trabalho, esse nome soava estranho, desconhecido. Agora,
parece um termo tao familiar. E interessante como a gente vai tomando posse ao longo
do tempo de alguns termos na matematica, ao ponto de, as vezes, quando alguém fala
sobre tal termo, a gente acaba soltando uma pérola do tipo: Completamento? Esse é
meu funtor.

Certa vez ouvi um professor falando a frase: Uma novidade para nés na matemética
é como um sapato novo. Vocé no comego usa com o maior cuidado. Depois de um
tempo ta chutando pedra por ai com ele. De imediato concordei e ri, mas agora pesando
bem, nao quero sair chutando coisas por ai com “meu funtor”. Acho que me apeguei.

Bem, algumas brincadeiras a parte, uma reflexao surge as vésperas da apresentacao
do trabalho: O que nos motiva a estudar? O que nos faz buscar o conhecimento sobre
determinada coisa em matematica? Necessidade? Objetivo profissional ou financeiro?
Enfim. Talvez no comeco sim, mas recentemente me flagrei lendo Algebra por vontade
propria, e me fazia bem tal coisa. Pois é, acho que é mais do que necessidade nesses
momentos. Ou melhor, uma necessidade diferente surge. Provavelmente a area acaba
encantando alguns daqueles que a buscam.

No estudo sobre o completamento [-adico e dos mddulos de homologia local o

sentimento nao foi diferente.

700 P denotar o completamento I-adico de M. Sera

mostrado que o funtor completamento /-adico é um funtor covariante aditivo da catego-

Usaremos Aj(M) = Jim
t

ria dos R-mddulos e R-homomorfismos para categoria R-médulos e R-homomorfismos.
Além disso, esse funtor é exato quando os médulos sao finitamente gerados e R é No-
etheriano. Infelizmente, mesmo R sendo Noetheriano, ele nao é exato na categoria dos
mdédulos em geral. Vamos denotar por L!(—) o i-ésimo funtor derivado & esquerda do
Ar(—). Como o funtor tensor ndo ¢é exato a esquerda e o limite inverso nao ¢é exato

a direita na categoria dos R-mdédulos, o funtor A; nao é exato nem a direita e nem a



esquerda. Portanto, em geral, L{ # A;. De modo que o cdlculo desses funtores é em
geral muito dificil.
Greenlees e May [GM92] usaram colimite homotdpico, ou telescopico, da cocadeia

de complexos de Koszul para definir o grupo de homologia local por
HI(M) = H,(Hom(TelK*(z"); M)),

onde z é um sistema finitamente gerado de I. Entao eles mostraram, sobre certas
condigoes em z que sdo satisfeitas quando R é Noetheriano, que H! (M) = LI(M). A
proposta desse trabalho é o estudo, com métodos de dlgebra comutativa e homoldgica,
dos médulos de homologia local na categoria dos médulos Artinianos sobre anéis No-
etherianos. Para isso, daremos a definigao, proposta por Ngyuen Nu Cuong e Tran
Tuan Nam em [CNOI, Definition 3.1], do i-ésimo médulo de homologia local H] (M)

de M com respeito a I por
H!(M) = lim Tor™(R/ I M),
t

Esta definicao é dual a definicao de Grothendieck de moédulos de cohomologia local
para modulos finitamente gerados sobre anéis Noetherianos e é em geral diferente da
definicao de Greenlees e May. Todavia, ambas coincidem para médulos Artinianos
(veja a Proposicao [4.1)).

A organizacao do trabalho é a seguinte. No primeiro capitulo apresentamos o funtor
completamento, definicao, propriedades e resultados importantes para o estudo dele ao
longo do trabalho. Em seguida, no capitulo dois, falamos sobre o funtor derivado
do completamento, além de exibir uma importante condicao para exitadao de limites
inversos. O capitulo trés traz uma definicado para modulo de homologia local e um
resultado que possibilita o calculo desse médulo via moédulo de homologia de Koszul,
resultando num importante corolario de mudanca de base no moédulo de homologia
local. Por fim, o capitulo quatro trata dos médulos de homologia local no caso especial
de modulos Artinianos, mostrando que a defini¢cao dada por Nguyen Tu Cuong e Tran
Tuan Nam coincide com a definicao dada por Greenlees e May neste caso. Além disso,
nesse ultimo capitulo alguns resultados para o anulamento e nao-anulamento de tais
modulos sao apresentados.

O apéndice A trata sobre o limite inverso. Sua defini¢cao, propriedades, exemplos e
resultados importantes. Ja o apéndice B traz as defini¢oes de funtores aditivos e funto-
res derivados, exibindo resultados sobre existéncia e exatidao de sequéncias longas dos
funtores derivados induzidas de sequéncias curtas. Além disso destacamos os exemplos

Exth (M, —) e Tori(—, N) de funtores derivados. Por fim, o apéndice C apresenta as



definicoes de Tel e Mic, colimite telescopico e limite microscépico respectivamente,
bem como algumas das definicoes necessarias para entender T'el e Mic. Essas nocoes
sao apresentadas porque estao presentes nas definicoes de médulo de homologia local
de Greenlees e May.

Propaganda feita, esperamos que o leitor acredite que é sincera e sinta-se convidado

a conhecer mais sobre o tema.



Capitulo 1

O funtor completamento /-adico

Este capitulo inicia com conceitos basicos topolégicos que nos permitirao introduzir
a nocao de completamento via sequéncias de Cauchy. Além disso vamos apresentar a
definicao funtorial de completamento que depende de um certo limite inverso e mostrar

uma equivaléncia entre as duas abordagens. Por fim discutimos a exatidao desse funtor.

Definigao 1.1 (Filtragao). Seja R um anel comutativo, ¢ um ideal e M um R-médulo.

Uma filtragao de M é uma cadeia descendente infinita de submddulos:
M=My>D M DMyD---.

Chamamos ela de uma g-filtracao se qM,, C M, 1 V n, e uma g-filtragao estavel
se também ocorrer qM,, = M, para n suficientemente grande, ou equivalentemente,
se também existir um m com q"M,, = M,,,, para n > 0. Por exemplo, definindo

M, := q" M, temos uma q-filtracao estavel; chamamos essa ultima de filtracao g-adica.

Se M é um modulo munido com a filtragao M = My D M; D M, D ---. Entao
M tem uma topologia: os conjuntos abertos sao as unioes arbitrarias dos conjuntos
m + M,,. De fato:

e Uniao arbitraria de abertos é aberto;

e Intersecao de dois abertos é aberto, pois a intersecoes de duas unides ¢ a uniao

das intersecoes:

(U m+ M)\ + M) = (()m+ M) (' + M)

neN neN neN neN

Além disso, se a intersecao U de m + M,, e m’ + M, é nao-vazia e se n > n/, entao

U =m+ M,, porque se m” € U, entao:

m—{—Mn:m"+MnCm”+Mn/:m’—|—Mn/.
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Aqui, para exibir alguns resultados, vamos usar a definicao de aplicacao continua:
f: X =Y écontinua em z € X com y = f(x) se para toda vizinhanga V de y, 3 U
vizinhanca de = com f(U) C V.

A aplicacao adigdo M x M — M, dada por (m,m') — m +m’, é continua, pois

(m+ M,)+ (m' + M,) C (m+m')+ M,.

De fato, sendo (m,m') € M x M, tem-se (m+m') € M. Tome V = (m+m')+ M,
vizinhanga de (m+m'). Agora, consideremos U = m+ M,, e U' = m’ + M,, vizinhangas

de m e m’ respectivamente. Chamando f a aplicacao adicdo, temos que:
fUxU)=(m+ M,)+ (m'+M,) C(m+m')+ M, =V.

Assim, com m/ fixado, a translacdo m — m + m’ é um homeomorfismo M — M
(da mesma forma, a inversao m — —m é um homeomorfismo, logo M é um grupo

topoldgico).

Lema 1.2 (Topologia a-adica). Seja a um ideal em R, considere a a-adica filtragao.
Se a filtragao em M for uma a-filtragao, entao multiplicagdo por escalar (z,m) — xm

também é continua, porque
(x +a™)(m+ M,) C xm + M,.

De fato, como a filtracao é uma a-filtragao, temos que aM,, C M, = a™M, C
M, +m. Dado (z,m) € R x M, considere V = xm + M, vizinhanga de zm € M.
Chamando f a multiplicacao por escalar e tomando U = =z +a” e U’ = m + M,

vizinhangas de x e m respectivamente, temos que:

fUxU) = flx+a*,m+ M,)

(x +a™)(m+ M,)

xm +xM, + a"m + a" M,
xm + M,

V.

N

ja que:
e x M, C M,, pois M, é submddulo;
ea"m e a"M C M,, decorre de a™M,, C M, 1m;
e a" M, C M, pois M,, é submodulo.
Além disso, se a filtracao é a-estavel, entao ela fornece a mesma topologia da fil-

tracao a-adica. De fato:
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Primeiro, tome a” M um aberto na filtracao a-adica. Note que
Mn Da"M D u"Mn/ = Mn+n/ (*)

onde M, e M, , sao abertos na filtracao a-estavel. A primeira inclusao ocorre por se
tratar de uma a-filtracdo; a segunda inclusao é imediata; a igualdade ocorre para n’

suficientemente grande. Agora, dado M,, aberto na filtracao a-estdavel. Perceba que
a’M C M, Ca"M (k)

onde a*M e a"M sao abertos na filtracao a-ddica. Na primeira inclusao, por se tratar
de uma a-filtragao, basta tomar s = n; na segunda inclusdo basta tomar r = 0. De (x)
e (%) segue o resultado.

Assim, quaisquer duas a-filtracoes estaveis fornecem a mesma topologia, chamada

topologia a-adica.
Definigao 1.3 (Sequéncia de Cauchy, limite e completamento). Uma sequéncia (m,,),>0
em M é chamada sequéncia de Cauchy se, dado ng, existe n; tal que
My — My € My, ou simplesmente m,, — m, 1 € M,,, para todo n,n’ > ny;
as duas condicoes sao equivalentes porque M, é um subgrupo e
My = My = (Mg = Mpy1) + (M1 — Mpg2) + -+ (M1 — M),

Dizemos que m € M é o limite de (m,,) se, dado nyg, existe n; tal que m—m,, € M,
para todo n > n;. As sequéncias de Cauchy formam um R-mdédulo com operacgoes na-
turais de adicao e produto por escalar. De fato, chamando C' o conjunto das sequéncias
de Cauchy, basta definir:

CxC — C

(M )nz0 + (My)n>0 = (M + M7, )n>0

RxC — C
(z, (mn)nZO) = (xmn>n20

O conjunto L das sequéncias cujo limite é 0 formam um submodulo de C'. O médulo

quociente 7 é denotado M = 7 e ¢ chamado o completamento de M.

Além de ser um R-médulo, o completamento M também possui uma estrutura
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natural de R-médulo que é dada por
RxM — M
(i), (m4))ien = (m;)ien.

Dizemos que M é completo quando o homomorfismo

M — M

m +— (m)

que leva m € M para a classe da sequéncia constante (m), é um isomorfismo.
A seguir exibiremos um resultado muito importante e que garante a equivaléncia
entre as duas abordagens de completamento: A primeira via sequéncias de Cauchy; a

segunda via limite inverso. A defini¢ao de limite inverso é dada no apéndice [A]

Proposicao 1.4. Seja R um anel, M um médulo, M = My D M; D --- uma filtragao.
Entao M = @ E

A M
Demonstracao. Vamos definir uma aplicacao o : M — @ U Dada uma sequéncia

M
de Cauchy (m,), seja g, a imagem de m, em — para v suficientemente grande, isto
é, ¢, = m, + M,. Como a sequéncia é de Cauchy:l basta tomar ng > n e teremos, para

v > ni, que
my+Mn0:mn1+Mn0:>Qn:mu+Mn:mn1 _'_Mna

isso significa que ¢, nao depende de v. Agora considere a aplicagao

e MM
" .Mn—l—l Mn

m+Mn+1 — m—l—Mn

Note que

Oéz—i_l(q'n;l*l) — Oéz+1(my + Mn+1> =m, —|— Mn = qn

para todo n. Além disso, perceba que
0 é limite de (m,) < ¢, =0V n.

De fato, basta tomar ny = n e entao m, — 0 € M, para v > ny, implicando

qn = my, + M, = 0. Mais ainda, ¢,—1 = a)'_,(¢,) = al'_1(0) = 0. Para n’ > n repete-se

n—1

o argumento, chamando n’ = ny e entdo existe n} tal que ¢, = m, + M,, = 0 para
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v > n. Lembre que a “convergéncia’nao é uniforme, de modo que sempre existira n;
que depende de ng implicando ¢, = 0 para cada n.

Reciprocamente, dado ng temos ¢,, = m, + M,, = 0 isto é, m,, — 0 € M,,.

Com isso defina v por a(m,) := (¢,). Dessa forma, « estd bem definida é linear e
injetiva.

Para a sobrejetividade, dada e sequéncia (g,,) € 1&1 U seja m, € M representante
n

M
da classe de ¢, € A para cada v. Entao m,—m, € M, para u > v porque o(q,) = q,
por propriedade de limite inverso. A sequéncia (m,) é Cauchy por construgao. Assim

« é sobrejetiva e portanto um isomorfismo. O]

Seja I um ideal de R (durante o texto vamos algumas vezes utilizar I e outras vezes

utilizar a para denotar ideal, isso por conveniéncia de redacao). A partir agora vamos

definir o funtor completamento I-ddico A;(—) por M = Ay (M) = I%Tl T

O funtor A;(—) ¢ aditivo e covariante. De fato, sejam M, N e P R-médulos e
f:M—N,h:M — Neg: N — P homomorfismos. Defina

A[(f) =. A[(M) — A[(N)
(mi)ien = (f(mi))ien.

Dai
(i) Aditividade:
Ar(f+h) = ((f +Rh)(m:))ien
(f(mi) + h(m;))ien
(f(mi))ien + (h(m;))ien
= A(f) 4+ Ar(h)

(ii) Funtorialidade (covariancia):

Ar(go f)(mi)ien =

Mesmo sendo aditivo e covariante, o funtor A;(—) nao é exato em geral, ja que
o limite inverso nao é exato a direita e o produto tensorial nao é exato a esquerda.
Todavia, ele é exato na categoria dos R-moédulos finitamente gerados quando R é

Noetheriano. Para provar esse resultado vamos usar o seguinte lema:
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Lema 1.5. Considere a sequéncia exata de médulos
Bn n
0-Q, Q. Q=0

e os diagramas comutativos

Bnt1 Tn+1 1"

0 —— Q;H —— Qnt1 —— Qpyy —— 0

/n+l a;rFl

/ !
0 Q) —— Qu —— @ 0
entao a sequéncia induzida
0= lim@Q, % limQ, 5 im Q,
'n+1

¢ exata; além disso, 4 é sobrejetivo se todos os « sao sobrejetivos.

n

Demonstracao. Considerando o diagrama comutativo
Hﬁn H"/n
0 —— [Je& — 1l —[Ier ——o
% 0 0"

0 ——[[@ —~ [[@n —— []er ——0

e a defini¢ao de limite inverso (veja o exemplo |A.5)), onde 6 : [[ Q. — [[ @ ¢ definida
por 0(q,) = (¢n — @™ (¢ui1)), e [] Bn e induzida naturalmente por 3,. Assim, temos

que o Lema da serpente garante a exatidao
Ker(0') 5 Ker() LN Ker(6"),

que ¢ igual a
lim @), % lim Q, > Jim @,
mas como [[ 5, é injetor, ¢ é injetor e podemos completar a sequéncia exata
0 Jm@Q, % lmQ, * im Q.

Além disso, note que temos a injecao Coker(%) — Coker(#'). E se a;"™! forem

sobrejetivos, temos Coker(0') = 0. De fato, dado (¢),), € [[ @.,, podemos resolver as
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'm+1
n

'n+1

2T que é

equagoes p,, — o, (pl, 1) = q.,, ja que p,, — ¢, € @, no contradominio de «

'm+1
n

sobrejetivo, logo o, (p,11) = pl, — ¢,,, tomando a sequéncia (p,), € [[ @, obedecendo

a igualdade anterior, temos ¢'(p!,), = (¢}, )». Portanto, 4 é sobrejetora. O]

Teorema 1.6 (Exatiddao do completamento). Seja R um anel Noetheriano e a um

ideal. Entao sobre modulos finitamente gerados, o funtor completamento é exato .

Demonstracao. Sejam 0 — M' — M — M"” — 0 sequéncia exata curta de médulos e

M) = M’ na™M filtragdo. Entao obtemos a sequéncia exata:

M’ M M
O%M% a”M_> a"]\/[”_>

n

0.

!/ /

—

As aplicagoes
5 1 /
M., M!

sao sobrejetoras. Assim, pelo lema anterior temos a

sequéncia exata:
/ "

0— I M ! M I 0
_>LHMT’L_>&na"M—>&na”M”_> '

Assuma que R é Noetheriano e M ¢é finitamente gerado. Entao M’ = M| D

M] D -+ é uma filtragdo a-estavel por Artin-Rees. Como qualquer filtracao a-estével
gera uma topologia equivalente a topologia da filtracao a-adica, segue a exatidao da
sequencia

0— M — M — M" — 0.
O
H& ainda um caso especial onde o completamento preserva exatidao de sequéncias.
Proposicao 1.7. Se N é um subméddulo aberto de M com respeito a topologia [-addica
(isto é, I"M C N para algum r > 1), entao

0— Ar(N) = Ar(M) — A <%) — 0

é exata.

Demonstragao. Primeiro vamos mostrar que A;(N) C A;(M). A partirdei: N — M

definamos

(n]—i—IJN) — (TL]‘l'[]M)

Seja (n; + I'N) € Ker(A;(i)), ou seja, (n; + I'M) = (I'M) = n; € I'M para todo

i, em particular n;,, € I**"M. Assim,
I'MCN=TITI"'McCIN = n, €N,

10



1. O funtor completamento I-adico

mas n; —n;., € I'N por propriedade de limite inverso. Logo n; € I'N e A;(i) é injetiva.

Agora perceba que

M L% M- M M

para ¢ > r. Defina
(mi + I'M) — (m;+ I'M + N).

A sobrejetividade ocorre porque dado um elemento (m; + I'M + N) € A;(5F) ele é
representado por m + N para algum m € M por causa do isomorfismo AI(%) = %

temos p(m + I'M) = m + N. Analisando o Ker(yp) temos

e

Ker(p) = {(mi+I'M); (m; + I'M + N) = (I'M + N)}
= {(m; + I'M); m; +n,+ I'M = n! + I'M} para cada i,

isto &, m; + I'M =n! —n,+I'M =n+ I'M com n = n/ —nl. Portanto Im(A;(i)) =
Ker(p).
[

Exemplo 1.8. Sejam K um anel, P := KJ[z]| o anel de polinomios e A := K][[z]] o
anel das séries de poténcias formais. Entao A é o completamento de P na topologia

(x)-adica. Note que a aplicacdo

A - P

Z ' = (ap+ (7), ap + ax + (2)2, ap + aqw + anx® + (2)3,. )

é um isomorfismo. De fato, dado (py + (2), po + ()%, ps + (z)3,...) € P temos que
p1 € % >~ K, isso significa que p; + (x) = ag + (z) com «y € K. Além disso, o
algoritmo da divisao nos permite escrever py = gox* + 75 onde deg(ry) < 1, ou seja,
p2 + ()2 = ry + (2)? e podemos utilizar 75 ao invés de py. Agora, por propriedade
de limite inverso ps — p; € (), isto é, 1o — ag € (z). Dal, ro —ayp = @z = ry =
a1 + ap mas deg(ry) < 1 e deg(ap) = 0 implicam que deg(ay) = 0. Indutivamente
r3 = a29€2+041IOO+040 com ps+(x)° = r3+(2)°. Assim, (p1+(2), po+ ()%, ps+(2)°,...)
¢ imagem de Zaixi, provando a sobrejetividade. Além disso, os r; fornecidos pelo
algoritmo da (ii:x?iséo sao unicos, e isso garante a injetividade.

Exemplo 1.9. Um exemplo de R-mddulo completo é obtido da seguinte forma: Tome

(R,m) um anel local e Artiniano. Assim, R é um R-moédulo completo. De fato,

11



1. O funtor completamento I-adico

considerando a filtracao ---m™ D m"*!... sabemos que m"*! = m" para algum n
grande, pois R é Artiniano. Dessa forma, pelo Lema de Nakayama, m"™ = 0. Logo,
dada (m, +m"),en € R, temos que (M, +m"),en € constante (m,,) a partir de n. Isso

mostra a sobrejetividade. A injetividade decorre de ﬂm” = 0. Portanto, R = R.
n

12



Capitulo 2

Funtores derivados do

completamento /-adico

Seja R um anel comutativo (nao necessariamente Noetheriano) e I um ideal de R.
M
Seja M um R-moédulo. Considere o sistema inverso de R-mddulos {m, 7Tk7t} com

epimorfismos naturais
M M
Tkt —
MM ITM

para todo k >t > 0. Iy
Vamos usar Aj(M) = I%n Tiaf Para denotar o completamento I-adico de M. Foi

mostrado no capitulo anterior que o funtor completamento /-adico é um funtor covari-
ante aditivo da categoria dos R-moédulos e R-homomorfismos para categoria R-médulos
e R-homomorfismos. Além disso, esse funtor é exato quando os médulos sdo finitamente
gerados e R é Noetheriano. Infelizmente, mesmo R sendo Noetheriano, ele nao é exato
na categoria dos médulos em geral.

Vamos denotar por Lf(M) o i-ésimo médulo derivado & esquerda de A;(M) (veja
o apéndice [B]).
Observagao 2.1. (i) Como o funtor tensor nao é exato a esquerda e o limite inverso nao
é exato a direita na categoria dos R-mdédulos (veja o Lema, o funtor A; nao é exato
nem a direita e nem a esquerda. Portanto, em geral, L] # A;. Contudo, L{ é um funtor
exato a direita (veja o Teorema e seus funtores derivados a esquerda para ¢ > 0 sao
os mesmos que os funtores de A;. Mesmo nao sendo exato em nenhum lado, o funtor

A; preserva sobrejecoes. De fato, sendo f : G — N homomorfismo de R-mddulos
sobrejetor, entao A;(f) : Af(G) — Aj(IN) é sobrejetor. Chame L = Ker(f), logo

G

: . . . . G I

% = N induzindo homomorfismo sobrejetor de sistemas inversos {m — [tLG :
t L

t

13



2. Funtores derivados do completamento I-adico

Dai temos a sequéncia

0— L — i — L — 0
LN ((I'G) J, na), I'c+1L},

L L+1I'G 7= G
que é exata pois LA (G) = :;G implicando LiIzG i el Dessa forma,

It
como o primeiro sistema inverso da sequéncia é sobrejetor, podemos aplicar o limite

inverso e a sequéncia permanece exata (esse resultado serd provado no Lema [2.3)).
Portanto, A;(f) é sobrejetor.
Seja 0 — N Jop % M = 0 uma sequéncia exata curta de R-moédulos com P

projetivo. Entao temos a sequéncia
Ar(N) 29 APy M9 p () 0

que nao é necessariamente exata. Mas ImA;(f) C KerAj(g) e Ar(g) é sobrejetiva,

entao
) 2o = A0
(1) Ay (M) = %.

De fato. Em (I) Calcula-se o 0-ésimo médulo derivado a esquerda “esquecendo” A;(M).
Dai, KerA;(g) = A;(P). Em (II) usa-se o teorema de isomorfismo.

Portanto existe um epimorfismo natural oy : LE(M) — A7 (M).

(ii) Dois ideais I e J de um anel R sao chamados radicalmente equivalentes se
existem inteiros positivos n e m tais que I" C J e J™ C I. Se os ideais I e J sao

radicalmente equivalentes entdo A;(M) = A;(M) para todo R-médulo M. De fato:
M

"M

{(xn +1I"M); 2, — xpy1 € ["M,n € N}. De [P C J, temos que I”" C J", e podemos

; — M d i iloga 0 : M — M
i T © e maneira ana oga b : 7 SO

Sejam 0 < p,q € Z, tais que: [P C J e J9 C . Sabemos que A;(M) = @

considerar a projecao: 6,
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

Considerando s > 7:

lim Mo lim M
S TM S TM

neN
NN
M 0, M

J M 1M
gag] 093071'1;5 Tps T
M M

JsM 4 Ivs M

Perceba que ¢ 0 0, 0 mps = 0, o mp,:
(@ + I"M) 5 s + M 25 )+ M Es 4+ M

(o + I"M) 25 2y + 1" M 25 2 + T M

mas Tps —Tpr € IP"M C J"M, por causa da propriedade de limite inverso, as classes sao
iguais no fim. Assim, existe a aplicagao tracejada no diagrama, entre os limites inversos,
de maneira unica a fazer os triangulos comutarem. Tal aplica¢ao é (x, + I"M) —
(Xnp + J"M). De fato:

(xn +1"M) = (xpp + J"M) — . + J"M.
De maneira completamente analoga a todo processo acima, obtém-se
(Yn + J"M) = (Yng + I"M)
Note que sao inversas uma da outra:
(X +I"M) = (zpp + J"M) = (Xppg + "M ) = (z,, + 1" M)

(Yn +J"M) — (ynq+InM) — (ynqp+JnM) = (Yo +J"M)

Portanto, Aj(M) = A;(M).
(iii) Suponha agora que R é Noetheriano e M é finitamente gerado. Considere uma

resolucao projetiva de M
Pt PP P M0

onde cada P; é um R-mddulo finitamente gerado. Como A; é exato em mddulos
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

finitamente gerados, temos exatidao em:
A[(P.) e — A[(PQ) — A](Pl) — A](Pg) — A[(M) — 0.

Assim, LI (M) = H;(A;(P.)) = 0, i > 0 que é a i-ésima homologia em A(P,). Além

disso, temos que

I
~ Im(dy))  Ker(dy)

H()(P.) = Im(do) =M

pois dy é sobrejetivo. Logo
A]Ho(P.) = A[(M) = Ho(A[(P.)) = A[(M)

ou seja, LY(M) = Aj(M).

Definigao 2.2 (Condigao de Mittag-Leffler). Para a exatidao do limite inverso nds
precisamos da seguinte condi¢ao: um sistema inverso { My, ¢y} de R-mddulos satisfaz
a condi¢ao de Mittag-Leffler (ML) se para cada t, a familia decrescente {py (M) C
M, |t > t} dos submédulos de M, é estaciondria. Em outras palavras, para cada t,
existe um tq > t, tal que para todo t', t” > to, @ui(My) = ppri(Myr) como submédulos
de M;. Vamos destacar quatros casos onde o sistema inverso obedece (ML):

(i) Se todos os homomorfismos ¢y : My — M, forem sobrejetivos. De fato,

wpi(My) = M, para todo t' > t. Note que, se t = 0, temos:

9010(M1) = My, 9020(M2) = 9010<<P21(M2)) = 9010(M1) = M.

E analogamente para t > 0.

(ii) Se para cada t existir ty > t tal que, para todo t' > t(, tenhamos @y (My) = 0.
Direto da definicao.

(iii) Se {M,} for um sistema inverso de um espago vetorial de dimenséo finita sobre
um corpo. De fato: supondo que a dimensao de M; seja igual a n, temos que dimensao
de @pi(Myp) < n. Se, indutivamente, as dimensoes de cada @u (M), t” > ¢/, forem
diminuindo até chegarem em 0, estamos no caso (ii). Se a dimensao estacionar, estamos
no caso (i).

(iv) Se {M;} for um sistema inverso de médulos Artinianos. Imediato.

Lema 2.3. Seja
0— {M} 5 (N2 (P} -0

uma sequencia exata curta de sistemas inversos de médulos. Entao:
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

(i) Se {N;} satisfaz (ML) entao {P;} também satisfaz.

(i) Se {M,} satisfaz (ML) entao a sequéncia de limites inversos

0—limM, - limN;,; - 1limP, — 0
R e

é exata.

Demonstragio. (i) Considere o diagrama comutativo e {M;, af}, {N;, oF} e {P, ¢F}

os sistemas inversos onde k > t:

N, —2~ P,

wfl

Ne ——~ B

PF

A aplicacao
9t|@f(Nk) L of(Nk) = PF(Pr)

estd bem definida, pois, sendo a € N; tal que

pi(a) = b= gior(a) = gi(b) = vigu(a) = g:(0)

e é sobrejetora, porque g;(¢¥(Ni)) = ¥Fgr(Ny) e gr é sobrejetora, ja que a sequéncia é
exata. Assim, como (NN;) satisfaz (ML), segue que 1F(Py) = g:(¢F(Ny)) = g:(F (N)) =
YF (Py) para k, k' suficientemente grandes. Portanto, (P,) satisfaz (ML).

(ii) Como o limite inverso ja é exato a esquerda, resta-nos mostrar que a uiltima
aplicacao é sobrejetora. Tome (p;); € @B. Para cada t, seja F; = g_l(pt). Entao E,
é um subconjunto de Ny e {(E}), 8} é um sistema inverso de conjuntos, com 3% (x;) =

gpf(xk,) para todo xp € Fj. Veja que Bf estd bem definida. Tomando z;, € E) temos

que gx(zy) = pi e dai
Ui (o) = pe = Vi gi(en) = pe = gopr (21) = poe
Além disso, cada F; esta em bijecao com M; através da aplicacao

pe : My — By

my = x4+ fi(my)

onde x; € F; é fixo. A sobrejetividade ocorre porque dado y, € E; temos que g4(x;) =

Ge(ye) = (ye — x¢) € Ker(g:) = Im(fe) = w — 2 = fi(my) para algum m, € My =
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

yr = z¢ + f:(my). E a injetividade pode ser vista tomando x; + fi(my) = z¢ + fy(m}) =
fi(my —m}) = 0= my; =mj.

Agora vamos mostrar que F; satisfaz (ML). O objetivo é provar que existe t; tal
que BF(Ey) = BF (Ey) para k, k' > to. A inclusio fF(Ey) D BF(Ey) quando k' > k
ocorre naturalmente e por isso precisamos mostrar que SF(E,) C BF (Ey) para k, k'
suficientemente grandes. Antes disso perceba que z; fixado em p; pode ser escolhido

arbitrariamente. Dessa forma, analogamente se define

,uk:Mk — Ek

my, = o (Tr) + fr(me)

onde zp € Ey e gp’,j’(mk/) € L), que também ¢é bijetora e sua sobrejecao garante que
qualquer x; € E, pode ser visto como x;, = ¢f (vp) + fiu(m}) para algum m}, € M.
Agora tome y € Bf(Ey), entdo y = Bf(z, + fr(ma)) = ¢f(z) + ¢ (fe(ms)). Mas
z, = oF (vw) + fr(m),) para algum m), € M,. Logo

y = of(f (ww) + fulmy)) + o (fr(me))
of (1) + oF (fr(my)) + oF (fi(mu))
of (zr) + F (fr(m), +my))

= of (zw) + o (fu(my)),

onde mj = mj, + my. Continuando:

y = o (x) + fi(aF(m])) pela comutatividade dos sistemas inversos;
OF (xp) + fi(a¥ (m)))  pois {M,} satisfaz (ML);
OF (xp) + ©F (frr(m!,)) novamente pela comutatividade nos diagramas;
o (op + fio (i)
= B (xp + fo(ml)) pois xp + fr(m},) é um tipico elemento de Ej.

Portanto { E;} satisfaz (ML) como um sistema inverso de conjuntos (mesma defini¢ao).
Como cada FE; é nao-vazio e considerando o sistema inverso das imagens estaveis como
acima, segue que @Et é nao-vazio. Portanto, (p;); é imagem de qualquer elemento
de lim Ey C Jim ;.

0

Em geral, o epimorfismo natural ¢j; definido na Observacgao [2.1| nao é um isomor-

fismo. O teorema a seguir nos da uma condig¢ao para ¢, ser um isomorfismo.

Teorema 2.4. Seja M um R-mddulo e I um ideal de R. Suponha que o sistema {I"*M}

seja estaciondrio, isto €, existe um inteiro positivo n tal que I'M = I"M para todo
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

t > n. Entao o epimorfismo natural
o LE(M) — A (M)

€ um isomorfismo.

Demonstracao. Seja
0oNLPL M0

uma sequéncia exata curta de R-moédulos com P projetivo. Dai:
N ®gr (R/It) — P ®pg (R/It) — M ®g (R/It) —

N/I'N L p/ItP 25 M/I'M — 0
Ar(N) 2148 7Py 249 A (M) = 0
por [2.1] essa sequéncia ndo é necessariamente exata. Mas, ImA;(f) C KerA;(g) e
Ar(g) é sobrejetiva. Basta provar que ImA;(f) = KerA;(g). Como Im(f;) = Ker(g:),
temos K, = Ker(g,) = (f(N) + I'P)/I'P = (N + I'P)/I'P = N/(I'P N\ N) e {K,}
forma um sistema inverso sobrejetivo com aplicagoes @gs : N/(NNI*P) — N/(NNI'P)
com s > t. Segue do Lema [2.3] que

@jt
0 — lim K, —— Ar(P) 2% Ar(M) — 0
t
é exata.
Denot int licagd A;/(N) — N s b
n in i Ty : — r
enote as seguintes aplicagoes por 7 : Af o © T oy T oy © observe
o diagrama:
N h
—————————— A (N
&SNP 1)

ENS7AN
Nm[t7 \ItN

NﬂISP fs ISN

O fato de que f; o/ oy = ¢ps 0 fs o T, garante a existéncia de h no diagrama

acima, por propriedade universal de limite inverso. Agora considere o diagrama:

19



2. Funtores derivados do completamento I-adico

A](N) Ar(f) A[(P)
lm K,

que ¢ comutativo. De fato, tal comutatividade decorre das seguintes aplicagoes:

A[(f)I A](N) — A](P)
(nj+[jN) — (f(nj)—l—IJP)

© TN SENAIP
(nj—I—ItN) — (f(n)]—i-NﬂItP)

o N P
ym e : myap 0 s
(f(n); + NNIP) —— (f(n),+I'P).

A aplicacao h foi definida a partir da seguinte:

N . N
I'N NNItP
n+I'N — f(n)+ NNI'P.

Assim, verifica-se a comutatividade A;(f)(n; + 'N) = (fn(n); + I'P) = Jm j, o
t

h(?’L]’ + I]N)
Note que, se h for sobrejetiva, entao Im(A;(f)) = Im(limj;) = Ker(Ar(g)). As-

t
sim, resta provar que h é sobrejetiva. Seja H, = Ker(f;) : {n € N;n € I'P}.

Logo, H; = (I'P N N)/I'N e {Hy, m41,+} forma um sistema inverso, onde 1 ¢ :
(I'"'PN N)/I"MN — (I'P N N)/I'N sao induzidas pelas aplicagoes do sistema in-
verso {N/I'N}. Perceba que h serd sobrejetiva se { H;} satisfizer (ML), isso por causa

da sequéncia exata
0— {H;} - N/I'N - N/(NNI'P) =0

que continuara exata apds aplicacao do limite inverso, gragas ao Lema [2.3]

Agora, por hipdtese {I'M} é estaciondria. Dessa forma, existe um inteiro ng > 0
tal que I*M = I" M para todo t > ng. Como I'M = I'*(P/N) = (I'P + N)/N, segue
que I'P+ N = [P + N para todo t > ny.
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

Portanto, para qualquer inteiro k e todo t > k + ng, temos

Im(m.) = ((NNI'P)+ I*N)/I*N
= (NN(I*I"7*P+ N)))/I*N (%)
= (NNIkI™P+ N))/I*N.

Em (%) utilizamos a propriedade: Se A D C, entdao (A+ B)NC = A+ (BNCOC),
onde C =NeA=1IFN.
Continuando a prova, observe que a ultima igualdade nao depende de ¢, isso prova

que { H;} satisfaz (ML). Assim, h é sobrejetiva e o teorema esta completamente provado.

]

Corolario 2.5. Seja M um R-mdédulo Artiniano. Entao o epimorfismo natural
o L (M) — A(M)

é um isomorfismo.

Corolario 2.6. Seja M um R-moédulo. Entao as seguintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) IM = M;
(i) Lg(M) = 0;
(iii) Af(M) = 0.

Demonstragao. (i) = (ii). Por hipétese M = I'M para todo ¢t > 0. Portanto,

M

= 0.
ItM

Li(M) = Ap(M) = lim
o v

(ii) = (iii). Segue do epimorfismo natural
o s Lo(M) — Af(M).

(iii) = (i). Suponha para chegar a um absurdo que IM # M. Dessa forma, tome
m € (M —1IM). Assim, terfamos (m-+1M,m+1I*M,...) elemento nao-nulo em Az(M).
O

2.1 Completamento /-adico generalizado e seus fun-

tores derivados a esquerda

Uma interessante definicao para o completamento I-adico para dois moédulos foi

apresentada recentemente por Tran Tuan Nam em [Naml0, Definition 2.1].
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

Seja [ um ideal de R e M, N R-médulos. O completamento I-adico de A;(N) =

I'%Il N sugere a seguinte defini¢ao:

Definigao 2.7. O completamento [-adico generalizado A;(M, N) dos R-médulos M, N
é definido por .
Ar(M,N) = lim(5 ®r M ®r N).
t

Dessa forma percebe-se que A;(M, N) = A;(M ®g N) o completamento I-ddico de
M ®pgr N.

Seja €' (R) a categoria de todos os R-mddulos e homomorfismos. Temos o bi-funtor
A(—,—) :€(R) x €(R) = € (R).
Para cada R-moédulo M, temos o funtor covariante
Ar(M,—):€(R) — €(R).

Assim como no caso do funtor A;(—), note que o funtor A;(M, —) nao é exato nem a
direita nem a esquerda, ja que limite inverso nao ¢é exato a direita e produto tensorial
nao é exato a esquerda. Sendo L;A;(M,—) o i-ésimo funtor derivado a esquerda de
A; (M, —), ocorre que, em geral, LoAj (M, —) # A;(M, —); todavia, LoA; (M, —) é exato

a direita.

Observagao 2.8. (1) Aj(M,N) = A;(N, M).
(ii) Quando M = R, tem-se A;(M,N) = A;(N) o completamento [-adico de N e
LiAr(R, —) = L;A;(—) o i-ésimo funtor derivado a esquerda de Aj(—).

Denote por %), (R) a categoria de todos os R-mddulos M (e homomorfismos) tais
que LoAj(M,N) = A;(M,N) para todo R-médulo N, equivalentemente, o funtor
A;(M,—) é exato a direita. Para cada R-médulo M, €y,(M, R) denota a catego-
ria de todos os R-mddulos N (e homomorfismos) tais que LoA;(M,N) = A;(M,N).
Perceba que €y, (R) e €x,(M, R) sao subcategorias plenas da categoria de R-mddulos
%' (R) e preservam somas diretas finitas de R-mddulos. Mais ainda, se M € %,,(R),
entdo Ga, (M, R) = €, (R). Se P for um R-mdédulo projetivo, entao P € €x,(M, R).

O seguinte teorema mostra que as categorias Gy, (R) e €x,(M, R) sdo grandes, e

elas contém todos os R-médulos Artinianos.

Teorema 2.9.
(i) Seja M um R-mddulo tal que o sistema {I'M}; € estaciondrio, entao M €

Cr, (R).
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

(ii) Se N é um R-mddulo tal que o sistema {I'N}, é estaciondrio, entao N €
Cr, (M, R) para cada R-mddulo M.

Para provar o Teorema 2.9 vamos precisar dos seguintes lemas:

Lema 2.10. Seja f : G — N um homomorfismo de R-médulos. Se f é sobrejetivo
entdo o homomorfismo Ap(M, f) : A;(M,G) — Ar(M, N) é também sobrejetivo.

A prova desse lema é andloga & prova presente na Observagao 2.1l Na verdade a

afirmagao na Observagao 2.1 (i) é exatamente o corolario que vem a apds esse lema.

Prova do Lema 2.10. O epimorfismo f : G — N induz o epimorfismo M Qg f : M ®g
G - M ®r N. Sendo L = Ker(M ®p f), temos que M ®r N = M@’%RG. Entao o

sistema inverso de homomorfismos induzido

M ®@rG

R R
{F RKr M Qg G}t — {ﬁ QR T}t

¢ sobrejetivo. Esse sistema inverso induz a sequéncia

' {Lm e ) } 7 {%} 7 {It<MM®iRG?+ L}t -0

MrG

que é exata ji que L ~ LA I (M @R G) e entio —MOrG)
t - t L+It(M®RrG)
LN (INM @R G)) I'(M @ G) L MosG)
M ®rG ) ) . ) o .
LT I (M &R G) Como o sistema inverso {—Lm(p(M@)RG)) }t é sobrejetivo, aplicando o

limite inverso na sequéncia exata segue que A;(M, f) é sobrejetivo pelo Lema . O]
Tomando M = R, temos uma consequéncia imediata.

Corolario 2.11. Seja f : G — N um homomorfismo de R-médulos. Se f é sobrejetivo,

entao o homomorfismo Ar(f) : Af(G) — Ar(N) também é sobrejetivo.

Lema 2.12. Seja G — L Sy N = 0 uma sequéncia exata de R-modulos tal que o

sistema {I'N} é estacionéria. Entao a seguinte sequéncia induzida

é exata.

Demonstra¢ao. Chamando K = Ker(f), nés temos as sequéncias exatas induzidas

G - K — 0
0O - K - L — N — 0.
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

Do corolario anterior, a primeira sequéncia exata induz a sequéncia exata

Como no inicio da prova do Teoremal|2.4] a segunda sequéncia exata fornece a sequéncia

exata

Portanto, a sequéncia exata induzida

é exata. ]
Agora vamos provar o Teorema 2.9.

Prova do Teorema 2.9. (i) Seja 0 — K L P4 N5 0uma sequéncia exata curta

com P projetivo. Assim temos a sequéncia exata a direita induzida
M@RrK —-M@rP — M®rN —0,

que por sua vez induz a sequeéncia

M,[)

Ar(M, K YD w v, Py MY N v NY 0 (%)

em que Im(A;(M, f)) C Ker(A;(M,g)) e Aj(M,g) é sobrejetivo pelo Lema [2.10]

Assim

~ AI<M7 P)
Lohi(M.N) = 20 T )

~ A(M,P)
Af(M,N) = Ker(Ai(M,g))

Dessa forma, a prova estard completa se conseguirmos mostrar que Im(A;(M, f)) =
Ker(Ar(M,g)), isso resultaria na exatidao da sequéncia (x). Lembre que A;(M, K) =
A;(M ®pg K) para quaisquer R-médulos M, K. Pelo Lema , é suficiente provar que
o sistema {I"(M ®p K)} é estaciondrio. Por hipétese, existe um inteiro positivo n tal
que I'M = I"M para todo t > n. Para cada o, € I",a € M, e b € N, temos que
ana € I"M = I*M. Entao existe oy € I' tal que a,a = asc, para algum ¢ € M. Dai

an(a®b) =a,a®@b=a,c®b=a(c®b).

Assim I"(M @ N) = I'(M ®r N) para todo ¢t > n, e isso conclui a prova de (i).
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2. Funtores derivados do completamento I-adico

(ii) Note que N obedece as hipéteses de (i), logo N € i, (R), ouseja, LoAr (N, M) =
A;(N, M) para cada R-médulo M. Agora pela Observagao , segue que

LoA;(M,N) = Aj(M,N),

isto é, N € 6),(M, R) para cada R-médulo M. H
O Teorema 2.9, nos da as seguintes consequéncias imediatas.

Corolario 2.13.
(i) Se M é um R-médulo Artiniano, entao M € G, (R).
(ii) Se N é um R-médulo Artiniano, entao N € %y, (M, R) para cada R-médulo M.

Corolario 2.14. Seja M, N R-mo6dulos. Existe um epimorfismo
O(M,N) : LoA;(M,N) — A;(M,N).

Demonstragdo. O epimorfismo segue da prova do Teorema 2.9 e decorre da aplicagao

AMP) o M(MLP)
Im(AI(Maf)) KGT(AI(M,Q))‘
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Capitulo 3

Homologia local e médulos de

homologia Koszul

A partir de agora, vamos assumir que R é um anel Noetheriano. E conhecido que
0 i-ésimo médulo de cohomologia local Hi(M) de um médulo M com respeito ao ideal

I pode ser definido por
Hj(M) = lim Ext}y(R/I', M),
t

Como em [SBIW07, Theorem 7.8].

Isso sugere a seguinte definicao.

Definicao 3.1. Seja [ um ideal de R e M um R-médulo. O i-ésimo mdédulo de
homologia local H} (M) de M com respeito a I ¢ definido por

H{ (M) = lim Tor*(R/I% M).

Observagio 3.2. (i) Note que H} (M) = @Hi((R/It) ® F,), onde F, é uma resolucao
¢

projetiva de M. Por outro lado,

LI(M) = Hy(A,(M)) = H,(lim M/I'M) = H(lm((R/I') ® F.)).

t

Existem as aplicagoes ¢; : LI(M) — H!(M) que sdo os epimorfismos dados em
[GM92, Proposition 1.1].

26



3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

(ii) Note que HI(M) = A;(M). De fato,

HI(M) = limTorf(R/I' M)

= lm(R/I") ® M

I

l’én M/I'M
= AtI(M).

Mais ainda, se M for um médulo finitamente gerado, entao pela Observacao [2.1
(iii), para todo i > 0, LI(M) = 0. Portanto, H (M) = 0 por (i).

Teorema 3.3. Seja M um R-mddulo. Entdo as sequintes afirmagoes sao verdadeiras.

(i) Para todo i > 0, o mddulo de homologia local H] (M) € I-separdvel, isto é,

() I*H] (M) = 0.

s>0

(i1) Suponha que (R,m) é um anel local. Entao para todo i > 0,
H{(D(M)) = D(H(M)),

R
onde D(—) = Hom(—, E) denota o dual de Matlis sendo E = E (a) a envoltoria

mjetiva do corpo residual.

Demonstragao. (i) Note que, para qualquer sistema inverso, {M,},
el

Basta considerar as aplicacoes

Igpf IM, — IM;
doami = Y awr(mf)
i=1 i=1

induzidas do sistema inverso {M;, ¥} onde k > t. A inclusdo decorre diretamente da

definicao de limite inverso.
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

Assim,

ﬂ IFHI (M) = r&l]sl'&lTOI‘lR(R/It;M) (veja o Exemplo [A.6]) (*)
>0 s t
C limlim I*Tor®(R/I*; M)
bk

=~ limlim I*Torl(R/I'; M) =
-

ja que I*Torf(R/I*; M) = 0 para s > t, pois I*Torj*(R/I*; M) C Tor[*(I*(R/I*); M) =
0 para s > t.
(ii) Sabe-se que para um sistema direto { N;} de R-mddulos, Jm D(N;) = D(@ Ny)
t t

[Rot09, Proposition 5.26]. Tome F, resolugdo livre de posto finito de I—IE e chame

A = Homp(F,(4}); M) para descarregar a nota¢ao no seguinte célculo:

Tor; (7 D(M)) = Hi(Fu(3) ® D(M))
HL(F(£) @ Homp(M; E))
H;(Hompg(A; E))[Rot09, Lemma 9.71]
H;(D(A))
D(H'(A))
Hompg(H'(A); E)
= D(Ext%(£; M)).

Tts

Assim nés temos

HI(D(M)) 2 1im Torf(7v: D(M))

I

lim D(Exti( 7+ M)

~ D@Emﬂﬁmn
= D(H(M)).
O
Suponha agora que o ideal I é gerado por r elementos zq,...,x, em R. Sejam
xz(t) = (2%, ...,2L) e ke(z(t)) o complexo de Koszul de R com respeito & z(t) que serd

abreviado por K. Para inteiros positivos ¢, k (t > k) existem homomorfismos naturais
Hf’k K — K, dados por Gf’k(ea) =zke,, onde o= (j1,...,5), 1<j1 < <5 <
r. Aqui escrevemos z, para o produto x;, - - - x;,.

Verifica-se que as aplicacoes 0LF : KI*% — K! sio morfismos de complexos (veja a

Proposicao [Str90), Proposition 4.3.1]).
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

Observe que A% forma um sistema inverso de complexos K.
Para um R-mdédulo M, definimos K,(z(t); M) = Ko(z(t)) ®r M o complexo de
Koszul de M com respeito ao sistema z(t) e Hq(z(t); M) seus médulos de homologia.

Entao os homomorfismos induzidos
Ho (0% M) - Hy(z(t); M) — Hy(z(k); M)

fazem de {H,(z(t); M)} um sistema inverso. De fato, dados dois complexos

d d
C., : s Ot — O — s Oy ———
I fk+1l I fkll
D, : v ——= Dy Dy, Dy g —— -
Sis S

onde f = {fx} é uma aplicagdo de cadeias (morfismo de complexos), temos a boa
definigao de Hy(C,) — Hy(D,), no sentido de que leva homologias em homologias:

(i) Leva ciclo em ciclo. Seja z € Ker(dy), dai
dk(Z) =0= 5kfk(z) = fk+1dk(z) =0,

pois fry1 € homomorfismo.

(ii) Leva bordo em bordo. Seja b € I'm(dy1), dai

b= di1(2) = fi(b) = frdis1(2) = Oks1 for (2).

Observagao 3.4. Em [Str90, Corollary 4.2.7] foi provado que se a = (zy,...,2,) € 0

R-mo6dulo M é anulado por b, entao
(a+b)H,(z,M) = (a+b)H?(x, M) = 0 para todo p.

Utilizaremos esse resultado na demonstragao do seguinte lema.

Lema 3.5. Sejam F' um R-mddulo plano. Entao para qualquer inteiro positivo ¢ existe
um ty > t tal que
Hy (05 F) « Hy(z(k); F) — Hy(z(t); F)

¢ o homomorfismo nulo para todo k >ty e p > 1.

Demonstra¢ao. Tome a = (z1,...,x,) e escolha r suficientemente grande tal que a” C

a; = (xf,...,2l) (isso é sempre possivel, basta tomar, por exemplo, r = nt). Agora,

rn

para cada complexo K{ escreva Z, = Ker(d}) para os ciclos e By = Im(d} ) para os
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

bordos em K. Pelo lema de Artin-Rees (tomando M = K] e N = Z! nas notagoes do

lema [Str90, Lemma 2.1.1]), 3s; > 0 tal que, para s > s; tem-se
ZyNa*K, = a* (2, Na™ K}).
Em particular, para s = r 4 s1, temos as inclusoes
Zf) N ast7 = a’"(Z; N ale;) C aTZ}t7 C atZ; C B;.

A dltima inclusdo é consequéncia da Observagao [3.4]

De fato, nas notacoes da Observacao , fazendo M = R temos b = (0) e entao

A wZt + Bt
atﬁ20:>%:0:>atZégB;
p p

Agora, vamos provar que H,(6,75°) = 0 para s > so =7+ s1 e p > 1. Como 675°
¢ um morfismo de complexos, temos 0,7**(Z**) C Z], e precisamos mostrar agora
que 0.t(Z*) C B}. Sabemos que 6/"**(K"*) C a®*K}, pela defini¢ao de 6,*** (por
isso pedimos p > 1, j& que no caso p = 0 terfamos 05"*(Kt™) = R que poderia nao
estd contido em a®K§ = a’R), assim 0,7*°(Z/**) C Z/ Nna°K, C B}, ou seja, os ciclos
estao indo nos bordos, isto é, no zero do quociente, assim H,(6,7*°) = 0. Denote agora
k=t+sety=1t+ sy Portanto, o resultado segue da exatidao do funtor — ®p F

quando F' ¢é plano. O

Lema 3.6. Seja
O—+K—=>F,1— - —=F—=>M=0

uma sequencia exata de R-modulos com F); plano. Entao

lim Hyyo(a(6); M) 2 im H, (2(t); K), § > 1

r&lﬂi@(tﬁ M) = Ker(A/(K) — Ar(Fiy)).

t
Demonstracao. Decompondo a sequéncia exata longa em sequéncias exatas curtas, nos

precisamos apena provar o caso i = 1. A sequéncia exata curta

0 KL RS M0
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

gera a sequéncia exata longa de médulos de homologia Koszul:

i 11 & I3 9
AR Hjq(x(t); Fo) RARN Hjq(x(t); M) = Hj(z(t); K) = H;(z(t); Fo) = - -

I ) M) D K Ja( K L Fofz(t)Fy L MJz(t)M - 0.

Entao temos as seguintes sequéncias exatas
0— ]m(g;-H) — Hjq(z(t); M) — ]m(5§~) — 0

0 — Im(8}) — H;(x(t); K) — H;(z(t); Fo)

para todo 5 > 0.

Observe que os homomorfismos do sistema inverso {Im(g,,)} induzidos dos ho-
momorfismos H;1(64%; Fy) sdo nulos para todo k e para t suficientemente grande, pelo
Lema [3.5] De fato,

p
gﬁi’f P Hypa(z(t + k), Fo) —— Hja(z(t + k), M)

g Hyn(z(k), F) Hji(z(k), M)

é comutativo e a composicao T o) = p o0 = 0, ou seja, Im(y) C Ker(rw), isto é,

| tm(w) = 0. Agora, tem-se
@Im(g§+l) = {(2); z, = f,f(“ﬂ’ = a; = fi (211) =0
t

para t suficientemente grande, x,41 = f{f7(z412) = 0. Logo l'glfm(g;iﬂ) = 0. Nova-

¢
mente pelo Lema , temos Jm ;(z(t); Fo) = 0. Agora pelo Lema 2.3 (ii):
¢
0 — lim Im(gt,,) — lim H,(x(t); M) — lim Im(8%) — 0
% i+ % j % J

¢ exata, logo im Hj.q(z(t); M) = @Im(éj)
t t

Analogamente, lérlllm(éz) = lim H; (z(t); K). Portanto,
¢ ¢

Wm My (z(t); M) = lim H;(z(1); K)

t t
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

para todo 7 > 1, e

Wm M (z(t); M) = l'&l]m(é(’;) = l’&lKer(ft) = Ker(Ar(K) — Ar(Fp)). (%)

t

O segundo isomorfismo é garantido pela exatidao. Também usamos que Jm (z(t); K) =

A;(K). Isso ocorre porque as topologias s@o equivalentes, implicando limites inversos

isomorfos. Veja:
a=(x1,...,2,),a" = (21,...,2,)", a; = (2, ... 2")

" Ca; CaeayCa™Cay.

Em (%) provamos para o caso ¢ = 1, mas o resultado é vélido para i > 1. De fato,

considere a resolucao livre

\/

/\
\/
/\

W M (z(t); M) = L jri-1(z(t); Ko)
L jri—2(z(t); K1)

e note que

= lim H(2(t); Kis) (%)
= lim Hj(z(t); K1)

«

que ¢é o resultado desejado, levando em conta o “pedaco”da sequencia exata:
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

0 Ki 4

Fl\\ Ki/m
Y

e usando (%) para a sequencia exata curta
0—- K, 1 —>F_1—K,_5—0,
observando que K;_; é o médulo K do enunciado e considerando j = 0 em (x), temos
@Hi(g(t); M) = @Hl(g(t); K o) = Ker(Ar(K) — Ar(Fi-1)).
t t

]

Agora nés ja podemos mostrar que o médulo de homologia local H! (M) pode ser
calculado pela homologia Koszul, e portanto a definicao aqui abordada é equivalente

a uma definicdo apresentada por Z. Tang de homologia local para médulos Artinianos
(veja [Tan94]).

Teorema 3.7. Seja M um R-mddulo. Entao
H! (M) 2 lim Hy(2(t); M),
i

para todo i > 0.

Demonstracao. Se i = 0, temos

HI(M) = Ap(M) pela Observacao [3.2] (ii)
.M
= i M i topologias sa ivalent
=~ lim ois as topologias s@o equivalentes
i 3 p polog quiv

= i Hola(t); M),
i
Agora suponha que i« > 0. Seja

O-K—->PFP 41— —=F—-M=0
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

uma sequencia exata com P; projetivos. Dai, pelo Lema temos os isomorfismos:
W H;(z(t); M) = Ker(Ar(K) = Ar(Fi))
t
aplicado a sequéncia (x) abaixo

0—>K—=>P_1— K,_5—0(%)

0——=K =K, —Pi, Pia (*)

N,
N

e observando que H;(z(t); M) = Hy(z(t); Ki—2) em (x).

R
K;_5) = Torf(=; M), e também aplicando Tor’(=; —)

Por outro lado, temos Tor?'( 7

ﬁ;
em (%), que induz

R R K P_ K;_
- R, ReZ". - 2
0= TOI'l (ﬁ, Pi_l) — TOI"1 (ﬁy Ki—?) — Tt K - [tPi—l — [tKi72 — 0.
De onde temos: R K p
r R i—1
0= Torl(7 M) = g = Ty

aplicando 1£n :
t

0— H' (M) S Aj(K) — A(Py),

7

sequencia exata.
Dai,
HI(M) = Im(H/(M)— Ai(K)) pois ¢ é injetora
Ker(Aj(K) — Af(Pi—1)) por exatidao
lim H;(z(t); M).
i

I

]

Note que H}(M) tem uma estrutura natural de A;(R)-médulo. De fato, basta

considerar

Ar(R) x H{(M) — H] (M)
((xn + In)m (Zn + Bn)n) — (xnzn + Bn)n
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

de modo que x,, — xp11 € [" € 2, — 211 € By,.

Resta mostrar que z,z, — Tp+12n+1 € B,. Note que

Tpin — Tp4+1fn+1 = Tpln — Tp+1n +xn+lzn —Tp+1”n+1 — (l‘n - xn—&-l)zn +In+1 (Zn - Zn—‘rl)

mas (, — Tpi1) € I" e (2, — 2py1) € B
Como consequéncia do Teorema daremos a seguir uma versao do Teorema de
Independéncia, bem conhecido em teoria de cohomologia local, na teoria de homologia

local.

Teorema 3.8 (Teorema da Independéncia). Seja f : R — R’ wm homomorfismo
de anéis Noetherianos e M um R'-mddulo. Entdo temos um isomorfismo de Ar(R)-
modulos

H] (M) = H[" (M)
para todo i > 0.

Demonstracao. Suponha que o ideal I seja gerado por r elementos 1, xs,..., T, em

R. Entao IR’ é gerado pelos elementos y1,¥s, ...,y em R’ onde y; = f(z1),...,yr =

»<rr

f(xy). Sejam z(t) = (zf,25,...,2%) e y(t) = (yi, %5, -..,4.). Entao podemos verificar
que
Hi(x(t); M) = Hi(y(t); M) (%)

¢ um isomorfismo de R-moédulos. Vamos provar para o caso ¢ = 0 e o caso ¢ = 1,
considerando t =1 e r = 1, e os demais casos sao analogos. Observando os complexos
0 - R & R = 0
0O - M — 0

obtemos o complexo de Koszul
Koy M):0 5 R op M2 M2 R @p MM —0

l@m— y(1®@m)

com (1 ®@m) =1®ym =1® f(x;)m. Analogamente se constréi Ko(z1; M), onde

se estabelece o diferencial z;(1®@m) =z, @m=1® rym =1 ® f(x1). Dai

B M B M
_ZﬁlM_ylM

HQ(ZL“l;M) :HU(yl;M)’ (*)

e também vemos que (0 :p; 1) = (0 :p7 1) jd que zym =0 < f(x1)m =0< yym = 0.
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3. Homologia local e médulos de homologia Koszul

Logo:

Hi(z; M) = (03 x1)
(0 y1)
{m € M;ym = 0}

Ke"ﬁ(,uy:l)
= Hi(y; M).

Perceba que (%) também é um isomorfismo de %—mo’dulos, pois temos a boa
defini¢do no sentido de que 0/ - my = Op, ja que z(t)H;(z(t); M) = 0, como em (%).
Aqui 0’ denota o zero de z (f) = Portanto, aplicando 1%1 em (%), concluimos que

H{ (M) = H™ (M)
como Ar(R)-médulos, pelo Teorema [3.7] ]

Ao leitor mais curioso recomenda-se o artigo [Naml10, Definition 2.1], no qual a

definicao de i-ésimo moédulo de homologia local generalizado

M
H!(M, N) = lim Tor(
&

N
oIk

¢ apresentada. Neste mesmo artigo, alguns resultados para modulos de homologia
local generalizados sao exibidos, cujos enunciados e provas assemelham-se com os aqui

apresentados para médulo de homologia local.
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Capitulo 4

Homologia local de mdédulos

Artinianos

Neste capitulo, vamos estudar médulos de homologia local de médulos Artinianos.
Deve-se mencionar que Greenlees e May deram uma definicao para médulos de homolo-
gia local sobre qualquer anel comutativo em [GM92, Definition 2.4], que, em geral, ndo
coincide com a definicao Todavia, elas coincidem no caso Artiniano. Além disso, a
defini¢do aqui abordada retorna médulos mais satisfatorios (levando em consideracao

os cdlculos e resultados obtidos) no caso de médulos Artinianos.

4.1 Sequéncia exata longa de homologia local

Primeiro vamos mostrar nesta secao que a definicao |3.1| coincide com a definicao de
Greenlees e May [GM92, Definition 2.4] quando M é Artiniano. A defini¢ao de Green-
lees e May é a seguinte: H! (M) = H;(Hom(Tel(K*(a"); M))) ou de forma alternativa,
H! (M) = H;(Mic(K.(a") ® M)). Para melhor compreensao veja o apéndice

Proposicao 4.1. Seja I um ideal de R e M um R-moédulo Artiniano. Entao

H!(M) = LE(M)

(2

para todo 7 > 0.

Demonstragao. Por [GM92, Proposition 1.1] temos a sequéncia exata curta, para todo
1 >0,

0— @;Torf;l(R M) — LI(M) — H} (M) =0

ﬁa
onde ljmi denota o primeiro funtor derivado a direita do limite inverso.

Como M é um R-moédulo Artiniano sobre um anel Noetheriano, verifica-se que
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4. Homologia local de médulos Artinianos

Tor;’, (f:

R .
765 M) é um R-médulo Artiniano. De fato, como Iz é finitamente gerado,

- R .
podemos tomar uma resolucao livre de I onde cada termo tem posto finito para

o calculo do Torﬁl(%, M). Veja:
TOer(ﬁ: M) = Hi+1(P°(%> ® M) = %
onde N C K C M™+ e BH(%) = R+,
Assim, {Torﬁl(%; M)} satisfaz (ML), de modo que o limite inverso é exato, pelo
Lema (ii), acarretando @iTorﬁl(%; M) = 0, de onde segue que H! (M) = LI(M).

]

Perceba também que, por [GM92, Theorem 2.5], temos “MHI(M) = LI(M)
(onde “~MHI(M) denota aqui a definicio de médulo de homologia local dada por
Greenlees e May [GM92, Definition 2.4]). Portanto, Hf (M) = =M HI(M).

O proéximo resultado é consequéncia imediata da Proposicao , que mostra (pela
terminologia do J. Rotman [Rot09]) que a sequéncia de funtores H}(—) é fortemente
conectada positiva na categoria de modulos Artinianos, isto é ttil na continuacao do
trabalho.

Corolario 4.2. Seja
0O—-M —>M-—->M"—0

uma sequéncia exata curta de médulos Artinianos. Entdo temos a sequéncia exata

longa de modulos de homologia local
oo = HI(M') — HN (M) — H (M") — -
o= HY(M') = HJ (M) — Hj(M") — 0.

R
Demonstracao. Basta aplicar o i-ésimo funtor derivado a esquerda do funtor ljm(ﬁéi)—)
t

a sequencia exata curta. A exatidao da sequéncia longa decorre diretamente da exatidao

R _
a direita dos funtores (ﬁ ® —) e L{. Por fim, basta usar a proposigao ]
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4.2  Aciclicidade de H!(M)

Lema 4.3. Seja {M;} um sistema inverso de R-mddulos Artinianos e N um R-mddulo

finitamente gerado. Entao temos isomorfismos
Tor(NV; Jm M;) = Jim Tor®(N; M,)
t t

para todo 7 > 0.

Demonstragao. Seja
F:w-—wF—->FK 11— —=F—=>F—-N=0

uma resolucao livre de N com F; médulos finitamente gerados, que pode ser obtida
pois R é Noetheriano e N ¢é finitamente gerado. Agora note que cada F; é da forma
R* copias finitas de R, assim, para cada Fj:
E ®lth = Rai ®lth
i s
= (R®---©R)@lim M,
t
= (R@l#th) G- D (R@@Mt),
t t

mas LMt tem estrutura de R-modulo, logo (L m M) = L(Mt)a pois o limite

1nverso comuta com produto direto, e por «; ser ﬁmto produto direto e soma direta

coincidem. Dai, basta escrever M, = M; ® R“ e temos:
R
Dessa forma, para resolucao Fy:
Fo Qr lglMt = I&H(Fo QR Mt) (*)
t t

Por outro lado, como M; é Artiniano para todo t, e F; é livre de posto finito,
temos que F; ®g M; é Artiniano, por ser soma direta finita de Artinianos. De fato,
sabemos que, dada uma sequéncia exata 0 — M’ — M — M"” — 0, temos que M
é Artiniano < M', M" sdo Artinianos. Mas podemos escrever M = M’ & M”, de
modo que, iterando temos, 0 — M" ! — M"™ — M — 0, se M ¢é Artiniano, M™ é

Artiniano. Agora, retomando a demonstracao, como F; ® g M; é Artiniano para todo

39



4. Homologia local de médulos Artinianos

i, t, {F; ®r M,} satisfaz (ML), e pelo Lema , 1£1 é exato. Portanto
t
1'&HHZ‘(F. ®r M) = HZ(I&H Fo ®pr My). (%)
t t

Por fim:

Torf(N;lim M;) = H;(F,® lim M)
& s

112

Hilim(Fa© M) por (+)

1%

Wm, H;(F, @r M) por (%)
= lim Tor?(N; M,).
i

Proposigao 4.4. Seja M um R-mddulo Artiniano. Entao

Hf(Hf(M))g{ H{(M), i=0,j>0

0, >0 j>0

Demonstragao. Pelo Lema [4.3]

. R R
HY(HJ(M)) = lim Torf'(75:lim Torf'(7-3 M)
t S
o R R
- gﬂm%ﬁﬁgﬁﬁggM»
- R R
o l&nlg_nTorf(ﬁ;Torf(F;M))-
s t

Seja = (x1,...,x,) um sistema de geradores de I e z(t) = (2! xL). Portanto,

R r

pelo Teorema [3.7], aplicado ao moédulo Torf‘ (ﬁ’ M) temos que

R . R R
H{(TOTf(FSM)) = l\g:nTorf(ﬁ;Torf(—[s;M))
R
~ lim H; - Tor(—; M)).
i H, (a0, Torf (755 M)

Logo
HECHY (M) = Y im Hi(a(0); Torl'(10; M),

R R
Do fato de que I°* C Ann(Torf(F;M)), tem-se g(t)Torf(F;M) = 0 para todo
t > s, ja que z(t) € I° para todo t > s.
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Dai, pela exatidao do complexo de Koszul, segue que

B,

) = Torl (1

Ho(x(t); Torf( T

Dessa forma, para ¢ = 0,

FACHI(M)) = tim i Fio(a(0); Torf (70 M)

R
~ Timli ReZ".
= lgznlginTorj(Is,M)
R
. R .
lgzn Tor; (F, M)
>~ HI(M).

No caso em que ¢ > 0, novamente pela exatidao do complexo de Koszul, temos
lim T 1 M))=0
o 1 (a(0); Torf (M) = 0.

de onde segue que

Corolario 4.5. Seja M um R-médulo Artiniano. Entao

0 =0
m(rn=y ool
HI(M), i>1

t>0

Demonstracao. Como M é um R-médulo Artiniano, existe um inteiro positivo n tal

M
que I'M = I"M para todo t > n. Assim ﬂItM =1"M e Aj(M) = oL Portanto
t>0
nos temos a sequéncia exata curta de médulos Artinianos

0— (I'M = M — Ay (M) - 0.

t>0

Pelo coroldrio 1.2 nés temos a sequéncia exata longa de mddulos de homologia
local:
= H, (A (M) — HI((VI'M) — HI (M) — H{(Ar(M)) -

7
t>0

— HI(Aj(M Hy(\I'M M) L HL(A (M) = 0. (%)
£>0
Mas, note que A;(M) = HE(M) (Observagao [3.2fii)), dai, pela proposicio ante-
rior, HL(H(M)) = HI(M) implicando, Hl (M) = H}(A;(M)), ou seja, g é bijetora
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e Im(f) = Ker(g) = 0, assim Im(h) = Ker(f) = Hé(ﬂ I'M) isto é, h é sobre-
>0

jetora, mas H{(A;(M)) = HI(HI(M)) = 0 pela proposi¢do anterior, dessa forma
Hé(m I"M) = 0. Novamente pela proposicao anterior, H! (Ho(M)) = H! (A;(M)) = 0.

>0
Portanto, basta observar a sequéncia (*) e concluir que

H! (ﬂ FM) ~ HI (M),
t>0

para ¢ > 1. O

4.3 Mobdulos de homologia local Artinianos e No-

etherianos

Se M é um moédulo Artiniano sobre um anel local (R, m), entdo parat > 0et > 0,

R

R . .
Tor; (ﬁ’ I
de moédulo sobre o completamento m-adico R de R. Essa afirmacao pode ter a hipdtese

M) também é um R-médulo. Segue daf que Tor?(=; M) tem uma estrutura
de M ser Artiniano enfraquecida para Supp(M) C V(m).

De fato:
RxM— M

((a; +m"),x) — apx

onde n ¢ tal que m"z = 0, implicando a,x = an17, ja que a; — a, € m", para j > n,
dai (a; — a,)x = 0. No caso em que M é Artiniano, a existéncia de n é garantida pelo
Lema de Nakayama. Suponha agora o caso Supp(M) C V(m). Dessa forma, do fato
de que Supp(M) C V(m), segue que Supp(Rx) C V(m), mas Supp(Rz) = V(Ann(z)),
pois Rz é finitamente gerado, agora aplicando J(_), temos \/m(:c) D ym=m e
digamos que m = (rq,...,75), pois R é Noetheriano. Dali, para cada r; existe o; € N

tal que 7"z = 0, considerando n = oy + - - - + as, segue que m"z = 0.

Observagao 4.6. Se M é Artiniano, entao Supp(M) C V(m).

Demonstra¢ao. Suponha por absurdo que existe p € Supp(M) tal que p C m. Como R

¢ Noetheriano, temos que Supp(M) = U V(p), dai 3q € Ass(M) tal que p D q.
pEAss(M)
Como ¢ = (0 :g x) para algum x € M, podemos considerar o homomorfismo sobrejetor

L, , R . R
R — Rx, r — rx, cujo nicleo é q. Logo — = Rx. Agora note que dim — > 1
q q
m, . - R R o
—), isso significa que — nao é Artiniano como —-mddulo, isso implica que —
q q q q
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nao é Artiniano como R-moédulo. Dessa forma, Rz nao é Artiniano como R-mdédulo,

mas Rx é submoédulo de M e isso é um absurdo porque M é Artiniano. O
Portanto H!(M) pode ser considerado como R-médulo.

Proposicao 4.7. Seja (R,m) um anel local e M um R-mddulo Artiniano. Entao
H™(M) é um R-médulo Noetheriano para todo i > 0.

Demonstragao. Pelo corolédrio @ temos H*(M) = H{“R(M ), podemos assumir, para
fins de homologia local, que (R, m) é completo. Assim, como M é Artiniano, D(M) é
Noetheriano [BS98, Theorem 10.2.12]. Portanto, H:(D(M)) é Artiniano [BS98, The-
orem 7.1.3]. Como M é Artiniano, temos a injecdo M —» E" [BH98, Theorem 3.2.13),

onde E = E(R

—) en € N. Dai temos o diagrama:
m

M : E"

— > DD(M)——> DD(E") = E" ()

onde o isomorfismo M = DD(M) ocorre por causa dos isomorfismos dos extremos.

O isomorfismo (*) acontece porque, quando R é completo, temos o isomorfismo R —
D(E), implicando no isomorfismo DD(E) — D(R) = E. Agora, pela Teorema[3.3] (ii):

HP(M) = HP(DD(M)) = D(H,(D(M))).

2

O dual de um médulo Artiniano é Noetheriano. Portanto, H(M) é Noetheriano.
[

Lema 4.8. Seja M um R-médulo Artiniano e a um ideal de R tal que aM = M. Entao
existe x € a tal que zM = M.

Demonstracao. Como qualquer médulo M Artiniano é representavel, escreva M =
My + - - -+ M, uma representacao secundaria minimal de M, de modo que cada M; é
p;-secunddrio, isso significa que Ann(M;) D pf* para algum «;. Além disso, denotando

fy : M — M a aplicacao dada por m — xm com = € R, temos que
i € sobrejetiva < x ¢ U i
i=1
Agora suponha para chegar a um absurdo que xM C M para todo = € a, dessa forma

a C Upi, mas pelo Lema da esquiva, a C p; para algum j. Sabendo que aM = M
i=1
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segue que a® M = M, onde «; é tal que Ann(M;) D p?j. Assim

M = a%M
< pyM
— P+ M)
= WM g M M,
= p;‘xj(Ml_'_"i_Mjfl‘i‘Mj+1+"‘+Mr)
C M.
Absurdo. m

Proposicao 4.9. Seja M um R-mddulo Artiniano e s um inteiro positivo. Entao as
seguintes afirmacoes sao equivalentes:

(i) H (M) é Artiniano para todo i < s;

(ii) I € \/Anng(H](M)) para todo i < s.

Demonstragdo. (i)=(ii). Seja i < s. Como H]}(M) é Artiniano para todo i < s,
temos que I' H! (M) = 0 para algum inteiro positivo ¢ pela proposigao (i). Portanto
1 € /Anng D))

(i))=-(i). Vamos usar inducio sobre s. Quando s = 1, HI(M) é Artiniano, ji que

R M
R/ _ I IRt £ 1 .
Tory (—, M) = —@M = Hy(M) —l%llnébM —l%n[nM = Tl para algum n € N,
ja que M é Artiniano.
Seja agora s > 1. Pelo coroldrio [4.5] para fins de homologia local, podemos “trocar”

M por ﬂ I"M. O dltimo médulo na intersecao é simplesmente ™M para n suficiente-
n>0
mente grande. Dessa forma, temos M = m I"M = I" M para suficientemente grande.

n>0
Assim, M C I"M Vn, entao M C I'M implicando M = IM. Podemos considerar essas

igualdades porque vamos trabalhar com limite inverso, ou seja, com n suficientemente
grande. Como M ¢é Artiniano, existe um elemento x em [ tal que oM = M, pelo
lema Assim, como R é Noetheriano e utilizando a hipétese (ii), existe um inteiro
positivo ¢ tal que I C (\/Ann(H!(M)))! C Ann(H/(M)), e logo z'H] (M) = 0 para

todo ¢ < s. Entao a sequéncia exata curta
t a
020" >M—>M-—>0
gera, pelo Coroldrio [£.2] a sequéncia exata

0— Hl (M) — H/(0: 2") — H (M) — 0. (%)
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A sequéncia (x) ocorre por causa da sequéncia exata longa
s HIL (M) =5 HL (M) — HI(0 1y o) — HI(M) 225 HI(M) — -

Como Im(f) =0 = Im(g), podemos construir ().
Além disso, I C \/AnnR(HlIH(M)) e I C\/Amng(H/(M)) parai < s — 1, e como

VAR (H(0 20 2)) = \Ann(H, 00) 0y /A E] (01)),

segue que I C v/Anng(HJ(0 1y 2t)).
Agora, suponha que I C \/Anng(H/(M)) para cada i < s. Isso implica que
I C /Anng(H/(M)) Vi < s — 1, e por hipétese de indugio H!(M) é Artiniano

Vi < s — 1 quando M é Artiniano. Dessa forma, resta provar para ¢ = s — 1. Basta

considerar o médulo Artiniano (0 :j; '), de modo que I C /Anng(H/(0 s 2t))

implica H(0 :p; #) Artiniano para todo i < s — 1. Considere i = s — 2, em () temos
0 — HL (M) HL (023 2%) — HL,(M) — 0

exata, mas H! ,(0 :j; x') é Artiniano e h é injetiva, podemos identificar H! (M) com
Im(h) que é submédulo de um médulo Artiniano. Portanto, H! (M) é Artiniano para

todo 7 < s. O

4.4 Resultados de anulamento e nao-anulamento

Primeiro, vamos relembrar o conceito de dimensao Noetheriana de um mdédulo Arti-
niano M, denotado por KdimM, devido a Roberts [Rob75] (que em seu texto original a
chama de dimensao de Krull, mas essa nomenclatura nao é mais utilizada atualmente).
Seja M um R-moédulo Artiniano. Quando M = 0 consideramos KdimM = —1.
Entao por indugao, para qualquer ordinal «, dizemos que KdimM = « quando (i)
KdimM < « é falso, e (ii) para qualquer cadeia ascendente My, C M; C --- de
submddulos de M, existe um inteiro positivo mg tal que K dim(MML:) < « para todo
m > mg. Assim M é nao-nulo e Noetheriano se e somente se KdimM = 0. De fato,

M
(Lﬂ) = —1, para m suficiente-

pois terfamos que KdimM = —1 é falso e Kdim
mente grande, ou seja, toda cadeia ascendente é estaciondria. Agora, provaremos um
Teorema de anulamento de homologia local, que é dual ao Teorema de Grothendieck

de anulamento de cohomologia local para médulos Noetherianos.
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Proposigcao 4.10. Seja M um R-mdédulo Artiniano com KdimM = d. Entao para
todo @ > d,
H} (M) = 0.

Demonstracao. Vamos provar por inducao sobre d = KdimM. Quando d = 0, M ¢é
Noetheriano. Portanto H! (M) = 0 Vi > 0 pela Observa(;éo (ii). Suponha agora que

d > 0. Note que KdimM > K dim(m I'M). Logo, pelos mesmos argumentos usados

>0
na prova da proposic¢ao [£.7, podemos assumir sem perda de generalidade que existe um

x em [ tal que xM = M. Assim a sequéncia exata curta de modulos Artinianos
00— M3M-—0

gera a sequéncia exata longa

oo > HIN 0y o) — HY(M) S HI (M) — HE (0 2) — -+

(2

Pela prova de [Rob75l Proposition 4] temos que Kdim(0 :p; ) < d — 1, e por
hipétese de indugao H!(0 :y x) =0Vi > d — 1. Agora, se i — 1 = d, temos H! (0 :p
x) =0comi=d+1,ouseja, i >d. Assim H! (M) = xH!(M),V i > d, de onde segue
que

H] (M) = 2" H] (M) (%)

Vn>0ei>d Considere o diagrama

m

0 HI(M) —— 2™H!(M) ——— 0
0 H{(M) —— a«"H/(M) —— 0

para n > m.
A partir desse diagrama, podemos perceber um isomorfismo entre os sistemas in-

versos { H! (M), z""™} e {z"H! (M), ¢}, onde cada "™ ¢ isomorfismo e cada ¢, é

inclusao. Logo, aplicando lim em (x)(veja exemplo [A.6)):

HI (M) = () «"H] (M),

n>0
mas ﬂ 2" H (M) = 0 pela Teorema (i).
n>0
Assim, HI(M)=0Vi>d. O
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Observagao 4.11. Segue da Proposicao 4.1/ e de [GM92, Corollary 3.2] que H} (M) = 0

para todo i > dimR. Entretanto, foi provado em [Nha] que KdimM < dim(m)
em geral, e que existe um mddulo Artiniano M sobre um anel Noetheriano nao-local
R tal que KdimM < dim(h%) [Nha, Examples 5.1,5.2]. Desse modo, KdimM <
dimR. Isso mostra que a Proposi(;zio é realmente mais forte que o resultado [GM92),

Corollary 3.2].

Para o tultimo resultado nés precisamos de alguns fatos da teoria de representacao
secundaria para moédulos Artinianos, que é em alguns aspectos dual da teoria de de-
composi¢ao priméria para modulos Noetherianos. Resultados dessa teoria estao dis-
poniveis em [Kir73], [Mac73] e [Menl6]. Aqui seguimos a terminologia de Macdonald
em [Mac73]; a qualquer R-médulo Artiniano estd associado um conjunto de ideais
primos AttgM chamados ideais primos anexos de M. Antes disso necessitaremos do

seguinte lema.

Lema 4.12. Seja (R, m) um anel local completo e M um R-mddulo Artiniano. Deno-

tando por ¢(N) o comprimento do R-médulo N, temos que

, ( D(M)

para cada n € N. Em particular

Kdim(M) = dimD(M).

D(M
Demonstrag¢ao. Demonstraremos o isomorfismo # >~ D(0 :3 m™). Note que
mrD(M)
D) s ®gr Homg(M, E)
- 7 — - m
m"D (M) mr LA
R
= HomR (HOIIIR <—,M) ,E)
m?’l
= HOIHR((O M m”), E)

Como ¢ (-2 ¢ finig (D(0 3 m") = £(0 :pr m") também & finit
omo ¢ | ————= | é finito segue que : = : ambém € finito.
o - D(M)
Mais ainda, pelo Teorema da dimensao [AK12, Theorem 21.4] o grau de ¢ m"D—(M)
¢ igual a dimD(M). Por outro lado, por [Rob75, Theorem 6] temos que o grau de
0(0 :pr m™) é igual a KdimM. Portanto Kdim(M) = dimD(M). O
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Proposicao 4.13. Seja (R,m) um anel e M um R-médulo Artiniano nao-nulo com
KdimM =d. Entdao H}}(M) #0 e

~

Assp(HT (M) = {p € Attx(M); dim(R/p) = d}.

Demonstragio. J& que H™M) = H™(M) como um R-médulo pelo coroldrio
e KdimpM = KdimzM por [Sha89, Proposition 1.12|, é suficiente provar a pro-
posi¢do no caso em que R é um anel local completo. Entao o dual de Matlis D(M)
¢ um R-mdédulo nao-nulo finitamente gerado [BS98, Theorem 10.2.12]. Mais ainda,
Att(M) = Ass(D(M)) () por [ShaThl, Proposition 2.3]. Além disso, pelo Lema [4.12]
segue que dimD(M) = KdimM = d. Assim H.(D(M)) # 0 e Att(HI(D(M))) =
{p € Ass(D(M)); dim(R/p) = 0} [BS98, Theorem 7.3.2]. Agora por (x):

Att(HE(D(M))) = Ass(D(HZ(D(M)))), pelo Teorema [3.3] (ii)

= Ass(H}MD(D(M)))), ja que(R,m) é completo
(

e segue o resultado por causa de estrutura de R-médulo de HT}(M). ]
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Apeéendice A
Limite inverso

Um conjunto de indices J com a relacao =< é chamado pré-ordenado se satisfaz
(i) Reflexividade, isto é, ¢ < i para todo i € J;

(ii) Transitividade, isto é, i < j e j = k implicam que i =< k.

Diremos que (J, <) é um conjunto dirigido se em adicdo a (i) e (ii) satisfizer:

(iii) Para cada par i,j € J existe um k € J tal que i < ke j < k.

Definicao A.1 (Sistema inverso). Sejam A um anel e J um conjunto pré-ordenado,
um sistema inverso é uma familia de A-moédulos {M,},c; indexada por J e uma familia
de A-morfismos gof : M; — M;, para cada par de indices i,7 € J tais que i < j que
satisfacam as seguintes condigoes:

(i) ¢! = idyy,, para todo i € J.

(i) o @k = ¢F, sempre que i < j < k em J.

Definigao A.2 (Limite inverso). Tome agora o produto direto HMk e os seguintes

k
diagramas, para cada ¢ = j:

[T M,

M; . M,
©

i

onde 7, : [[ My — M, séo as projegoes do produto direto. Em geral, estes diagramas
nao comutam. Considere entao o subconjunto @Mk C J[ My, dado pelos elementos
(zy) tais que ¢} o mj(xg) = x;. Perceba que Jm M ¢ um submédulo de 1My e
restringindo as projecoes 7, a 1&1 M, os triangulos no diagrama a seguir comutam por

defini¢ao, sempre que ¢ < j em J:
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O modulo @ M, é chamado de limite inverso do sistema { M}, apg }s

Proposigao A.3 (Propriedade universal do limite inverso). Seja { My, ¢}, um sistema,
inverso de A-médulos. Se M é um A-médulo qualquer junto com morfismos ¢ : M —

My, para cada k € J, tais que os triangulos do diagrama seguinte comutam

entao existe um tnico morfismo h : M — @Mk tais que todos os triangulos no

seguinte diagrama comuta:

Jim

ou seja, m; o h = q;, para todo j € J.
Demonstragao. Para definir h, seja © € M e h(z) = (qx(z)). Note que se i < j entdo,
903 o m;(qr(x)) = 90?(%(37)) = qi(z)

porque o primeiro diagrama do enunciado comuta por hipétese. Disso resulta que
(qr(2)) € im M, e portanto h estd bem definida. Como os g sao morfismos, i também

é. Agora, se x € M, calculando

mj o h(x) = 7j(qk(z)) = ¢;(x)

vemos que h faz todos os triangulos do segundo diagrama no enunciado comutarem.
Sev: M — @Mk ¢ outro morfismo tal que m; oy = ¢;, para todo j € J, entao

se x € M, escrevendo y(z) = (z) € l&n]\/[k e aplicando as projecOes canodnicas 7,
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temos que 7;(y(x)) = mj(z,) = z; e como mj oy = g;, entdo z; = ¢;(z) e portando
v(x) = h(x). O
Corolario A.4. Se {My, ¢!}, é um sistema inverso de A-médulos, entdo o médulo
1'&nM;C junto com as projegoes Ty : @Mk — M), sao tnicos, a menos de isomorfismo,
com a propriedade universal da proposicao anterior.

Exemplo A.5. No caso particular em que o conjunto dirigido é (N, <) e o sistema in-

M M
verso é {E, aZH} podemos definir o limite inverso @ A como sendo o submoédulo
M
de H ITA dos elementos (g,) tais que a**(g,+1) = ¢, para todo n € N. Além disso,
note quen u
Jim i Ker(0)
M M

onde 6 : H A — H A é a aplicagao definida por 6(q,) == (¢, — & (gny1))-

Outro caso especial e interessante ocorre quando consideramos o seguinte sistema

Inverso:

Exemplo A.6. Seja M uma familia de submddulos de um médulo A, entao podemos
definir uma pré-ordem através da inclusao inversa, isto é, dados M, N € M entao
M = N quando M D N. Para M < N, a aplicacao inclusao wﬁ : N — M estd definida
e temos o sistema inverso { M, )} yren. Agora tome M fechada para intersecao finita,
isto é, se M, N € M, entao M N N € M. Por exemplo, a familia aninhada M (se
M, N € M, entdo M C N ou N C M) é fechada para interse¢oes finitas. Observe que
M torna-se um conjunto dirigido quando é fechado para intersecao finita. Neste caso,

1'&1 M = ﬂ M considerando o sistema inverso {M, ¥ }arem. De fato, observando
MeM MeM
o diagrama

defina, para cada M € M, py : (e M — M a aplicacao inclusdo. Se z € X e
M € M, entao fy(z) € M. Afirmamos que fy(z) = fn(x) para todo M, N € M.
SeDeMeDC M, entao fp = ¥ far e fo(z) = fu(z). Como M é fechada para
intersecoes finitas, M, N € M implica D = M NN € M, e assim fy(z) = funn(z) =
fn(x). Defina 6 : X — (e M — M por 0(x) = fu(x). Estamos mostrando apenas
que O(x) é independente da escolha de M; mais ainda, 0(x) = fy(z) € M para todo
M € M, e entao 0(z) € (yem M.
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No caso geral, defina M = {M; N---NM;, : M;, € M,n > 1}; entdo M’ é fechada

para intersegoes finitas e (e M = (Nprem M-

Exemplo A.7. Se J é um conjunto de indices discreto entao o limite inverso do sistema
{M; : j € J} de R-mddulos é o produto direto H M;. De fato, essa ¢ a definicao de

J
um produto.

Proposicao A.8. O limite inverso é exato a esquerda. Veja o Lema [1.5]

Algumas propriedades uteis de limite inverso sao:
(i) @@Mt = @@Ms com s,t € J;
s t t s
(ii) @HomR(Mt, N) = HomR(lig M;, N), onde lim denota o limite direto;
t t t
(iii) Hompg(N, lim M;) = lim Hompg(N, My).
PR
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Apendice B

Funtores aditivos e funtores

derivados

Lembremos que um funtor F' (de qualquer variancia) entre duas categorias abe-
lianas, &/ e A, é dito aditivo quando F(f + g) = F(f) + F(g) para quaisquer dois
morfismos, f e g. Estes funtores preservam complexos, ou os tornam cocomplexos no
caso dos contravariantes. Mais explicitamente, se (C,d) é um complexo em &7, entdo,
(F(C), F(d)) é um complexo em % ou um cocomplexo se F' for contravariante. Mais
ainda, estes funtores também preservam homotopias: se f e g sao aplicacoes de cadeia
homotdépicas, entao, F(f) e F(g) também sao aplicacoes de cadeia homotdpicas.

Observe que F(M & N) = F(M) @ F(N) para quaisquer objetos, M e N, em & e
qualquer funtor aditivo (de qualquer variancia) F' gracas a cisaio 0 S M S M e N S
N = 0. Assim, tal cisdo transforma-se na cisao 0 = F(M) S F(M®&N) S F(N) S0

no caso covariante e em 0 = F(N) S F(M@®N) S F(M) < 0 no caso contravariante.

Definicao B.1. Seja F' : &/ — 2 um funtor exato a esquerda desde uma categoria
</ com injetivos suficientes e seja f : M — N um morfismo entre objetos de .
Dadas quaisquer resolugbes injetivas, (E*(M),d*), (I*(N),0*) e f*, de M, N e f
respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor derivado a direita de F por R'F e define-se
como (R'F)(M) = H(F(E*(M)), F(d*)) e (R'F)(f) = H(F(f*)). Dualmente, seja
F : o/ — % um funtor exato a direita desde uma categoria <7 com projetivos suficientes
e seja f : M — N um morfismo entre objetos de /. Dadas quaisquer resolugoes
projetivas, (P.(M),d.), (Q«(N),d,) e f., de M, N e f respectivamente, denota-se
0 i-ésimo funtor derivado a esquerda de F por L;F e define-se como (L;F)(M) =
HA(F(P.(M)), F(d.)) e (LiF)(f) = Hi(F(f.).

Esclarecemos que, para definirmos os funtores derivados, nao é necessaria a hipotese
de semiexatidao. Porém, é uma condicao comoda e significativa pois se F' é exato a

esquerda, entao, R°F é naturalmente isomorfo a F: de fato, (ROF)(M) = ker F(d°) =
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F(kerd®) = F(M), (R°F)(N) = ker F(§°) = F(ker¢°) = F(N) e o diagrama a seguir

comuta:
F(a)

F(M) — ker F(d°)
F(f)\ \F(fo)kerp(dO)

F(N) o ker F(67).

As linhas do diagrama anterior sao isomorfismos. Similarmente, se I’ é exato a direita,
entao, LoF' é naturalmente isomorfo a F'.

Exemplos imediatos de funtores derivados sao os funtores Ext’, (M, —) e Tors(—, N).
O primeiro é derivado do funtor Homg (M, —) e o segundo é derivado de —®@z N. Como
Homp(M, —) é exato & esquerda, temos que Ext%(M, —) é naturalmente isomorfo a
Hompg(M, —). Também, Tor(—, N) é naturalmente isomorfo a — ®p N.

Os funtores contravariantes também definem funtores derivados. Como este tipo
de funtores transforma complexos em cocomplexos, as homologias transformam-se em

cohomologias e viceversa.

Definicao B.2. Seja F' : &/ — 2 um funtor contravariante exato a esquerda desde
uma categoria &/ com projetivos suficientes e seja f : M — N um morfismo entre
objetos de «/. Dadas quaisquer resolucoes projetivas, (P.(M),d,), (Q«(N),d.) e fs,
de M, N e f respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor derivado a direita de F por
R'F e define-se como (R'F)(M) = H'(F(P.(M)),F(d,)) e (RF)(f) = H(F(f.)).
Dualmente, seja F' : &/ — % um funtor exato a direita desde uma categoria .o/ com
injetivos suficientes e seja f : M — N um morfismo entre objetos de /. Dadas
quaisquer resolugoes injetivas, (E*(M),d*), (I*(N),d6*) e f*, de M, N e f respectiva-
mente, denota-se o 1-ésimo funtor derivado a esquerda de F por L;F' e define-se como
(LiF)(M) = Hy(F(E*(M)), F(d*)) e (LiF)(f) = Hi(F(f7)).

Um exemplo de funtor contravariante exato a esquerda é o funtor Hompg(—, N) e
definem-se seus funtores derivados a direita Extp(—, N).
Os funtores derivados encontram-se conectados gracas ao seguinte teorema e as

propriedades de cisao dos objetos injetivos e projetivos.

Teorema B.3. Se 0 — (C’,8) — (C,d) — (C",d) — 0 ¢é uma seqiiéncia ezata

de complexos, entdo, existe uma sequéncia exata

c— HZ(C/) H;(Ll Hl(C) H’_(TL) H, (O//) i H’i—l(C,) .

Demonstragdo. Define-se 0;(x +1im d;y1) = ¢; ' ,dim; ' (2¥) + im §;. Demonstra-se que

esta aplicacao estd bem definida: com efeito, se z € ker d;, entdo, di(z;) € kerm;_y =
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im ¢;_; para cada z; € m; '(x). Logo, existe um tnico z} , € ¢; ', d;(z;). Além disso,

Lti—20i—1(2i_1) = di—1t;i—1(2;_;) = 0, concluindo-se que §;,_1(x}_;) = 0 e x}_; € kerd;_;.

Se y; € m; H(al

"), chamemos v, , = ¢ 4d;(y;). Entdo, m(z; — y;) = 0. Logo, existe

um tnico z; € C! com 1;(2}) = x; — y;. Deste modo, d;(x;) = d;(y;) + ti—10:(2}) e
Tiq = L;—lldi(l'i) = L;—11di(yi) +0i(2]) = yi_y + 6i(z;). Assim, xj_; +im 6 = y;_; +
im &;. Se x” € im d;;1, entdo, ¥ = mdiy1(zi11) para algum z,.; € Cipq. Também,
!

x; — dit1(zi41) € ker m; para qualquer z; € 7; (2

) e existe um tnico 7} € C! tal que

Li(2h) = o5 — diy1(2i41). Tome 2; = diy1(2441). Logo, di(x;) =0 e x| = 17 di(x;) =
0 € imd;. Finalmente, 9;(z/ +y! +imd; 1) = ¢; " dim; (2! +y!) +im ;. Se m;(x;) = o
e mi(y;) = oY, entdo, mi(x; + ;) = 2 + y”. Deste modo, 9;(z? + v/ +im di1) =
Oi(x! +im diq) + 0 (y)! +1im diyy).

Devemos demonstrar exatidao em seis etapas para cada ¢ € Z:

1. im H;(¢) C ker Hy(m): como H(—) é um funtor aditivo (ou seja, H(f + g) =
H(f)+ H(g) para quaisquer aplicagoes de cadeias f e g), temos que H(0) = 0 e,
portanto, H(m)H (1) = H(me) = H(0) = 0.

2. im H;(1) D ker Hy(7): se x; € kerd; é tal que m;(z;) € im diy 1, entdo, m(z;) =

dip1(xf,,) para algum z , € C!,. Mais ainda, existe z;41 € Cj4; tal que

Tip1(Tig1) = $2/+1
Agora, Jz‘+17Ti+1(Ii+1) = mi(v;). Mas Jz‘+17fi+1(90i+1) = Midip1(2i41).  Assim,
mi(z; —diy1(2i41)) = 0 e existe (um unico) z; € C! tal que ¢;(2}) = z; —dir1(zi41)-
Portanto, x; + im d;1 = ¢;(2}) + im d;1;. Finalmente, ¢;_10;(x}) = d;;(z) =
d;(z;) = 0. Como ¢ é injetora, temos que = € kerd; e x; +im d; = H;(¢)(x] +
im 5i+1)-

3. im Hy(7) C ker 0;: seja 2" € kerd; tal que 2/ +imd;,, = H;(7)(x; +imd,, ;) para
algim z; € kerd;. Logo, o} — m;(z;) = di1(),;) para algum z/,; € C/,,. Como
Oi(z! +im diy1) = 1 Y dim; (@) + im &;, podemos escolher 7;(x;) = 7, isto é,

x; € m; *(z!). Portanto, ¢; Y di(x;) = 0 e 2/ +im d;,; € ker 0;.

4. im Hy(m) D ker0;: se z/ € kerd; é tal que ¢; ' d;yw; ' (2!) C im §;, entdo, para
cada o}, € ;L dim; (2)) existe 2 € C! tal que o, = §;(x}). Logo, t;_1(x}_|) =
Lio10:(2}) = diti(z}) = d;i(x;) para algum x; € 7, (2}) e di(z; — 15(2})) = 0. Deste

modo, H;(7)(z; — t;(2}) +im dipy) = 2 +im djyq.

5. im 9; C ker H;_1(1): seja z}_, € ker §;_; tal que ), — 1 " dim; *(z7) C im 6; para
algum 27 € kerd;. Entdo, t;_1(z}_,) — dim; *(z!) C im ¢;_10; = im dgt; C im d; e

isto implica que ¢;—1(z}_,) € im d;.
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6. im 0; D ker H;_1(¢): seja x_, € kerd,—y tal que t;—1(z}_,) = d;(z;) para al-

gum z; € C;. Considere 2/ = m;(x;). Entdo, d;(2") = dim;(z;) = mi_1d;(z;) =

mi_1tio1(2)_,) = 0. Portanto, x € kerd; e 9;(x +im d; 1) = 2}_, +im §;.

Um corolario importante do teorema anterior é o Lema da Serpente.

Teorema B.4. Seja F um funtor desde uma categoria com injetivos suficientes of
e considere uma seqiéncia exata 0 — M — M — M" — 0 de objetos em <.
Entado, eziste uma seqiéncia exata 0 — (R°F)(M') — (R°F)(M) — (R°F)(M") —
(R'F)(M') — (R*F)(M) — (R*F)(M") — (R*F)(M') — - - -.

Demonstragdo. Observe que se (E*(M'),d*) = (E*,d");>o e (I*(M"),6*) = (I',8")i>0
sao resolugoes injetivas de M’ e M” respectivamente, entao, (E'@1");>¢ é uma resolugao

injetiva de M. Mais ainda, o diagrama a seguir, com linhas exatas cindidas, comuta:

0 0 0
0 E° a1 I° 0
d° 9
0 FE! Etol! It 0
d! st
0 E? E* @ I? I? 0

Como cada E' ¢ injetivo, as linhas continuam exatas ao aplicar o funtor F desta
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maneira:
0 0 0
0 FE"Y —— F(E'@I’) —— F(I") ———— 0
F(d%) F(8°)
0 FEYY —= F(EB'el') —— F(I') ———— 0
F(d") F(8Y)
0 F(E* — F(EF*@I*) —— F(I*) ———— 0
O resultado segue, entao, do teorema anterior. O

De maneira totalmente analoga, obtém-se o mesmo resultado para funtores exatos

a direita e seus funtores derivados a esquerda.

Teorema B.5. Seja F' um funtor desde uma categoria com projetivos suficientes <f
e considere uma sequéncia exata 0 — M’ — M — M"” — 0 de objetos em <.
Entao, eziste uma seqiéncia exata --- — (Lo F)(M") — (L1 F)(M') — (L1 F)(M) —
(LiF)(M") = (LoF)(M’) = (LoF)(M) = (LoF)(M") = 0.

Como corolario, temos que RVF (respectivamente, LoF') sempre é exato & esquerda
(respectivamente, exato a direita). Ou seja, de alguma forma, o 0-ésimo funtor derivado
indica como “deveria” ser definido o funtor para ter pelo menos uma semiexatidao.

O resultado é mantido nos funtores contravariantes.

Teorema B.6. Seja F' um funtor contravariante desde uma categoria com projetivos
suficientes </ e considere uma seqiéncia exata 0 — M' — M — M" — 0 de ob-
jetos em & . Entdo, existe uma seqiéncia exata 0 — (ROF)(M") — (R°F)(M) —
(R°F)(M'") = (R*F)(M") — (R'F)(M) — (R'F)(M') = (R*F)(M") — ---.

Se F € um funtor desde uma categoria com injetivos suficientes &/ e 0 — M’ —
M — M" — 0 € uma seqiiéncia exata de objetos em 7, entao, existe uma Seqiiéncia
exata -+ — (Lo F)(M') — (L1 F)(M") — (L1 F)(M) — (L1 F)(M') — (LoF)(M") —
(LoF)(M) — (LoF)(M') 0.
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Apendice C

Limite Microscopico e Colimite

Telescopico - Mic e Tel

Este apéndice foi feito para exibir algumas defini¢oes importantes usadas no traba-
lho, como a definicao de Mic e Tel. Essas definicoes sao necessdrias para compreensao
do mdédulo de homologia local definido por Greenlees e May |[GM92] e também para
que faga sentido alguns resultados usados no trabalho.

Ressaltamos que esse apéndice é a tradugao de uma parte de [GM92].

Definicao C.1. (4-funtor) Um d-funtor & é uma sequéncia {D;|i > 0} de funtores
covariantes D; : €(R) — € (R) (onde € (R) denota a categoria dos R-médulos e R-
homomorfismos) junto com os homomorfismos conectantes naturais o; : D;(M") —

D;_1(M') para sequéncias exatas curtas
0—->M —>M-—>M"—0
tal que as composigoes (dois a dois) s@ao todas zero nas seguintes sequéncias:
o= Dy(M') = Di(M) — D;(M") — D; (M) — -+ — Do(M) — Do(M") — 0;

9 é exato se essas sequéncias sao exatas.

Definigao C.2. (4-funtor apagavel) Um J-funtor Z é apagdvel se, para cada M, existe
um epimorfismo ¢ : N — M tal que D;(N) — D;(M) é nulo para i > 0. Isto ocorre se
D;(F) =0 para i > 0. Quando F for livre.

Definicao C.3. (Funtor derivado a esquerda) Seja I' : €'(R) — € (R) um funtor adi-
tivo. Seus funtores derivados a esquerda sao dados por um J-funtor ZT" = {L;I'} exato

e apagavel junto com uma transformagao natural € : LoI' — I', que é um isomorfismo
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em modulos livres. O funtor Lol é exato a direita e seus funtores derivados a esquerda

para ¢ > 0 sao os mesmos de I.

Definigao C.4. (Mapping cone) Defina o mapping cone, ou co-fibra, Ck de uma
aplicagao de cadeias k : X — Y por (Ck); = Y; ® X,_1, com diferencial d;(y,z) =
(di(y) +ki—1(x), —d;_1(x)). Defina o “shift & esquerda”>" X e o “shift & direita”$ " X
por (> X);, = X,y e (Z_IX)Z- = Xj;1, com o diferencial —d. Temos a sequéncia
exata curta 0 — Y — Ck — > X — 0 e o isomorfismo conectante da sequéncia

exata longa derivada na homologia é k,. E conveniente definir a fibra de k& como sendo

Fk=3""0C(-k).

Definigao C.5. (Colimite telescopico) Dada a sequéncia de aplicacoes de cadeias f" :
X" — X" > 0, defina a aplicagao i : X" — @ X" por i(z) = =z — f"(2)
para © € X". Defina o colimite homotépico, ou telescépico, de uma sequéncia {f"}
como sendo C; e denote por Tel(X"). Assim H;(Tel(X")) = Colim(H;(X")). A
composi¢ao da projecao de C; para suas primeiras variaveis e a aplicacao canonica
P X" — Colim(X") é um isomorfismo homologia ¢ : Tel(X") — Colim(X").

Definicao C.6. (Limite microscépico) Dualmente ao telescépico, dadas aplicagoes
de cadeias f7 : X" — X"! para r > 1, defina a aplicacao 7 : xX" — xX" por
m(z") = (2" — fr(2™1)). Defina o limite homotépico, ou microscépico, de uma

sequéncia {f"} como sendo F'w e denote Mic(X™).
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