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Resumo

Neste trabalho, estudamos o funtor completamento I-ádico. Sua definição, pro-

priedades e resultados importantes. Além disso, estudamos também os módulos de

homologia local, segundo a definição dada por Nguyen Tu Cuong e Tran Tuan Nam.

Uma parte do trabalho é reservada ao estudo da homologia local de módulos Artinia-

nos. Em alguns aspectos, a teoria de homologia local aqui apresentada é dual a teoria

de cohomologia local de Grothendieck.

Palavras-chave: Funtor completamento; Funtor derivado; Homologia local; Dual de

Matlis; Mittag-Leffler; Dimensão Noetheriana.



Abstract

In this work we study the I-adic completion functor, its properties and main results.

Moreover, we study local homology modules as defined by N. T. Cuong and T. T. Nam.

The final part of this work is reserved to the study of local homology of Artinian

modules. In some aspects, local homology theory has a dual behaviour with respect to

Grothendieck’s local cohomology theory of sheaves.

Keywords: Completion functor; Derived functor; Local homology; Matlis duality;

Mittag-Leffler condition; Noetherian dimension.
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Introdução

Vamos brincar de funtor? Essa é uma piada interna que se popularizou em nosso

grupo de estudo, mas que de certa forma, não deixa de ter seu fundo de verdade.

O que falar sobre o funtor completamento? A prinćıpio, quando o termo foi sugerido

para o desenvolvimento deste trabalho, esse nome soava estranho, desconhecido. Agora,

parece um termo tão familiar. É interessante como a gente vai tomando posse ao longo

do tempo de alguns termos na matemática, ao ponto de, às vezes, quando alguém fala

sobre tal termo, a gente acaba soltando uma pérola do tipo: Completamento? Esse é

meu funtor.

Certa vez ouvi um professor falando a frase: Uma novidade para nós na matemática

é como um sapato novo. Você no começo usa com o maior cuidado. Depois de um

tempo tá chutando pedra por áı com ele. De imediato concordei e ri, mas agora pesando

bem, não quero sair chutando coisas por áı com “meu funtor”. Acho que me apeguei.

Bem, algumas brincadeiras à parte, uma reflexão surge às vésperas da apresentação

do trabalho: O que nos motiva a estudar? O que nos faz buscar o conhecimento sobre

determinada coisa em matemática? Necessidade? Objetivo profissional ou financeiro?

Enfim. Talvez no começo sim, mas recentemente me flagrei lendo Álgebra por vontade

própria, e me fazia bem tal coisa. Pois é, acho que é mais do que necessidade nesses

momentos. Ou melhor, uma necessidade diferente surge. Provavelmente a área acaba

encantando alguns daqueles que a buscam.

No estudo sobre o completamento I-ádico e dos módulos de homologia local o

sentimento não foi diferente.

Usaremos ΛI(M) = lim←−
t

M

I tM
para denotar o completamento I-ádico de M . Será

mostrado que o funtor completamento I-ádico é um funtor covariante aditivo da catego-

ria dos R-módulos e R-homomorfismos para categoria R̂-módulos e R̂-homomorfismos.

Além disso, esse funtor é exato quando os módulos são finitamente gerados e R é No-

etheriano. Infelizmente, mesmo R sendo Noetheriano, ele não é exato na categoria dos

módulos em geral. Vamos denotar por LIi (−) o i-ésimo funtor derivado à esquerda do

ΛI(−). Como o funtor tensor não é exato à esquerda e o limite inverso não é exato

à direita na categoria dos R-módulos, o funtor ΛI não é exato nem à direita e nem à
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esquerda. Portanto, em geral, LI0 6= ΛI . De modo que o cálculo desses funtores é em

geral muito dif́ıcil.

Greenlees e May [GM92] usaram colimite homotópico, ou telescópico, da cocadeia

de complexos de Koszul para definir o grupo de homologia local por

HI
• (M) = H•(Hom(TelK•(xt);M)),

onde x é um sistema finitamente gerado de I. Então eles mostraram, sobre certas

condições em x que são satisfeitas quando R é Noetheriano, que HI
• (M) ∼= LI•(M). A

proposta desse trabalho é o estudo, com métodos de álgebra comutativa e homológica,

dos módulos de homologia local na categoria dos módulos Artinianos sobre anéis No-

etherianos. Para isso, daremos a definição, proposta por Ngyuen Nu Cuong e Tran

Tuan Nam em [CN01, Definition 3.1], do i-ésimo módulo de homologia local HI
i (M)

de M com respeito a I por

HI
i (M) = lim←−

t

TorRi (R/I t;M).

Esta definição é dual a definição de Grothendieck de módulos de cohomologia local

para módulos finitamente gerados sobre anéis Noetherianos e é em geral diferente da

definição de Greenlees e May. Todavia, ambas coincidem para módulos Artinianos

(veja a Proposição 4.1).

A organização do trabalho é a seguinte. No primeiro capitulo apresentamos o funtor

completamento, definição, propriedades e resultados importantes para o estudo dele ao

longo do trabalho. Em seguida, no caṕıtulo dois, falamos sobre o funtor derivado

do completamento, além de exibir uma importante condição para exitadão de limites

inversos. O caṕıtulo três traz uma definição para módulo de homologia local e um

resultado que possibilita o cálculo desse módulo via módulo de homologia de Koszul,

resultando num importante corolário de mudança de base no módulo de homologia

local. Por fim, o caṕıtulo quatro trata dos módulos de homologia local no caso especial

de módulos Artinianos, mostrando que a definição dada por Nguyen Tu Cuong e Tran

Tuan Nam coincide com a definição dada por Greenlees e May neste caso. Além disso,

nesse último caṕıtulo alguns resultados para o anulamento e não-anulamento de tais

módulos são apresentados.

O apêndice A trata sobre o limite inverso. Sua definição, propriedades, exemplos e

resultados importantes. Já o apêndice B traz as definições de funtores aditivos e funto-

res derivados, exibindo resultados sobre existência e exatidão de sequências longas dos

funtores derivados induzidas de sequências curtas. Além disso destacamos os exemplos

ExtiR(M,−) e TorRi (−, N) de funtores derivados. Por fim, o apêndice C apresenta as
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definições de Tel e Mic, colimite telescópico e limite microscópico respectivamente,

bem como algumas das definições necessárias para entender Tel e Mic. Essas noções

são apresentadas porque estão presentes nas definições de módulo de homologia local

de Greenlees e May.

Propaganda feita, esperamos que o leitor acredite que é sincera e sinta-se convidado

a conhecer mais sobre o tema.
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Caṕıtulo 1

O funtor completamento I-ádico

Este caṕıtulo inicia com conceitos básicos topológicos que nos permitirão introduzir

a noção de completamento via sequências de Cauchy. Além disso vamos apresentar a

definição funtorial de completamento que depende de um certo limite inverso e mostrar

uma equivalência entre as duas abordagens. Por fim discutimos a exatidão desse funtor.

Definição 1.1 (Filtração). Seja R um anel comutativo, q um ideal e M um R-módulo.

Uma filtração de M é uma cadeia descendente infinita de submódulos:

M = M0 ⊃M1 ⊃M2 ⊃ · · · .

Chamamos ela de uma q-filtração se qMn ⊂ Mn+1 ∀ n, e uma q-filtração estável

se também ocorrer qMn = Mn+1 para n suficientemente grande, ou equivalentemente,

se também existir um m com qnMm = Mn+m para n ≥ 0. Por exemplo, definindo

Mn := qnM , temos uma q-filtração estável; chamamos essa última de filtração q-ádica.

Se M é um módulo munido com a filtração M = M0 ⊃ M1 ⊃ M2 ⊃ · · · . Então

M tem uma topologia: os conjuntos abertos são as uniões arbitrárias dos conjuntos

m+Mn. De fato:

• União arbitrária de abertos é aberto;

• Interseção de dois abertos é aberto, pois a interseções de duas uniões é a união

das interseções:

(
⋃
n∈N

m+Mn)
⋂

(
⋃
n∈N

m′ +Mn) = (
⋂
n∈N

m+Mn)
⋃

(
⋂
n∈N

m′ +Mn).

Além disso, se a interseção U de m+Mn e m′ +Mn′ é não-vazia e se n ≥ n′, então

U = m+Mn, porque se m′′ ∈ U , então:

m+Mn = m′′ +Mn ⊂ m′′ +Mn′ = m′ +Mn′ .

4



1. O funtor completamento I-ádico

Aqui, para exibir alguns resultados, vamos usar a definição de aplicação cont́ınua:

f : X → Y é cont́ınua em x ∈ X com y = f(x) se para toda vizinhança V de y, ∃ U
vizinhança de x com f(U) ⊂ V .

A aplicação adição M ×M →M , dada por (m,m′) 7→ m+m′, é cont́ınua, pois

(m+Mn) + (m′ +Mn) ⊂ (m+m′) +Mn.

De fato, sendo (m,m′) ∈M ×M , tem-se (m+m′) ∈M . Tome V = (m+m′) +Mn

vizinhança de (m+m′). Agora, consideremos U = m+Mn e U ′ = m′+Mn vizinhanças

de m e m′ respectivamente. Chamando f a aplicação adição, temos que:

f(U × U ′) = (m+Mn) + (m′ +Mn) ⊂ (m+m′) +Mn = V.

Assim, com m′ fixado, a translação m 7→ m + m′ é um homeomorfismo M → M

(da mesma forma, a inversão m 7→ −m é um homeomorfismo, logo M é um grupo

topológico).

Lema 1.2 (Topologia a-ádica). Seja a um ideal em R, considere a a-ádica filtração.

Se a filtração em M for uma a-filtração, então multiplicação por escalar (x,m) 7→ xm

também é cont́ınua, porque

(x+ an)(m+Mn) ⊂ xm+Mn.

De fato, como a filtração é uma a-filtração, temos que aMn ⊂ Mn+1 ⇒ amMn ⊂
Mn+m. Dado (x,m) ∈ R × M , considere V = xm + Mn vizinhança de xm ∈ M .

Chamando f a multiplicação por escalar e tomando U = x + an e U ′ = m + Mn

vizinhanças de x e m respectivamente, temos que:

f(U × U ′) = f(x+ an,m+Mn)

= (x+ an)(m+Mn)

= xm+ xMn + anm+ anMn

⊂ xm+Mn

= V,

já que:

• xMn ⊂Mn, pois Mn é submódulo;

• anm ∈ anM ⊂Mn, decorre de amMn ⊂Mn+m;

• anMn ⊂Mn pois Mn é submódulo.

Além disso, se a filtração é a-estável, então ela fornece a mesma topologia da fil-

tração a-ádica. De fato:
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1. O funtor completamento I-ádico

Primeiro, tome anM um aberto na filtração a-ádica. Note que

Mn ⊃ anM ⊃ anMn′ = Mn+n′ (∗)

onde Mn e Mn+n′ são abertos na filtração a-estável. A primeira inclusão ocorre por se

tratar de uma a-filtração; a segunda inclusão é imediata; a igualdade ocorre para n′

suficientemente grande. Agora, dado Mn aberto na filtração a-estável. Perceba que

asM ⊂Mn ⊂ arM (∗∗)

onde asM e arM são abertos na filtração a-ádica. Na primeira inclusão, por se tratar

de uma a-filtração, basta tomar s = n; na segunda inclusão basta tomar r = 0. De (∗)
e (∗∗) segue o resultado.

Assim, quaisquer duas a-filtrações estáveis fornecem a mesma topologia, chamada

topologia a-ádica.

Definição 1.3 (Sequência de Cauchy, limite e completamento). Uma sequência (mn)n≥0

em M é chamada sequência de Cauchy se, dado n0, existe n1 tal que

mn −mn′ ∈Mn0 , ou simplesmente mn −mn+1 ∈Mn0 , para todo n, n′ ≥ n1;

as duas condições são equivalentes porque Mn0 é um subgrupo e

mn −mn′ = (mn −mn+1) + (mn+1 −mn+2) + · · ·+ (mn′−1 −mn′).

Dizemos que m ∈M é o limite de (mn) se, dado n0, existe n1 tal que m−mn ∈Mn0

para todo n ≥ n1. As sequências de Cauchy formam um R-módulo com operações na-

turais de adição e produto por escalar. De fato, chamando C o conjunto das sequências

de Cauchy, basta definir:

C × C → C

(mn)n≥0 + (m′n)n≥0 7→ (mn +m′n)n≥0

e

R× C → C

(x, (mn)n≥0) 7→ (xmn)n≥0

O conjunto L das sequências cujo limite é 0 formam um submódulo de C. O módulo

quociente
C

L
é denotado M̂ =

C

L
e é chamado o completamento de M .

Além de ser um R-módulo, o completamento M̂ também possui uma estrutura
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1. O funtor completamento I-ádico

natural de R̂-módulo que é dada por

R̂× M̂ → M̂

((xi), (mi))i∈N 7→ (ximi)i∈N.

Dizemos que M é completo quando o homomorfismo

M → M̂

m 7→ (m)

que leva m ∈M para a classe da sequência constante (m), é um isomorfismo.

A seguir exibiremos um resultado muito importante e que garante a equivalência

entre as duas abordagens de completamento: A primeira via sequências de Cauchy; a

segunda via limite inverso. A definição de limite inverso é dada no apêndice A.

Proposição 1.4. Seja R um anel, M um módulo, M = M0 ⊃M1 ⊃ · · · uma filtração.

Então M̂ ∼= lim←−
M

Mn

.

Demonstração. Vamos definir uma aplicação α : M̂ → lim←−
M

Mn

. Dada uma sequência

de Cauchy (mν), seja qn a imagem de mν em
M

Mn

para ν suficientemente grande, isto

é, qn = mν +Mn. Como a sequência é de Cauchy, basta tomar n0 > n e teremos, para

ν ≥ n1, que

mν +Mn0 = mn1 +Mn0 ⇒ qn = mν +Mn = mn1 +Mn,

isso significa que qn não depende de ν. Agora considere a aplicação

αn+1
n :

M

Mn+1

→ M

Mn

m+Mn+1 7→ m+Mn.

Note que

αn+1
n (qn+1) = αn+1

n (mν +Mn+1) = mν +Mn = qn

para todo n. Além disso, perceba que

0 é limite de (mν)⇔ qn = 0 ∀ n.

De fato, basta tomar n0 = n e então mν − 0 ∈ Mn, para ν ≥ n1, implicando

qn = mν +Mn = 0. Mais ainda, qn−1 = αnn−1(qn) = αnn−1(0) = 0. Para n′ > n repete-se

o argumento, chamando n′ = n0 e então existe n′1 tal que qn′ = mν + Mn′ = 0 para
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1. O funtor completamento I-ádico

ν ≥ n′1. Lembre que a “convergência”não é uniforme, de modo que sempre existirá n1

que depende de n0 implicando qn = 0 para cada n.

Reciprocamente, dado n0 temos qn0 = mν +Mn0 = 0 isto é, mν − 0 ∈Mn0 .

Com isso defina α por α(mν) := (qn). Dessa forma, α está bem definida é linear e

injetiva.

Para a sobrejetividade, dada e sequência (qn) ∈ lim←−
M

Mn

, seja mν ∈M representante

da classe de qν ∈
M

Mν

para cada ν. Então mµ−mν ∈Mν para µ ≥ ν porque αµν (qµ) = qν

por propriedade de limite inverso. A sequência (mν) é Cauchy por construção. Assim

α é sobrejetiva e portanto um isomorfismo.

Seja I um ideal de R (durante o texto vamos algumas vezes utilizar I e outras vezes

utilizar a para denotar ideal, isso por conveniência de redação). A partir agora vamos

definir o funtor completamento I-ádico ΛI(−) por M̂ = ΛI(M) := lim←−
t

M

I tM
.

O funtor ΛI(−) é aditivo e covariante. De fato, sejam M, N e P R-módulos e

f : M → N , h : M → N e g : N → P homomorfismos. Defina

ΛI(f) =: ΛI(M) → ΛI(N)

(mi)i∈N 7→ (f(mi))i∈N.

Dáı

(i) Aditividade:

ΛI(f + h) = ((f + h)(mi))i∈N

= (f(mi) + h(mi))i∈N

= (f(mi))i∈N + (h(mi))i∈N

= ΛI(f) + ΛI(h)

(ii) Funtorialidade (covariância):

ΛI(g ◦ f)(mi)i∈N = ((g ◦ f)(mi))i∈N

= (g(f(mi)))i∈N

= Λ(g)(f(mi))i∈N

= (ΛI(g) ◦ ΛI(f))(mi)i∈N

Mesmo sendo aditivo e covariante, o funtor ΛI(−) não é exato em geral, já que

o limite inverso não é exato à direita e o produto tensorial não é exato à esquerda.

Todavia, ele é exato na categoria dos R-módulos finitamente gerados quando R é

Noetheriano. Para provar esse resultado vamos usar o seguinte lema:
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1. O funtor completamento I-ádico

Lema 1.5. Considere a sequência exata de módulos

0→ Q′n
βn−→ Qn

γn−→ Q′′n → 0

e os diagramas comutativos

0 Q′n+1 Qn+1 Q′′n+1 0

0 Q′n Qn Q′′n 0

// //
βn+1

��

α
′n+1
n

//
γn+1

��

αn+1
n

//

��

α
′′n+1
n

// //
βn

//
γn

//

então a sequência induzida

0→ lim←−Q
′
n

β̂−→ lim←−Qn
γ̂−→ lim←−Q

′
n

é exata; além disso, γ̂ é sobrejetivo se todos os α
′n+1
n são sobrejetivos.

Demonstração. Considerando o diagrama comutativo

0
∏

Q′n
∏

Qn

∏
Q′′n 0

0
∏

Q′n
∏

Qn

∏
Q′′n 0

// //
∏
βn

��

θ′

//
∏
γn

��

θ

//

��

θ′′

// //∏
βn

//∏
γn

//

e a definição de limite inverso (veja o exemplo A.5), onde θ :
∏
Qn →

∏
Qn é definida

por θ(qn) := (qn − αn+1
n (qn+1)), e

∏
βn e induzida naturalmente por βn. Assim, temos

que o Lema da serpente garante a exatidão

Ker(θ′)
ϕ−→ Ker(θ)

ψ−→ Ker(θ′′),

que é igual a

lim←−Q
′
n

β̂−→ lim←−Qn
γ̂−→ lim←−Q

′′
n,

mas como
∏
βn é injetor, ϕ é injetor e podemos completar a sequência exata

0→ lim←−Q
′
n

β̂−→ lim←−Qn
γ̂−→ lim←−Q

′′
n.

Além disso, note que temos a injeção Coker(γ̂) ↪→ Coker(θ′). E se α
′n+1
n forem

sobrejetivos, temos Coker(θ′) = 0. De fato, dado (q′n)n ∈
∏
Q′n, podemos resolver as

9



1. O funtor completamento I-ádico

equações p′n − α
′n+1
n (p′n+1) = q′n, já que p′n − q′n ∈ Q′n no contradomı́nio de α

′n+1
n , que é

sobrejetivo, logo α
′n+1
n (pn+1) = p′n−q′n, tomando a sequência (p′n)n ∈

∏
Q′n obedecendo

a igualdade anterior, temos θ′(p′n)n = (q′n)n. Portanto, γ̂ é sobrejetora.

Teorema 1.6 (Exatidão do completamento). Seja R um anel Noetheriano e a um

ideal. Então sobre módulos finitamente gerados, o funtor completamento é exato .

Demonstração. Sejam 0 → M ′ −→ M −→ M ′′ → 0 sequência exata curta de módulos e

M ′
n = M ′ ∩ anM filtração. Então obtemos a sequência exata:

0→ M ′

M ′
n

→ M

anM
→ M ′′

anM ′′ → 0.

As aplicações
M ′

M ′
n+1

→ M ′

M ′
n

são sobrejetoras. Assim, pelo lema anterior temos a

sequência exata:

0→ lim←−
M ′

M ′
n

→ lim←−
M

anM
→ lim←−

M ′′

anM ′′ → 0.

Assuma que R é Noetheriano e M é finitamente gerado. Então M ′ = M ′
0 ⊃

M ′
1 ⊃ · · · é uma filtração a-estável por Artin-Rees. Como qualquer filtração a-estável

gera uma topologia equivalente à topologia da filtração a-ádica, segue a exatidão da

sequência

0→ M̂ ′ → M̂ → M̂ ′′ → 0.

Há ainda um caso especial onde o completamento preserva exatidão de sequências.

Proposição 1.7. Se N é um submódulo aberto de M com respeito a topologia I-ádica

(isto é, IrM ⊂ N para algum r ≥ 1), então

0→ ΛI(N)→ ΛI(M)→ ΛI

(
M

N

)
→ 0

é exata.

Demonstração. Primeiro vamos mostrar que ΛI(N) ⊂ ΛI(M). A partir de i : N →M

definamos
ΛI(i) : ΛI(N) → ΛI(M)

(nj + IjN) 7→ (nj + IjM).

Seja (ni + I iN) ∈ Ker(ΛI(i)), ou seja, (ni + I iM) = (I iM)⇒ ni ∈ I iM para todo

i, em particular ni+r ∈ I i+rM . Assim,

IrM ⊂ N ⇒ I iIrM ⊂ I iN ⇒ ni+r ∈ I iN,

10



1. O funtor completamento I-ádico

mas ni−ni+r ∈ I iN por propriedade de limite inverso. Logo ni ∈ I iN e ΛI(i) é injetiva.

Agora perceba que

ΛI

(
M

N

)
= lim←−

i∈N

M
N

I i M
N

=
M
N

IiM+N
N

∼=
M

I iM +N
=
M

N

para i ≥ r. Defina

ϕ : ΛI(M) → ΛI(
M
N

) ∼= M
N

(mi + I iM) 7→ (mi + I iM +N).

A sobrejetividade ocorre porque dado um elemento (mi + I iM + N) ∈ ΛI(
M
N

) ele é

representado por m + N para algum m ∈ M por causa do isomorfismo ΛI(
M
N

) ∼= M
N

e

temos ϕ(m+ I iM) = m+N . Analisando o Ker(ϕ) temos

Ker(ϕ) = {(mi + I iM); (mi + I iM +N) = (I iM +N)}
= {(mi + I iM); mi + n′i + I iM = n′′i + I iM} para cada i,

isto é, mi + I iM = n′′i − n′i + I iM = n+ I iM com n = n′′i − n′i. Portanto Im(ΛI(i)) =

Ker(ϕ).

Exemplo 1.8. Sejam K um anel, P := K[x] o anel de polinômios e A := K[[x]] o

anel das séries de potências formais. Então A é o completamento de P na topologia

(x)-ádica. Note que a aplicação

A → P̂
∞∑
i=0

αix
i 7→ (α0 + (x), α0 + α1x+ (x)2, α0 + α1x+ α2x

2 + (x)3, . . .)

é um isomorfismo. De fato, dado (p1 + (x), p2 + (x)2, p3 + (x)3, . . .) ∈ P̂ temos que

p1 ∈
K[x]

(x)
∼= K, isso significa que p1 + (x) = α0 + (x) com α0 ∈ K. Além disso, o

algoritmo da divisão nos permite escrever p2 = q2x
2 + r2 onde deg(r2) ≤ 1, ou seja,

p2 + (x)2 = r2 + (x)2 e podemos utilizar r2 ao invés de p2. Agora, por propriedade

de limite inverso p2 − p1 ∈ (x), isto é, r2 − α0 ∈ (x). Dáı, r2 − α0 = α1x ⇒ r2 =

α1x + α0 mas deg(r2) ≤ 1 e deg(α0) = 0 implicam que deg(α1) = 0. Indutivamente

r3 = α2x
2 +α1x+α0 com p3 +(x)3 = r3 +(x)3. Assim, (p1 +(x), p2 +(x)2, p3 +(x)3, . . .)

é imagem de
∞∑
i=0

αix
i, provando a sobrejetividade. Além disso, os ri fornecidos pelo

algoritmo da divisão são únicos, e isso garante a injetividade.

Exemplo 1.9. Um exemplo de R-módulo completo é obtido da seguinte forma: Tome

(R,m) um anel local e Artiniano. Assim, R é um R-módulo completo. De fato,

11



1. O funtor completamento I-ádico

considerando a filtração · · ·mn ⊃ mn+1 · · · , sabemos que mn+1 = mn para algum n

grande, pois R é Artiniano. Dessa forma, pelo Lema de Nakayama, mn = 0. Logo,

dada (mn +mn)n∈N ∈ R̂, temos que (mn +mn)n∈N é constante (mn) a partir de n. Isso

mostra a sobrejetividade. A injetividade decorre de
⋂
n

mn = 0. Portanto, R ∼= R̂.

12



Caṕıtulo 2

Funtores derivados do

completamento I-ádico

Seja R um anel comutativo (não necessariamente Noetheriano) e I um ideal de R.

Seja M um R-módulo. Considere o sistema inverso de R-módulos

{
M

I tM
,πk,t

}
com

epimorfismos naturais

πk,t :
M

IkM
−→ M

I tM

para todo k ≥ t > 0.

Vamos usar ΛI(M) = lim←−
t

M

I tM
para denotar o completamento I-ádico de M . Foi

mostrado no caṕıtulo anterior que o funtor completamento I-ádico é um funtor covari-

ante aditivo da categoria dos R-módulos e R-homomorfismos para categoria R̂-módulos

e R̂-homomorfismos. Além disso, esse funtor é exato quando os módulos são finitamente

gerados e R é Noetheriano. Infelizmente, mesmo R sendo Noetheriano, ele não é exato

na categoria dos módulos em geral.

Vamos denotar por LIi (M) o i-ésimo módulo derivado à esquerda de ΛI(M) (veja

o apêndice B).

Observação 2.1. (i) Como o funtor tensor não é exato à esquerda e o limite inverso não

é exato à direita na categoria dos R-módulos (veja o Lema 1.5), o funtor ΛI não é exato

nem à direita e nem à esquerda. Portanto, em geral, LI0 6= ΛI . Contudo, LI0 é um funtor

exato à direita (veja o Teorema B.5) e seus funtores derivados à esquerda para i > 0 são

os mesmos que os funtores de ΛI . Mesmo não sendo exato em nenhum lado, o funtor

ΛI preserva sobrejeções. De fato, sendo f : G → N homomorfismo de R-módulos

sobrejetor, então ΛI(f) : ΛI(G) → ΛI(N) é sobrejetor. Chame L = Ker(f), logo

G
L
∼= N induzindo homomorfismo sobrejetor de sistemas inversos

{
G

I tG

}
t

→

{
G
L

I t G
L

}
t

.

13



2. Funtores derivados do completamento I-ádico

Dáı temos a sequência

0→
{

L

L ∩ (I tG)

}
t

→
{
G

I tG

}
t

→
{

G

I tG+ L

}
t

→ 0

que é exata pois
L

L ∩ (I tG)
∼=
L+ I tG

I tG
implicando

G
ItG

L+ItG
ItG

∼=
G

L+ I tG
. Dessa forma,

como o primeiro sistema inverso da sequência é sobrejetor, podemos aplicar o limite

inverso e a sequência permanece exata (esse resultado será provado no Lema 2.3).

Portanto, ΛI(f) é sobrejetor.

Seja 0 → N
f−→ P

g−→ M → 0 uma sequência exata curta de R-módulos com P

projetivo. Então temos a sequência

ΛI(N)
ΛI(f)−−−→ ΛI(P )

ΛI(g)−−−→ ΛI(M)→ 0

que não é necessariamente exata. Mas ImΛI(f) ⊆ KerΛI(g) e ΛI(g) é sobrejetiva,

então

(I) LI0(M) ∼=
ΛI(P )

ImΛI(f)

e

(II) ΛI(M) ∼=
ΛI(P )

KerΛI(g)
.

De fato. Em (I) Calcula-se o 0-ésimo módulo derivado à esquerda “esquecendo” ΛI(M).

Dáı, KerΛI(g) = ΛI(P ). Em (II) usa-se o teorema de isomorfismo.

Portanto existe um epimorfismo natural ϕM : LI0(M)→ ΛI(M).

(ii) Dois ideais I e J de um anel R são chamados radicalmente equivalentes se

existem inteiros positivos n e m tais que In ⊆ J e Jm ⊆ I. Se os ideais I e J são

radicalmente equivalentes então ΛI(M) ∼= ΛJ(M) para todo R-módulo M . De fato:

Sejam 0 < p, q ∈ Z, tais que: Ip ⊆ J e Jq ⊆ I. Sabemos que ΛI(M) = lim←−
n∈N

M

InM
=

{(xn + InM);xn − xn+1 ∈ InM,n ∈ N}. De Ip ⊆ J , temos que Ipr ⊆ Jr, e podemos

considerar a projeção: θr :
M

IprM
−→ M

JrM
e de maneira análoga θs :

M

IpsM
−→ M

JsM
.
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

Considerando s ≥ r:

lim←−
n∈N

M

JnM

!!

��

lim←−
n∈N

M

InM
oo

θs◦πps
��

θr◦πpr

}}

πpr

!!

πps

��

M

JrM

M

IprM

θroo

M

JsM

ϕr
s

OO

M

IpsMθ
oo

OO

Perceba que ϕrs ◦ θs ◦ πps = θr ◦ πpr:

(xn + InM)
πps−−→ xps + IpsM

θs−→ xps + JsM
ϕr
s−→ xps + JrM

(xn + InM)
πpr−−→ xpr + IprM

θr−→ xpr + JrM

mas xps−xpr ∈ IprM ⊆ JrM , por causa da propriedade de limite inverso, as classes são

iguais no fim. Assim, existe a aplicação tracejada no diagrama, entre os limites inversos,

de maneira única a fazer os triângulos comutarem. Tal aplicação é (xn + InM) →
(xnp + JnM). De fato:

(xn + InM)→ (xnp + JnM)→ xpr + JrM.

De maneira completamente análoga a todo processo acima, obtêm-se

(yn + JnM)→ (ynq + InM)

Note que são inversas uma da outra:

(xn + InM)→ (xnp + JnM)→ (xnpq + InM) = (xn + InM)

(yn + JnM)→ (ynq + InM)→ (ynqp + JnM) = (yn + JnM)

Portanto, ΛI(M) ∼= ΛJ(M).

(iii) Suponha agora que R é Noetheriano e M é finitamente gerado. Considere uma

resolução projetiva de M

P• : · · · → P2 → P1
d1−→ P0

d0−→M → 0

onde cada Pi é um R-módulo finitamente gerado. Como ΛI é exato em módulos
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

finitamente gerados, temos exatidão em:

ΛI(P•) : · · · → ΛI(P2)→ ΛI(P1)→ ΛI(P0)→ ΛI(M)→ 0.

Assim, LIi (M) = Hi(ΛI(P•)) = 0, i > 0 que é a i-ésima homologia em Λ(P•). Além

disso, temos que

H0(P•) =
P0

Im(d1)
=

P0

Ker(d0)
∼= Im(d0) = M

pois d0 é sobrejetivo. Logo

ΛIH0(P•) = ΛI(M)⇒ H0(ΛI(P•)) = ΛI(M)

ou seja, LI0(M) ∼= ΛI(M).

Definição 2.2 (Condição de Mittag-Leffler). Para a exatidão do limite inverso nós

precisamos da seguinte condição: um sistema inverso {Mt, ϕt′t} de R-módulos satisfaz

a condição de Mittag-Leffler (ML) se para cada t, a famı́lia decrescente {ϕt′t(Mt′) ⊆
Mt | t′ ≥ t} dos submódulos de Mt é estacionária. Em outras palavras, para cada t,

existe um t0 ≥ t, tal que para todo t′, t′′ ≥ t0, ϕt′t(Mt′) = ϕt′′t(Mt′′) como submódulos

de Mt. Vamos destacar quatros casos onde o sistema inverso obedece (ML):

(i) Se todos os homomorfismos ϕt′t : Mt′ → Mt forem sobrejetivos. De fato,

ϕt′t(Mt′) = Mt para todo t′ ≥ t. Note que, se t = 0, temos:

ϕ10(M1) = M0, ϕ20(M2) = ϕ10(ϕ21(M2)) = ϕ10(M1) = M0.

E analogamente para t > 0.

(ii) Se para cada t existir t0 ≥ t tal que, para todo t′ ≥ t0, tenhamos ϕt′t(Mt′) = 0.

Direto da definição.

(iii) Se {Mt} for um sistema inverso de um espaço vetorial de dimensão finita sobre

um corpo. De fato: supondo que a dimensão de Mt seja igual a n, temos que dimensão

de ϕt′t(Mt′) ≤ n. Se, indutivamente, as dimensões de cada ϕt′′t(Mt′′), t
′′ > t′, forem

diminuindo até chegarem em 0, estamos no caso (ii). Se a dimensão estacionar, estamos

no caso (i).

(iv) Se {Mt} for um sistema inverso de módulos Artinianos. Imediato.

Lema 2.3. Seja

0→ {Mt}
ft−→ {Nt}

gt−→ {Pt} → 0

uma sequência exata curta de sistemas inversos de módulos. Então:
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

(i) Se {Nt} satisfaz (ML) então {Pt} também satisfaz.

(ii) Se {Mt} satisfaz (ML) então a sequência de limites inversos

0→ lim←−
t

Mt → lim←−
t

Nt → lim←−
t

Pt → 0

é exata.

Demonstração. (i) Considere o diagrama comutativo e {Mt, α
k
t }, {Nt, ϕ

k
t } e {Pt, ψkt }

os sistemas inversos onde k ≥ t:

Nk Pk

Nt Pt

//gk

��

ϕk
t

��

ψk
t

//
gt

A aplicação

gt|ϕk
t (Nk) : ϕkt (Nk) → ψkt (Pk)

b 7→ gt(b)

está bem definida, pois, sendo a ∈ Nk tal que

ϕkt (a) = b⇒ gtϕ
k
t (a) = gt(b)⇒ ψkt gk(a) = gt(b)

e é sobrejetora, porque gt(ϕ
k
t (Nk)) = ψkt gk(Nk) e gk é sobrejetora, já que a sequência é

exata. Assim, como (Nt) satisfaz (ML), segue que ψkt (Pk) = gt(ϕ
k
t (Nk)) = gt(ϕ

k′
t (Nk′)) =

ψk
′
t (Pk′) para k, k′ suficientemente grandes. Portanto, (Pt) satisfaz (ML).

(ii) Como o limite inverso já é exato à esquerda, resta-nos mostrar que a última

aplicação é sobrejetora. Tome (pt)t ∈ lim←−Pt. Para cada t, seja Et = g−1(pt). Então Et

é um subconjunto de Nt e {(Et), βkt } é um sistema inverso de conjuntos, com βkt (xk) =

ϕkt (xk) para todo xk ∈ Ek. Veja que βkt está bem definida. Tomando xk ∈ Ek temos

que gk(xk) = pk e dáı

ψkt (pk) = pt ⇒ ψkt gk(xk) = pt ⇒ gtϕ
k
t (xk) = pt.

Além disso, cada Et está em bijeção com Mt através da aplicação

µt : Mt → Et

mt 7→ xt + ft(mt)

onde xt ∈ Et é fixo. A sobrejetividade ocorre porque dado yt ∈ Et temos que gt(xt) =

gt(yt) ⇒ (yt − xt) ∈ Ker(gt) = Im(ft) ⇒ yt − xt = ft(mt) para algum mt ∈ Mt ⇒
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

yt = xt + ft(mt). E a injetividade pode ser vista tomando xt + ft(mt) = xt + ft(m
′
t)⇒

ft(mt −m′t) = 0⇒ mt = m′t.

Agora vamos mostrar que Et satisfaz (ML). O objetivo é provar que existe t0 tal

que βkt (Ek) = βk
′
t (Ek′) para k, k′ ≥ t0. A inclusão βkt (Ek) ⊇ βk

′
t (Ek′) quando k′ ≥ k

ocorre naturalmente e por isso precisamos mostrar que βkt (Ek) ⊆ βk
′
t (Ek′) para k, k′

suficientemente grandes. Antes disso perceba que xt fixado em µt pode ser escolhido

arbitrariamente. Dessa forma, analogamente se define

µk : Mk → Ek

mk 7→ ϕk
′

k (xk′) + fk(mk)

onde xk′ ∈ Ek′ e ϕk
′

k (xk′) ∈ Ek, que também é bijetora e sua sobrejeção garante que

qualquer xk ∈ Ek pode ser visto como xk = ϕk
′

k (xk′) + fk(m
′
k) para algum m′k ∈ Mk.

Agora tome y ∈ βkt (Ek), então y = βkt (xk + fk(mk)) = ϕkt (xk) + ϕkt (fk(mk)). Mas

xk = ϕk
′

k (xk′) + fk(m
′
k) para algum m′k ∈Mk. Logo

y = ϕkt (ϕ
k′

k (xk′) + fk(m
′
k)) + ϕkt (fk(mk))

= ϕk
′
t (xk′) + ϕkt (fk(m

′
k)) + ϕkt (fk(mk))

= ϕk
′
t (xk′) + ϕkt (fk(m

′
k +mk))

= ϕk
′
t (xk′) + ϕkt (fk(m

′′
k)),

onde m′′k = m′k +mk. Continuando:

y = ϕk
′
t (xk′) + ft(α

k
t (m

′′
k)) pela comutatividade dos sistemas inversos;

= ϕk
′
t (xk′) + ft(α

k′
t (m′′k′)) pois {Mt} satisfaz (ML);

= ϕk
′
t (xk′) + ϕk

′
t (fk′(m

′′
k′)) novamente pela comutatividade nos diagramas;

= ϕk
′
t (xk′ + fk′(m

′′
k′))

= βk
′
t (xk′ + fk′(m

′′
k′)) pois xk′ + fk′(m

′′
k′) é um t́ıpico elemento de Ek′ .

Portanto {Et} satisfaz (ML) como um sistema inverso de conjuntos (mesma definição).

Como cada Et é não-vazio e considerando o sistema inverso das imagens estáveis como

acima, segue que lim←−Et é não-vazio. Portanto, (pt)t é imagem de qualquer elemento

de lim←−Et ⊆ lim←−Nt.

Em geral, o epimorfismo natural ϕM definido na Observação 2.1 não é um isomor-

fismo. O teorema a seguir nos dá uma condição para ϕM ser um isomorfismo.

Teorema 2.4. Seja M um R-módulo e I um ideal de R. Suponha que o sistema {I tM}
seja estacionário, isto é, existe um inteiro positivo n tal que I tM = InM para todo
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t ≥ n. Então o epimorfismo natural

ϕM : LI0(M)→ ΛI(M)

é um isomorfismo.

Demonstração. Seja

0→ N
f−→ P

g−→M → 0

uma sequência exata curta de R-módulos com P projetivo. Dáı:

N ⊗R (R/I t)→ P ⊗R (R/I t)→M ⊗R (R/I t)→ 0

N/I tN
ft−→ P/I tP

gt−→M/I tM → 0

ΛI(N)
ΛI(f)−−−→ ΛI(P )

ΛI(g)−−−→ ΛI(M)→ 0

por 2.1, essa sequência não é necessariamente exata. Mas, ImΛI(f) ⊆ KerΛI(g) e

ΛI(g) é sobrejetiva. Basta provar que ImΛI(f) = KerΛI(g). Como Im(ft) = Ker(gt),

temos Kt = Ker(gt) = (f(N) + I tP )/I tP ∼= (N + I tP )/I tP ∼= N/(I tP ∩ N) e {Kt}
forma um sistema inverso sobrejetivo com aplicações ϕKs

t
: N/(N∩IsP )→ N/(N∩I tP )

com s ≥ t. Segue do Lema 2.3 que

0→ lim←−
t

Kt

lim←−
t

jt

−−−−→ ΛI(P )
ΛI(g)−−−→ ΛI(M)→ 0

é exata.

Denote as seguintes aplicações por πs : ΛI(N)→ N

IsN
e πst :

N

IsN
→ N

I tN
e observe

o diagrama:

lim←−
N

N ∩ I tP

%%

��

ΛI(N)hoo

��

||   

πs

��

N

N ∩ I tP
N

I tN

ftoo

N

N ∩ IsP

ϕKs
t

OO

N

IsNfs
oo

πs
t

OO

O fato de que ft ◦ πst ◦ πs = ϕkst ◦ fs ◦ πs garante a existência de h no diagrama

acima, por propriedade universal de limite inverso. Agora considere o diagrama:
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ΛI(N)
ΛI(f) //

h
##

ΛI(P )

lim←−
t

Kt

lim←−
t

jt

;;

que é comutativo. De fato, tal comutatividade decorre das seguintes aplicações:

ΛI(f) : ΛI(N) −→ ΛI(P )

(nj + IjN) 7−→ (f(nj) + IjP )

h : lim←−
t

N

I tN
−→ lim←−

t

N

N ∩ I tP
(nj + I tN) 7−→ (f(n)j +N ∩ I tP )

e

lim←−
t

jt : lim←−
t

N

N ∩ I tP
−→ lim←−

t

P

I tP

(f(n)j +N ∩ IjP ) 7−→ (f(n)j + IjP ).

A aplicação h foi definida a partir da seguinte:

N

I tN
−→ N

N ∩ I tP
n+ I tN 7−→ f(n) +N ∩ I tP.

Assim, verifica-se a comutatividade ΛI(f)(nj + IjN) = (fn(n)j + IjP ) = lim←−
t

jt ◦

h(nj + IjN).

Note que, se h for sobrejetiva, então Im(ΛI(f)) = Im(lim←−
t

jt) = Ker(ΛI(g)). As-

sim, resta provar que h é sobrejetiva. Seja Ht = Ker(ft) : {n ∈ N ; n ∈ I tP}.
Logo, Ht

∼= (I tP ∩ N)/I tN e {Ht, πt+1, t} forma um sistema inverso, onde πt+1, t :

(I t+1P ∩ N)/I t+1N → (I tP ∩ N)/I tN são induzidas pelas aplicações do sistema in-

verso {N/I tN}. Perceba que h será sobrejetiva se {Ht} satisfizer (ML), isso por causa

da sequência exata

0→ {Ht} → N/I tN → N/(N ∩ I tP )→ 0

que continuará exata após aplicação do limite inverso, graças ao Lema 2.3.

Agora, por hipótese {I tM} é estacionária. Dessa forma, existe um inteiro n0 > 0

tal que I tM = In0M para todo t ≥ n0. Como I tM = I t(P/N) = (I tP +N)/N , segue

que I tP +N = In0P +N para todo t ≥ n0.
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

Portanto, para qualquer inteiro k e todo t ≥ k + n0, temos

Im(πt, k) = ((N ∩ I tP ) + IkN)/IkN

= (N ∩ (Ik(I t−kP +N)))/IkN (∗)
= (N ∩ Ik(In0P +N))/IkN.

Em (∗) utilizamos a propriedade: Se A ⊇ C, então (A + B) ∩ C = A + (B ∩ C),

onde C = N e A = IkN .

Continuando a prova, observe que a última igualdade não depende de t, isso prova

que {Ht} satisfaz (ML). Assim, h é sobrejetiva e o teorema está completamente provado.

Corolário 2.5. Seja M um R-módulo Artiniano. Então o epimorfismo natural

ϕM : LI0(M)→ ΛI(M)

é um isomorfismo.

Corolário 2.6. Seja M um R-módulo. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) IM = M ;

(ii) LI0(M) = 0;

(iii) ΛI(M) = 0.

Demonstração. (i) ⇒ (ii). Por hipótese M = I tM para todo t > 0. Portanto,

LI0(M) ∼= ΛI(M) = lim←−
t

M

I tM
= 0.

(ii) ⇒ (iii). Segue do epimorfismo natural

ϕM : LI0(M)→ ΛI(M).

(iii) ⇒ (i). Suponha para chegar a um absurdo que IM 6= M . Dessa forma, tome

m ∈ (M−IM). Assim, teŕıamos (m+IM,m+I2M, . . .) elemento não-nulo em ΛI(M).

2.1 Completamento I-ádico generalizado e seus fun-

tores derivados à esquerda

Uma interessante definição para o completamento I-ádico para dois módulos foi

apresentada recentemente por Tran Tuan Nam em [Nam10, Definition 2.1].
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

Seja I um ideal de R e M,N R-módulos. O completamento I-ádico de ΛI(N) =

lim←−
t

N

I tN
sugere a seguinte definição:

Definição 2.7. O completamento I-ádico generalizado ΛI(M,N) dos R-módulos M,N

é definido por

ΛI(M,N) = lim←−
t

(
R

I t
⊗RM ⊗R N).

Dessa forma percebe-se que ΛI(M,N) ∼= ΛI(M ⊗RN) o completamento I-ádico de

M ⊗R N .

Seja C (R) a categoria de todos os R-módulos e homomorfismos. Temos o bi-funtor

ΛI(−,−) : C (R)× C (R)→ C (R).

Para cada R-módulo M , temos o funtor covariante

ΛI(M,−) : C (R)→ C (R).

Assim como no caso do funtor ΛI(−), note que o funtor ΛI(M,−) não é exato nem à

direita nem à esquerda, já que limite inverso não é exato à direita e produto tensorial

não é exato à esquerda. Sendo LiΛI(M,−) o i-ésimo funtor derivado à esquerda de

ΛI(M,−), ocorre que, em geral, L0ΛI(M,−) 6= ΛI(M,−); todavia, L0ΛI(M,−) é exato

a direita.

Observação 2.8. (i) ΛI(M,N) ∼= ΛI(N,M).

(ii) Quando M = R, tem-se ΛI(M,N) = ΛI(N) o completamento I-ádico de N e

LiΛI(R,−) = LiΛI(−) o i-ésimo funtor derivado à esquerda de ΛI(−).

Denote por CΛI
(R) a categoria de todos os R-módulos M (e homomorfismos) tais

que L0ΛI(M,N) ∼= ΛI(M,N) para todo R-módulo N , equivalentemente, o funtor

ΛI(M,−) é exato à direita. Para cada R-módulo M , CΛI
(M,R) denota a catego-

ria de todos os R-módulos N(e homomorfismos) tais que L0ΛI(M,N) ∼= ΛI(M,N).

Perceba que CΛI
(R) e CΛI

(M,R) são subcategorias plenas da categoria de R-módulos

C (R) e preservam somas diretas finitas de R-módulos. Mais ainda, se M ∈ CΛI
(R),

então CΛI
(M,R) = CΛI

(R). Se P for um R-módulo projetivo, então P ∈ CΛI
(M,R).

O seguinte teorema mostra que as categorias CΛI
(R) e CΛI

(M,R) são grandes, e

elas contêm todos os R-módulos Artinianos.

Teorema 2.9.

(i) Seja M um R-módulo tal que o sistema {I tM}t é estacionário, então M ∈
CΛI

(R).
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

(ii) Se N é um R-módulo tal que o sistema {I tN}t é estacionário, então N ∈
CΛI

(M,R) para cada R-módulo M .

Para provar o Teorema 2.9 vamos precisar dos seguintes lemas:

Lema 2.10. Seja f : G → N um homomorfismo de R-módulos. Se f é sobrejetivo

então o homomorfismo ΛI(M, f) : ΛI(M,G)→ ΛI(M,N) é também sobrejetivo.

A prova desse lema é análoga à prova presente na Observação 2.1. Na verdade a

afirmação na Observação 2.1 (i) é exatamente o corolário que vem a após esse lema.

Prova do Lema 2.10. O epimorfismo f : G→ N induz o epimorfismo M ⊗R f : M ⊗R
G → M ⊗R N . Sendo L = Ker(M ⊗R f), temos que M ⊗R N ∼= M⊗RG

L
. Então o

sistema inverso de homomorfismos induzido

{R
I t
⊗RM ⊗R G}t → {

R

I t
⊗R

M ⊗R G
L

}t

é sobrejetivo. Esse sistema inverso induz a sequência

0→
{

L

L ∩ (I t(M ⊗R G))

}
t

→
{

M ⊗R G
I t(M ⊗R G)

}
t

→
{

M ⊗R G
I t(M ⊗R G) + L

}
t

→ 0

que é exata já que
L

L ∩ (I t(M ⊗R G))
∼=

L+ I t(M ⊗R G)

I t(M ⊗R G)
e então

M⊗RG
It(M⊗RG)

L+It(M⊗RG)
It(M⊗RG)

∼=

M ⊗R G
L+ I t(M ⊗R G)

. Como o sistema inverso
{

L
L∩(It(M⊗RG))

}
t

é sobrejetivo, aplicando o

limite inverso na sequência exata segue que ΛI(M, f) é sobrejetivo pelo Lema 2.3.

Tomando M = R, temos uma consequência imediata.

Corolário 2.11. Seja f : G→ N um homomorfismo de R-módulos. Se f é sobrejetivo,

então o homomorfismo ΛI(f) : ΛI(G)→ ΛI(N) também é sobrejetivo.

Lema 2.12. Seja G → L
f−→ N → 0 uma sequência exata de R-módulos tal que o

sistema {I tN} é estacionária. Então a seguinte sequência induzida

ΛI(G)→ ΛI(L)→ ΛI(N)→ 0

é exata.

Demonstração. Chamando K = Ker(f), nós temos as sequências exatas induzidas

G → K → 0

0 → K → L → N → 0.
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

Do corolário anterior, a primeira sequência exata induz a sequência exata

ΛI(G)→ ΛI(K)→ 0.

Como no ińıcio da prova do Teorema 2.4, a segunda sequência exata fornece a sequência

exata

ΛI(K)→ ΛI(L)→ ΛI(N)→ 0.

Portanto, a sequência exata induzida

ΛI(G)→ ΛI(L)→ ΛI(N)→ 0

é exata.

Agora vamos provar o Teorema 2.9.

Prova do Teorema 2.9. (i) Seja 0 → K
f−→ P

g−→ N → 0 uma sequência exata curta

com P projetivo. Assim temos a sequência exata à direita induzida

M ⊗R K →M ⊗R P →M ⊗R N → 0,

que por sua vez induz a sequência

ΛI(M,K)
ΛI(M,f)−−−−−→ ΛI(M,P )

ΛI(M,g)−−−−→ ΛI(M,N)→ 0 (∗)

em que Im(ΛI(M, f)) ⊆ Ker(ΛI(M, g)) e ΛI(M, g) é sobrejetivo pelo Lema 2.10.

Assim

L0ΛI(M,N) ∼=
ΛI(M,P )

Im(ΛI(M, f))

e

ΛI(M,N) ∼=
ΛI(M,P )

Ker(ΛI(M, g))
.

Dessa forma, a prova estará completa se conseguirmos mostrar que Im(ΛI(M, f)) =

Ker(ΛI(M, g)), isso resultaria na exatidão da sequência (∗). Lembre que ΛI(M,K) ∼=
ΛI(M ⊗RK) para quaisquer R-módulos M,K. Pelo Lema 2.12, é suficiente provar que

o sistema {I t(M ⊗R K)} é estacionário. Por hipótese, existe um inteiro positivo n tal

que I tM = InM para todo t ≥ n. Para cada αn ∈ In, a ∈ M , e b ∈ N , temos que

αna ∈ InM = I tM . Então existe αt ∈ I t tal que αna = atc, para algum c ∈M . Dáı

αn(a⊗ b) = αna⊗ b = αtc⊗ b = αt(c⊗ b).

Assim In(M ⊗R N) = I t(M ⊗R N) para todo t ≥ n, e isso conclui a prova de (i).
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2. Funtores derivados do completamento I-ádico

(ii) Note queN obedece às hipóteses de (i), logoN ∈ CΛI
(R), ou seja, L0ΛI(N,M) ∼=

ΛI(N,M) para cada R-módulo M . Agora pela Observação 2.8, segue que

L0ΛI(M,N) ∼= ΛI(M,N),

isto é, N ∈ CΛI
(M,R) para cada R-módulo M .

O Teorema 2.9, nos dá as seguintes consequências imediatas.

Corolário 2.13.

(i) Se M é um R-módulo Artiniano, então M ∈ CΛI
(R).

(ii) Se N é um R-módulo Artiniano, então N ∈ CΛI
(M,R) para cada R-módulo M .

Corolário 2.14. Seja M,N R-módulos. Existe um epimorfismo

ϕ(M,N) : L0ΛI(M,N)→ ΛI(M,N).

Demonstração. O epimorfismo segue da prova do Teorema 2.9 e decorre da aplicação

ΛI(M,P )

Im(ΛI(M, f))
−→ ΛI(M,P )

Ker(ΛI(M, g))
.
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Caṕıtulo 3

Homologia local e módulos de

homologia Koszul

A partir de agora, vamos assumir que R é um anel Noetheriano. É conhecido que

o i-ésimo módulo de cohomologia local H i
I(M) de um módulo M com respeito ao ideal

I pode ser definido por

H i
I(M) = lim−→

t

ExtiR(R/I t,M).

Como em [SBIW07, Theorem 7.8].

Isso sugere a seguinte definição.

Definição 3.1. Seja I um ideal de R e M um R-módulo. O i-ésimo módulo de

homologia local HI
i (M) de M com respeito a I é definido por

HI
i (M) = lim←−

t

TorRi (R/I t;M).

Observação 3.2. (i) Note que HI
i (M) = lim←−

t

Hi((R/I
t)⊗ F•), onde F• é uma resolução

projetiva de M . Por outro lado,

LIi (M) = Hi(ΛI(M)) = Hi(lim←−
t

M/I tM) = Hi(lim←−
t

((R/I t)⊗ F•)).

Existem as aplicações ϕi : LIi (M) → HI
i (M) que são os epimorfismos dados em

[GM92, Proposition 1.1].
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

(ii) Note que HI
0 (M) ∼= ΛI(M). De fato,

HI
0 (M) = lim←−

t

TorR0 (R/I t;M)

= lim←−
t

(R/I t)⊗M

∼= lim←−
t

M/I tM

= ΛI(M).

Mais ainda, se M for um módulo finitamente gerado, então pela Observação 2.1

(iii), para todo i > 0, LIi (M) = 0. Portanto, HI
i (M) = 0 por (i).

Teorema 3.3. Seja M um R-módulo. Então as seguintes afirmações são verdadeiras.

(i) Para todo i > 0, o módulo de homologia local HI
i (M) é I-separável, isto é,

⋂
s>0

IsHI
i (M) = 0.

(ii) Suponha que (R,m) é um anel local. Então para todo i ≥ 0,

HI
i (D(M)) ∼= D(H i

I(M)),

onde D(−) = Hom(−, E) denota o dual de Matlis sendo E = E

(
R

m

)
a envoltória

injetiva do corpo residual.

Demonstração. (i) Note que, para qualquer sistema inverso, {Mt},

I lim←−
t

Mt ⊆ lim←−
t

IMt.

Basta considerar as aplicações

Iϕkt : IMk → IMt
r∑
i=1

aim
k
i 7→

r∑
i=1

aiϕ
k
t (m

k
i )

induzidas do sistema inverso {Mt, ϕ
k
t } onde k ≥ t. A inclusão decorre diretamente da

definição de limite inverso.
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

Assim,⋂
s>0

IsHI
i (M) ∼= lim←−

s

Is lim←−
t

TorRi (R/I t;M) (veja o Exemplo A.6) (∗)

⊆ lim←−
s

lim←−
t

IsTorRi (R/I t;M)

∼= lim←−
t

lim←−
s

IsTorRi (R/I t;M) = 0

já que IsTorRi (R/I t;M) = 0 para s ≥ t, pois IsTorRi (R/I t;M) ⊆ TorRi (Is(R/I t);M) =

0 para s ≥ t.

(ii) Sabe-se que para um sistema direto {Nt} de R-módulos, lim←−
t

D(Nt) ∼= D(lim−→
t

Nt)

[Rot09, Proposition 5.26]. Tome F• resolução livre de posto finito de R
It

e chame

A = HomR(F•(
R
It

);M) para descarregar a notação no seguinte cálculo:

TorRi (R
It

;D(M)) = Hi(F•(
R
It

)⊗D(M))

= Hi(F•(
R
It

)⊗ HomR(M ;E))

= Hi(HomR(A;E))[Rot09, Lemma 9.71]

= Hi(D(A))

= D(H i(A))

= HomR(H i(A);E)

= D(ExtiR(R
It

;M)).

Assim nós temos

HI
i (D(M)) ∼= lim←−

t

TorRi (
R

I t
;D(M))

∼= lim←−
t

D(ExtiR(
R

I t
;M))

∼= D(lim−→
t

ExtiR(
R

I t
;M))

= D(H i
I(M)).

Suponha agora que o ideal I é gerado por r elementos x1, . . . , xr em R. Sejam

x(t) = (xt1, . . . , x
t
r) e k•(x(t)) o complexo de Koszul de R com respeito à x(t) que será

abreviado por Kt
•. Para inteiros positivos t, k (t ≥ k) existem homomorfismos naturais

θt,ki : Kt+k
i → Kt

i , dados por θt,ki (eα) = xkαeα, onde α = (j1, . . . , ji), 1 ≤ j1 < · · · < ji ≤
r. Aqui escrevemos xα para o produto xj1 · · ·xji .

Verifica-se que as aplicações θt,k• : Kt+k
• → Kt

• são morfismos de complexos (veja a

Proposição [Str90, Proposition 4.3.1]).
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

Observe que θt,k• forma um sistema inverso de complexos Kt
•.

Para um R-módulo M , definimos K•(x(t);M) = K•(x(t)) ⊗R M o complexo de

Koszul de M com respeito ao sistema x(t) e H•(x(t);M) seus módulos de homologia.

Então os homomorfismos induzidos

H•(θ
t,k
• ;M) : H•(x(t);M)→ H•(x(k);M)

fazem de {H•(x(t);M)} um sistema inverso. De fato, dados dois complexos

C• : . . . Ck+1 Ck Ck−1 . . .

D• : . . . Dk+1 Dk Dk−1 . . .
��

f :

// //
dk+1

��

fk+1

//dk

��

fk

//

��

fk−1

// //
δk+1

//
δk

//

onde f = {fk} é uma aplicação de cadeias (morfismo de complexos), temos a boa

definição de Hk(C•)→ Hk(D•), no sentido de que leva homologias em homologias:

(i) Leva ciclo em ciclo. Seja z ∈ Ker(dk), dáı

dk(z) = 0⇒ δkfk(z) = fk+1dk(z) = 0,

pois fk+1 é homomorfismo.

(ii) Leva bordo em bordo. Seja b ∈ Im(dk+1), dáı

b = dk+1(x)⇒ fk(b) = fkdk+1(x) = δk+1fk+1(x).

Observação 3.4. Em [Str90, Corollary 4.2.7] foi provado que se a = (x1, . . . , xn) e o

R-módulo M é anulado por b, então

(a + b)Hp(x,M) = (a + b)Hp(x,M) = 0 para todo p.

Utilizaremos esse resultado na demonstração do seguinte lema.

Lema 3.5. Sejam F um R-módulo plano. Então para qualquer inteiro positivo t existe

um t0 > t tal que

Hp(θ
k,t
• ;F ) : Hp(x(k);F )→ Hp(x(t);F )

é o homomorfismo nulo para todo k ≥ t0 e p ≥ 1.

Demonstração. Tome a = (x1, . . . , xn) e escolha r suficientemente grande tal que ar ⊆
at = (xt1, . . . , x

t
n) (isso é sempre posśıvel, basta tomar, por exemplo, r = nt). Agora,

para cada complexo Kt
• escreva Zt

p = Ker(dtp) para os ciclos e Bt
b = Im(dtp+1) para os
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

bordos em Kt
p. Pelo lema de Artin-Rees (tomando M = Kt

p e N = Zt
p nas notações do

lema [Str90, Lemma 2.1.1]), ∃ s1 ≥ 0 tal que, para s ≥ s1 tem-se

Zt
p ∩ asKt

p = as−s1(Zt
p ∩ as1Kt

p).

Em particular, para s = r + s1, temos as inclusões

Zt
p ∩ asKt

p = ar(Zt
p ∩ as1Kt

p) ⊆ arZt
p ⊆ atZ

t
p ⊆ Bt

p.

A última inclusão é consequência da Observação 3.4.

De fato, nas notações da Observação 3.4, fazendo M = R temos b = (0) e então

at
Zt
p

Bt
p

= 0⇒
atZ

t
p +Bt

p

Bt
p

= 0⇒ atZ
t
p ⊆ Bt

p.

Agora, vamos provar que Hp(θ
t+s,s
• ) = 0 para s ≥ s0 = r + s1 e p ≥ 1. Como θt+s,s•

é um morfismo de complexos, temos θt+s,sp (Zt+s
p ) ⊆ Zt

p, e precisamos mostrar agora

que θt+s,sp (Zt+s
p ) ⊆ Bt

p. Sabemos que θt+s,sp (Kt+s
p ) ⊆ asKt

p, pela definição de θt+s,sp (por

isso pedimos p ≥ 1, já que no caso p = 0 teŕıamos θt+s0 (Kt+s
0 ) = R que poderia não

está contido em asKt
0 = asR), assim θt+s,sp (Zt+s

p ) ⊆ Zt
p ∩ asKt

p ⊆ Bt
p, ou seja, os ciclos

estão indo nos bordos, isto é, no zero do quociente, assim Hp(θ
t+s,s
• ) = 0. Denote agora

k = t + s e t0 = t + s0. Portanto, o resultado segue da exatidão do funtor − ⊗R F
quando F é plano.

Lema 3.6. Seja

0→ K → Fi−1 → · · · → F0 →M → 0

uma sequência exata de R-módulos com Fj plano. Então

lim←−
t

Hj+i(x(t);M) ∼= lim←−
t

Hj(x(t);K), j ≥ 1;

e

lim←−
t

Hi(x(t);M) ∼= Ker(ΛI(K)→ ΛI(Fi−1)).

Demonstração. Decompondo a sequência exata longa em sequências exatas curtas, nós

precisamos apena provar o caso i = 1. A sequência exata curta

0→ K
f−→ F0

g−→M → 0

30



3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

gera a sequência exata longa de módulos de homologia Koszul:

· · ·
f tj+1−−→ Hj+1(x(t);F0)

gtj+1−−→ Hj+1(x(t);M)
δtj−→ Hj(x(t);K)

f tj−→ Hj(x(t);F0)
gtj−→ · · ·

· · ·
gt1−→ H1(x(t);M)

δt0−→ K/x(t)K
f t−→ F0/x(t)F0

gt−→M/x(t)M → 0.

Então temos as seguintes sequências exatas

0→ Im(gtj+1)→ Hj+1(x(t);M)→ Im(δtj)→ 0

0→ Im(δtj)→ Hj(x(t);K)→ Hj(x(t);F0)

para todo j ≥ 0.

Observe que os homomorfismos do sistema inverso {Im(gtj+1)} induzidos dos ho-

momorfismos Hj+1(θt,k• ;F0) são nulos para todo k e para t suficientemente grande, pelo

Lema 3.5. De fato,

gt+kj+1 : Hj+1(x(t+ k), F0) Hj+1(x(t+ k), M)

gkj+1 : Hj+1(x(k), F0) Hj+1(x(k), M)

//ψ

��

0

��

π

//
ϕ

é comutativo e a composição π ◦ ψ = ϕ ◦ 0 = 0, ou seja, Im(ψ) ⊆ Ker(π), isto é,

π|Im(ψ) ≡ 0. Agora, tem-se

lim←−
t

Im(gtj+1) = {(xt); xµ = fλµ (xλ)} ⇒ xt = f t+1
t (xt+1) = 0

para t suficientemente grande, xt+1 = f t+2
t+1 (xt+2) = 0. Logo lim←−

t

Im(gtj+1) = 0. Nova-

mente pelo Lema 3.5, temos lim←−
t

Hj(x(t);F0) = 0. Agora pelo Lema 2.3 (ii):

0→ lim←−
t

Im(gtj+1)→ lim←−
t

Hj+1(x(t);M)→ lim←−
t

Im(δtj)→ 0

é exata, logo lim←−
t

Hj+1(x(t);M) ∼= lim←−
t

Im(δtj).

Analogamente, lim←−
t

Im(δtj)
∼= lim←−

t

Hj(x(t);K). Portanto,

lim←−
t

Hj+1(x(t);M) ∼= lim←−
t

Hj(x(t);K)
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

para todo j ≥ 1, e

lim←−
t

H1(x(t);M) ∼= lim←−
t

Im(δt0) ∼= lim←−
t

Ker(f t) ∼= Ker(ΛI(K)→ ΛI(F0)). (∗)

O segundo isomorfismo é garantido pela exatidão. Também usamos que lim←−
t

H0(x(t);K) ∼=

ΛI(K). Isso ocorre porque as topologias são equivalentes, implicando limites inversos

isomorfos. Veja:

a = (x1, . . . , xn), at = (x1, . . . , xn)t, at = (xt1, . . . , x
t
n)

ant ⊆ at ⊆ at e ant ⊆ ant ⊆ at.

Em (∗) provamos para o caso i = 1, mas o resultado é válido para i ≥ 1. De fato,

considere a resolução livre

0

��

0

K1

BB

��
· · · // F2

//

BB

F1
//

��

F0
//M // 0

K0

BB

��
0

BB

0

e note que

lim←−
t

Hj+1(x(t);M) ∼= lim←−
t

Hj+i−1(x(t);K0)

∼= lim←−
t

Hj+i−2(x(t);K1)

...

∼= lim←−
t

Hj+i(x(t);Ki−2) (?)

∼= lim←−
t

Hj(x(t);Ki−1)

que é o resultado desejado, levando em conta o “pedaço”da sequencia exata:
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

0 // Ki−1
// Fi−1

//

��

Fi−2
// · · ·

Ki−2

??

  
0

>>

0

e usando (∗) para a sequencia exata curta

0→ Ki−1 → Fi−1 → Ki−2 → 0,

observando que Ki−1 é o módulo K do enunciado e considerando j = 0 em (?), temos

lim←−
t

Hi(x(t);M) ∼= lim←−
t

H1(x(t);Ki−2) ∼= Ker(ΛI(K)→ ΛI(Fi−1)).

Agora nós já podemos mostrar que o módulo de homologia local HI
i (M) pode ser

calculado pela homologia Koszul, e portanto a definição aqui abordada é equivalente

à uma definição apresentada por Z. Tang de homologia local para módulos Artinianos

(veja [Tan94]).

Teorema 3.7. Seja M um R-módulo. Então

HI
i (M) ∼= lim←−

t

Hi(x(t);M),

para todo i ≥ 0.

Demonstração. Se i = 0, temos

HI
0 (M) = ΛI(M) pela Observação 3.2 (ii)

= lim←−
t

M

I tM

∼= lim←−
t

M

x(t)M
pois as topologias são equivalentes

= lim←−
t

H0(x(t);M).

Agora suponha que i > 0. Seja

0→ K → Pi−1 → · · · → P0 →M → 0
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

uma sequência exata com Pj projetivos. Dáı, pelo Lema 3.6, temos os isomorfismos:

lim←−
t

Hi(x(t);M) ∼= Ker(ΛI(K)→ ΛI(Pi−1))

aplicado à sequência (?) abaixo

0→ K → Pi−1 → Ki−2 → 0 (?)

0 // K = Ki−1
// Pi−1

//

��

Pi−2
// · · · (∗)

Ki−2

??

  
0

>>

0

e observando que Hi(x(t);M) = H1(x(t);Ki−2) em (∗).
Por outro lado, temos TorR1 (

R

I t
;Ki−2) ∼= TorRi (

R

I t
;M), e também aplicando TorRi (

R

I t
;−)

em (?), que induz

0 = TorR1 (
R

I t
;Pi−1)→ TorR1 (

R

I t
;Ki−2)→ K

I tK
→ Pi−1

I tPi−1

→ Ki−2

I tKi−2

→ 0.

De onde temos:

0→ TorRi (
R

I t
;M)→ K

I tK
→ Pi−1

I tPi−1

,

aplicando lim←−
t

:

0→ HI
i (M)

ϕ−→ ΛI(K)→ ΛI(Pi−1),

sequência exata.

Dáı,

HI
i (M) ∼= Im(HI

i (M)→ ΛI(K)) pois ϕ é injetora

= Ker(ΛI(K)→ ΛI(Pi− 1)) por exatidão

∼= lim←−
t

Hi(x(t);M).

Note que HI
i (M) tem uma estrutura natural de ΛI(R)-módulo. De fato, basta

considerar

ΛI(R)×HI
i (M) −→ HI

i (M)

((xn + In)n, (zn +Bn)n) 7−→ (xnzn +Bn)n
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3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

de modo que xn − xn+1 ∈ In e zn − zn+1 ∈ Bn.

Resta mostrar que xnzn − xn+1zn+1 ∈ Bn. Note que

xnzn−xn+1zn+1 = xnzn−xn+1zn+xn+1zn−xn+1zn+1 = (xn−xn+1)zn+xn+1(zn−zn+1)

mas (xn − xn+1) ∈ In e (zn − zn+1) ∈ Bn.

Como consequência do Teorema 3.7, daremos a seguir uma versão do Teorema de

Independência, bem conhecido em teoria de cohomologia local, na teoria de homologia

local.

Teorema 3.8 (Teorema da Independência). Seja f : R → R′ um homomorfismo

de anéis Noetherianos e M um R′-módulo. Então temos um isomorfismo de ΛI(R)-

módulos

HI
i (M) ∼= HIR′

i (M)

para todo i ≥ 0.

Demonstração. Suponha que o ideal I seja gerado por r elementos x1, x2, . . . , xr em

R. Então IR′ é gerado pelos elementos y1, y2, . . . , yr em R′, onde y1 = f(x1), . . . , yr =

f(xr). Sejam x(t) = (xt1, x
t
2, . . . , x

t
r) e y(t) = (yt1, y

t
2, . . . , y

t
r). Então podemos verificar

que

Hi(x(t);M) ∼= Hi(y(t);M) (∗)

é um isomorfismo de R-módulos. Vamos provar para o caso i = 0 e o caso i = 1,

considerando t = 1 e r = 1, e os demais casos são análogos. Observando os complexos

0 → R′
y1−→ R′ → 0

0 → M → 0

obtemos o complexo de Koszul

K•(y1;M) : 0→ R′ ⊗R′ M ∼= M
µy1−−→ R′ ⊗R′ M ∼= M → 0

1⊗m 7−→ y1(1⊗m)

com y1(1 ⊗m) = 1 ⊗ y1m = 1 ⊗ f(x1)m. Analogamente se constrói K•(x1;M), onde

se estabelece o diferencial x1(1⊗m) = x1 ⊗m = 1⊗ x1m = 1⊗ f(x1). Dáı

H0(x1;M) =
M

x1M
=

M

y1M
= H0(y1;M), (?)

e também vemos que (0 :M x1) = (0 :M y1) já que x1m = 0⇔ f(x1)m = 0⇔ y1m = 0.

35



3. Homologia local e módulos de homologia Koszul

Logo:

H1(x1;M) = (0 :M x1)

= (0 :M y1)

= {m ∈M ; y1m = 0}
= Ker(µy1)

= H1(y1;M).

Perceba que (∗) também é um isomorfismo de
R

x(t)R
-módulos, pois temos a boa

definição no sentido de que 0′ · mH = 0H , já que x(t)Hi(x(t);M) = 0, como em (?).

Aqui 0′ denota o zero de
R

x(t)R
. Portanto, aplicando lim←−

t

em (∗), conclúımos que

HI
i (M) ∼= HIR′

i (M)

como ΛI(R)-módulos, pelo Teorema 3.7.

Ao leitor mais curioso recomenda-se o artigo [Nam10, Definition 2.1], no qual a

definição de i-ésimo módulo de homologia local generalizado

HI
i (M,N) = lim←−

t

TorRi (
M

I tM
,N)

é apresentada. Neste mesmo artigo, alguns resultados para módulos de homologia

local generalizados são exibidos, cujos enunciados e provas assemelham-se com os aqui

apresentados para módulo de homologia local.
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Caṕıtulo 4

Homologia local de módulos

Artinianos

Neste caṕıtulo, vamos estudar módulos de homologia local de módulos Artinianos.

Deve-se mencionar que Greenlees e May deram uma definição para módulos de homolo-

gia local sobre qualquer anel comutativo em [GM92, Definition 2.4], que, em geral, não

coincide com a definição 3.1. Todavia, elas coincidem no caso Artiniano. Além disso, a

definição aqui abordada retorna módulos mais satisfatórios (levando em consideração

os cálculos e resultados obtidos) no caso de módulos Artinianos.

4.1 Sequência exata longa de homologia local

Primeiro vamos mostrar nesta seção que a definição 3.1 coincide com a definição de

Greenlees e May [GM92, Definition 2.4] quando M é Artiniano. A definição de Green-

lees e May é a seguinte: HI
i (M) = Hi(Hom(Tel(K•(ar);M))) ou de forma alternativa,

HI
i (M) = Hi(Mic(K•(a

r)⊗M)). Para melhor compreensão veja o apêndice C.

Proposição 4.1. Seja I um ideal de R e M um R-módulo Artiniano. Então

HI
i (M) ∼= LIi (M)

para todo i ≥ 0.

Demonstração. Por [GM92, Proposition 1.1] temos a sequência exata curta, para todo

i ≥ 0,

0→ lim←−
1

t
TorRi+1(

R

I t
;M)→ LIi (M)→ HI

i (M)→ 0

onde lim←−
1

t
denota o primeiro funtor derivado à direita do limite inverso.

Como M é um R-módulo Artiniano sobre um anel Noetheriano, verifica-se que
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4. Homologia local de módulos Artinianos

TorRi+1(R
It

;M) é um R-módulo Artiniano. De fato, como
R

I t
é finitamente gerado,

podemos tomar uma resolução livre de
R

I t
, onde cada termo tem posto finito para

o cálculo do TorRi+1(
R

I t
,M). Veja:

TorRi+1(
R

I t
,M) = Hi+1(P•(

R

I t
)⊗M) =

K

N

onde N ⊂ K ⊂Mni+1 e Pi+1(
R

I t
) = Rni+1 .

Assim, {TorRi+1(
R

I t
;M)} satisfaz (ML), de modo que o limite inverso é exato, pelo

Lema 2.3(ii), acarretando lim←−
1

t
TorRi+1(

R

I t
;M) = 0, de onde segue que HI

i (M) ∼= LIi (M).

Perceba também que, por [GM92, Theorem 2.5], temos G−MHI
i (M) ∼= LIi (M)

(onde G−MHI
i (M) denota aqui a definição de módulo de homologia local dada por

Greenlees e May [GM92, Definition 2.4]). Portanto, HI
i (M) ∼= G−MHI

i (M).

O próximo resultado é consequência imediata da Proposição 4.1, que mostra (pela

terminologia do J. Rotman [Rot09]) que a sequência de funtores HI
i (−) é fortemente

conectada positiva na categoria de módulos Artinianos, isto é útil na continuação do

trabalho.

Corolário 4.2. Seja

0→M ′ →M →M ′′ → 0

uma sequência exata curta de módulos Artinianos. Então temos a sequência exata

longa de módulos de homologia local

· · · → HI
i (M ′)→ HI

i (M)→ HI
i (M ′′)→ · · ·

· · · → HI
0 (M ′)→ HI

0 (M)→ HI
0 (M ′′)→ 0.

Demonstração. Basta aplicar o i-ésimo funtor derivado à esquerda do funtor lim←−
t

(
R

I t
⊗−)

à sequência exata curta. A exatidão da sequência longa decorre diretamente da exatidão

à direita dos funtores (
R

I t
⊗−) e LI0. Por fim, basta usar a proposição 4.1.
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4. Homologia local de módulos Artinianos

4.2 Aciclicidade de HI
i (M)

Lema 4.3. Seja {Mt} um sistema inverso de R-módulos Artinianos e N um R-módulo

finitamente gerado. Então temos isomorfismos

TorRi (N ; lim←−
t

Mt) ∼= lim←−
t

TorRi (N ;Mt)

para todo i ≥ 0.

Demonstração. Seja

F• : · · · → Fi → Fi−1 → · · · → F1 → F0 → N → 0

uma resolução livre de N com Fi módulos finitamente gerados, que pode ser obtida

pois R é Noetheriano e N é finitamente gerado. Agora note que cada Fi é da forma

Rαi , cópias finitas de R, assim, para cada Fi:

Fi ⊗ lim←−
t

Mt = Rαi ⊗ lim←−
t

Mt

= (R⊕ · · · ⊕R)⊗ lim←−
t

Mt

∼= (R⊗ lim←−
t

Mt)⊕ · · · ⊕ (R⊗ lim←−
t

Mt),

mas lim←−
t

Mt tem estrutura de R-módulo, logo (lim←−
t

Mt)
αi ∼= lim←−

t

(Mt)
αi , pois o limite

inverso comuta com produto direto, e por αi ser finito, produto direto e soma direta

coincidem. Dáı, basta escrever Mαi
t
∼= Mt ⊗Rαi e temos:

Fi ⊗ lim←−
t

Mt
∼= lim←−

t

Mt ⊗ Fi.

Dessa forma, para resolução F•:

F• ⊗R lim←−
t

Mt
∼= lim←−

t

(F• ⊗RMt). (∗)

Por outro lado, como Mt é Artiniano para todo t, e Fi é livre de posto finito,

temos que Fi ⊗R Mt é Artiniano, por ser soma direta finita de Artinianos. De fato,

sabemos que, dada uma sequência exata 0 → M ′ → M → M ′′ → 0, temos que M

é Artiniano ⇔ M ′,M ′′ são Artinianos. Mas podemos escrever M ∼= M ′ ⊕ M ′′, de

modo que, iterando temos, 0 → Mn−1 → Mn → M → 0, se M é Artiniano, Mn é

Artiniano. Agora, retomando a demonstração, como Fi ⊗R Mt é Artiniano para todo
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i, t, {Fi ⊗RMt} satisfaz (ML), e pelo Lema 2.3, lim←−
t

é exato. Portanto

lim←−
t

Hi(F• ⊗RMt) ∼= Hi(lim←−
t

F• ⊗RMt). (?)

Por fim:

TorRi (N ; lim←−
t

Mt) = Hi(F• ⊗ lim←−
t

Mt)

∼= Hi(lim←−
t

(F• ⊗Mt)) por (∗)

∼= lim←−tHi(F• ⊗RMt) por (?)

= lim←−
t

TorRi (N ;Mt).

Proposição 4.4. Seja M um R-módulo Artiniano. Então

HI
i (HI

j (M)) ∼=

{
HI
j (M), i = 0, j ≥ 0

0, i > 0, j ≥ 0

Demonstração. Pelo Lema 4.3,

HI
i (HI

j (M)) = lim←−
t

TorRi (
R

I t
; lim←−

s

TorRj (
R

Is
;M))

∼= lim←−
t

lim←−
s

TorRi (
R

I t
; TorRj (

R

Is
;M))

∼= lim←−
s

lim←−
t

TorRi (
R

I t
; TorRj (

R

Is
;M)).

Seja x = (x1, . . . , xr) um sistema de geradores de I e x(t) = (xti, . . . , x
t
r). Portanto,

pelo Teorema 3.7, aplicado ao módulo TorRj (
R

I t
;M) temos que

HI
i (TorRj (

R

Is
;M)) = lim←−

t

TorRi (
R

I t
; TorRj (

R

Is
;M))

∼= lim←−
t

Hi(x(t); TorRj (
R

Is
;M)).

Logo

HI
i (HI

j (M)) ∼= lim←−
s

lim←−
t

Hi(x(t); TorRj (
R

Is
;M)).

Do fato de que Is ⊆ Ann(TorRj (
R

Is
;M)), tem-se x(t)TorRj (

R

Is
;M) = 0 para todo

t ≥ s, já que x(t) ∈ Is para todo t ≥ s.
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Dáı, pela exatidão do complexo de Koszul, segue que

H0(x(t); TorRj (
R

Is
;M)) ∼= TorRj (

R

Is
;M).

Dessa forma, para i = 0,

HI
0 (HI

j (M)) ∼= lim←−
s

lim←−
t

H0(x(t); TorRj (
R

Is
;M))

∼= lim←−
s

lim←−
t

TorRj (
R

Is
;M)

∼= lim←−
s

TorRj (
R

Is
;M)

∼= HI
j (M).

No caso em que i > 0, novamente pela exatidão do complexo de Koszul, temos

lim←−
t

Hi(x(t); TorRj (
R

Is
;M)) = 0,

de onde segue que

HI
i (HI

j (M)) ∼= lim←−
s

0 = 0.

Corolário 4.5. Seja M um R-módulo Artiniano. Então

HI
i (
⋂
t>0

I tM) ∼=

{
0, i = 0,

HI
i (M), i ≥ 1

Demonstração. Como M é um R-módulo Artiniano, existe um inteiro positivo n tal

que I tM = InM para todo t ≥ n. Assim
⋂
t>0

I tM = InM e ΛI(M) ∼=
M

InM
. Portanto

nós temos a sequência exata curta de módulos Artinianos

0→
⋂
t>0

I tM →M → ΛI(M)→ 0.

Pelo corolário 4.2, nós temos a sequência exata longa de módulos de homologia

local:

→ HI
i+1(ΛI(M))→ HI

i (
⋂
t>0

I tM)→ HI
i (M)→ HI

i (ΛI(M))→ · · ·

→ HI
1 (ΛI(M))

h−→ HI
0 (
⋂
t>0

I tM)
f−→ HI

0 (M)
g−→ HI

0 (ΛI(M))→ 0. (∗)

Mas, note que ΛI(M) = HI
0 (M) (Observação 3.2(ii)), dáı, pela proposição ante-

rior, HI
0 (HI

0 (M)) = HI
0 (M) implicando, HI

0 (M) = HI
0 (ΛI(M)), ou seja, g é bijetora
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e Im(f) = Ker(g) = 0, assim Im(h) = Ker(f) = HI
0 (
⋂
t>0

I tM) isto é, h é sobre-

jetora, mas HI
1 (ΛI(M)) ∼= HI

1 (HI
0 (M)) = 0 pela proposição anterior, dessa forma

HI
0 (
⋂
t>0

I tM) = 0. Novamente pela proposição anterior, HI
i (H0(M)) ∼= HI

i (ΛI(M)) = 0.

Portanto, basta observar a sequência (∗) e concluir que

H t
i

(⋂
t>0

I tM

)
∼= HI

i (M),

para i ≥ 1.

4.3 Módulos de homologia local Artinianos e No-

etherianos

Se M é um módulo Artiniano sobre um anel local (R,m), então para i ≥ 0 e t > 0,

TorRi (
R

I t
;M) também é um R-módulo. Segue dáı que TorRi (

R

I t
;M) tem uma estrutura

de módulo sobre o completamento m-ádico R̂ de R. Essa afirmação pode ter a hipótese

de M ser Artiniano enfraquecida para Supp(M) ⊆ V (m).

De fato:

R̂×M →M

((ai +mi), x) 7−→ anx

onde n é tal que mnx = 0, implicando anx = an+1x, já que aj − an ∈ mn, para j ≥ n,

dáı (aj − an)x = 0. No caso em que M é Artiniano, a existência de n é garantida pelo

Lema de Nakayama. Suponha agora o caso Supp(M) ⊆ V (m). Dessa forma, do fato

de que Supp(M) ⊆ V (m), segue que Supp(Rx) ⊆ V (m), mas Supp(Rx) = V (Ann(x)),

pois Rx é finitamente gerado, agora aplicando I( ), temos
√

Ann(x) ⊇
√
m = m, e

digamos que m = (r1, . . . , rs), pois R é Noetheriano. Dáı, para cada ri existe αi ∈ N
tal que rαi

i x = 0, considerando n = α1 + · · ·+ αs, segue que mnx = 0.

Observação 4.6. Se M é Artiniano, então Supp(M) ⊆ V (m).

Demonstração. Suponha por absurdo que existe p ∈ Supp(M) tal que p ( m. Como R

é Noetheriano, temos que Supp(M) =
⋃

p∈Ass(M)

V (p), dáı ∃ q ∈ Ass(M) tal que p ⊇ q.

Como q = (0 :R x) para algum x ∈M , podemos considerar o homomorfismo sobrejetor

R −→ Rx, r 7−→ rx, cujo núcleo é q. Logo
R

q
∼= Rx. Agora note que dim

R

q
≥ 1

(
q

q
(

m

q
), isso significa que

R

q
não é Artiniano como

R

q
-módulo, isso implica que

R

q
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não é Artiniano como R-módulo. Dessa forma, Rx não é Artiniano como R-módulo,

mas Rx é submódulo de M e isso é um absurdo porque M é Artiniano.

Portanto HI
i (M) pode ser considerado como R̂-módulo.

Proposição 4.7. Seja (R,m) um anel local e M um R-módulo Artiniano. Então

Hm
i (M) é um R̂-módulo Noetheriano para todo i ≥ 0.

Demonstração. Pelo corolário 3.8 temos Hm
i (M) ∼= HmR̂

i (M), podemos assumir, para

fins de homologia local, que (R,m) é completo. Assim, como M é Artiniano, D(M) é

Noetheriano [BS98, Theorem 10.2.12]. Portanto, H i
m(D(M)) é Artiniano [BS98, The-

orem 7.1.3]. Como M é Artiniano, temos a injeção M
i−→ En [BH98, Theorem 3.2.13],

onde E = E(
R

m
) e n ∈ N. Dáı temos o diagrama:

0 //

∼=
��

M i //

∼=
��

En

∼=
��

0 // DD(M) // DD(En) ∼= En (∗)

onde o isomorfismo M ∼= DD(M) ocorre por causa dos isomorfismos dos extremos.

O isomorfismo (∗) acontece porque, quando R é completo, temos o isomorfismo R →
D(E), implicando no isomorfismo DD(E)→ D(R) = E. Agora, pela Teorema 3.3 (ii):

Hm
i (M) ∼= Hm

i (DD(M)) ∼= D(H i
m(D(M))).

O dual de um módulo Artiniano é Noetheriano. Portanto, Hm
i (M) é Noetheriano.

Lema 4.8. Seja M um R-módulo Artiniano e a um ideal de R tal que aM = M . Então

existe x ∈ a tal que xM = M .

Demonstração. Como qualquer módulo M Artiniano é representável, escreva M =

M1 + · · · + Mr uma representação secundária minimal de M , de modo que cada Mi é

pi-secundário, isso significa que Ann(Mi) ⊇ pαi
i para algum αi. Além disso, denotando

µx : M →M a aplicação dada por m 7→ xm com x ∈ R, temos que

µx é sobrejetiva ⇔ x /∈
r⋃
i=1

pi.

Agora suponha para chegar a um absurdo que xM (M para todo x ∈ a, dessa forma

a ⊆
r⋃
i=1

pi, mas pelo Lema da esquiva, a ⊆ pj para algum j. Sabendo que aM = M
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segue que aαjM = M , onde αj é tal que Ann(Mj) ⊇ p
αj

j . Assim

M = aαjM

⊆ p
αj

j M

= p
αj

j (M1 + · · ·+Mr)

= p
αj

j M1 + · · ·+ p
αj

j Mj + · · ·+ p
αj

j Mr

= p
αj

j (M1 + ·+Mj−1 +Mj+1 + · · ·+Mr)

( M.

Absurdo.

Proposição 4.9. Seja M um R-módulo Artiniano e s um inteiro positivo. Então as

seguintes afirmações são equivalentes:

(i) HI
i (M) é Artiniano para todo i < s;

(ii) I ⊆
√

AnnR(HI
i (M)) para todo i < s.

Demonstração. (i)⇒(ii). Seja i < s. Como HI
i (M) é Artiniano para todo i < s,

temos que I tHI
i (M) = 0 para algum inteiro positivo t pela proposição 3.3 (i). Portanto

I ⊆
√

AnnR(HI
i (M)).

(ii)⇒(i). Vamos usar indução sobre s. Quando s = 1, HI
0 (M) é Artiniano, já que

TorR0 (−,M) = −⊗M ⇒ HI
0 (M) = lim←−

n

R

In
⊗M = lim←−

n

M

InM
=

M

InM
para algum n ∈ N,

já que M é Artiniano.

Seja agora s > 1. Pelo corolário 4.5, para fins de homologia local, podemos “trocar”

M por
⋂
n>0

InM . O último módulo na interseção é simplesmente InM para n suficiente-

mente grande. Dessa forma, temos M =
⋂
n>0

InM = InM para suficientemente grande.

Assim, M ⊆ InM ∀n, então M ⊆ IM implicando M = IM . Podemos considerar essas

igualdades porque vamos trabalhar com limite inverso, ou seja, com n suficientemente

grande. Como M é Artiniano, existe um elemento x em I tal que xM = M , pelo

lema 4.8. Assim, como R é Noetheriano e utilizando a hipótese (ii), existe um inteiro

positivo t tal que I t ⊆ (
√

Ann(HI
i (M)))t ⊆ Ann(HI

i (M)), e logo xtHI
i (M) = 0 para

todo i < s. Então a sequência exata curta

0→ 0 :M xt →M
xt−→M → 0

gera, pelo Corolário 4.2, a sequência exata

0→ HI
i+1(M)→ HI

i (0 :M xt)→ HI
i (M)→ 0. (∗)
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A sequência (∗) ocorre por causa da sequência exata longa

· · · −→ HI
i+1(M)

f=xt−−−→ HI
i+1(M) −→ HI

i (0 :M xt) −→ HI
i (M)

g=xt−−−→ HI
i (M) −→ · · ·

Como Im(f) = 0 = Im(g), podemos construir (∗).
Além disso, I ⊆

√
AnnR(HI

i+1(M)) e I ⊆
√

AnnR(HI
i (M)) para i < s− 1, e como

√
AnnR(HI

i (0 :M xt)) =
√

Ann(HI
i+1(M)) ∩

√
AnnR(HI

i (M)),

segue que I ⊆
√

AnnR(HI
i (0 :M xt)).

Agora, suponha que I ⊆
√

AnnR(HI
i (M)) para cada i < s. Isso implica que

I ⊆
√

AnnR(HI
i (M)) ∀i < s − 1, e por hipótese de indução HI

i (M) é Artiniano

∀i < s − 1 quando M é Artiniano. Dessa forma, resta provar para i = s − 1. Basta

considerar o módulo Artiniano (0 :M xt), de modo que I ⊆
√

AnnR(HI
i (0 :M xt))

implica HI
i (0 :M xt) Artiniano para todo i < s− 1. Considere i = s− 2, em (∗) temos

0 −→ HI
s−1(M)

h−→ HI
s−2(0 :M xt) −→ HI

s−2(M) −→ 0

exata, mas HI
s−2(0 :M xt) é Artiniano e h é injetiva, podemos identificar HI

s−1(M) com

Im(h) que é submódulo de um módulo Artiniano. Portanto, HI
i (M) é Artiniano para

todo i < s.

4.4 Resultados de anulamento e não-anulamento

Primeiro, vamos relembrar o conceito de dimensão Noetheriana de um módulo Arti-

niano M , denotado por KdimM , devido a Roberts [Rob75] (que em seu texto original a

chama de dimensão de Krull, mas essa nomenclatura não é mais utilizada atualmente).

Seja M um R-módulo Artiniano. Quando M = 0 consideramos KdimM = −1.

Então por indução, para qualquer ordinal α, dizemos que KdimM = α quando (i)

KdimM < α é falso, e (ii) para qualquer cadeia ascendente M0 ⊆ M1 ⊆ · · · de

submódulos de M , existe um inteiro positivo m0 tal que Kdim(
Mm+1

Mm

) < α para todo

m ≥ m0. Assim M é não-nulo e Noetheriano se e somente se KdimM = 0. De fato,

pois teŕıamos que KdimM = −1 é falso e Kdim(
Mm+1

Mm

) = −1, para m suficiente-

mente grande, ou seja, toda cadeia ascendente é estacionária. Agora, provaremos um

Teorema de anulamento de homologia local, que é dual ao Teorema de Grothendieck

de anulamento de cohomologia local para módulos Noetherianos.
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Proposição 4.10. Seja M um R-módulo Artiniano com KdimM = d. Então para

todo i > d,

HI
i (M) = 0.

Demonstração. Vamos provar por indução sobre d = KdimM . Quando d = 0, M é

Noetheriano. Portanto HI
i (M) = 0 ∀i > 0 pela Observação 3.2 (ii). Suponha agora que

d > 0. Note que KdimM ≥ Kdim(
⋂
t>0

I tM). Logo, pelos mesmos argumentos usados

na prova da proposição 4.7, podemos assumir sem perda de generalidade que existe um

x em I tal que xM = M . Assim a sequência exata curta de módulos Artinianos

0→ 0 :M x→M
x−→M → 0

gera a sequência exata longa

· · · → HI
i (0 :M x)→ HI

i (M)
x−→ HI

i (M)→ HI
i−1(0 :M x)→ · · ·

Pela prova de [Rob75, Proposition 4] temos que Kdim(0 :M x) ≤ d − 1, e por

hipótese de indução HI
i (0 :M x) = 0 ∀i > d− 1. Agora, se i− 1 = d, temos HI

i−1(0 :M

x) = 0 com i = d+ 1, ou seja, i > d. Assim HI
i (M) ∼= xHI

i (M), ∀ i > d, de onde segue

que

HI
i (M) ∼= xnHI

i (M) (∗)

∀ n ≥ 0 e i > d. Considere o diagrama

0 HI
i (M) xmHI

i (M) 0

0 HI
i (M) xnHI

i (M) 0

// //xm //

// //
xn

OO

xn−m

//

OO

ϕn
m

para n ≥ m.

A partir desse diagrama, podemos perceber um isomorfismo entre os sistemas in-

versos {HI
i (M), xn−m} e {xnHI

i (M), ϕnm}, onde cada xn−m é isomorfismo e cada ϕnm é

inclusão. Logo, aplicando lim←−
n

em (∗)(veja exemplo A.6):

HI
i (M) ∼=

⋂
n>0

xnHI
i (M),

mas
⋂
n>0

xnHI
i (M) = 0 pela Teorema 3.3 (i).

Assim, HI
i (M) = 0 ∀ i > d.
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Observação 4.11. Segue da Proposição 4.1 e de [GM92, Corollary 3.2] que HI
i (M) = 0

para todo i > dimR. Entretanto, foi provado em [Nha] que KdimM ≤ dim(
R

0 :R M
)

em geral, e que existe um módulo Artiniano M sobre um anel Noetheriano não-local

R tal que KdimM < dim(
R

0 :R M
) [Nha, Examples 5.1,5.2]. Desse modo, KdimM <

dimR. Isso mostra que a Proposição 4.10 é realmente mais forte que o resultado [GM92,

Corollary 3.2].

Para o último resultado nós precisamos de alguns fatos da teoria de representação

secundária para módulos Artinianos, que é em alguns aspectos dual da teoria de de-

composição primária para módulos Noetherianos. Resultados dessa teoria estão dis-

pońıveis em [Kir73], [Mac73] e [Men16]. Aqui seguimos a terminologia de Macdonald

em [Mac73]; a qualquer R-módulo Artiniano está associado um conjunto de ideais

primos AttRM chamados ideais primos anexos de M . Antes disso necessitaremos do

seguinte lema.

Lema 4.12. Seja (R,m) um anel local completo e M um R-módulo Artiniano. Deno-

tando por `(N) o comprimento do R-módulo N , temos que

`

(
D(M)

mnD(M)

)
= `(0 :M mn)

para cada n ∈ N. Em particular

Kdim(M) = dimD(M).

Demonstração. Demonstraremos o isomorfismo
D(M)

mnD(M)
∼= D(0 :M mn). Note que

D(M)

mnD(M)
=

R

mn
⊗R HomR(M,E)

= HomR

(
HomR

(
R

mn
,M

)
, E

)
= HomR((0 :M mn), E)

= D(0 :M mn).

Como `

(
D(M)

mnD(M)

)
é finito segue que `D(0 :M mn) = `(0 :M mn) também é finito.

Mais ainda, pelo Teorema da dimensão [AK12, Theorem 21.4] o grau de `

(
D(M)

mnD(M)

)
é igual a dimD(M). Por outro lado, por [Rob75, Theorem 6] temos que o grau de

`(0 :M mn) é igual a KdimM . Portanto Kdim(M) = dimD(M).
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Proposição 4.13. Seja (R,m) um anel e M um R-módulo Artiniano não-nulo com

KdimM = d. Então Hm
d (M) 6= 0 e

AssR̂(Hm
d (M)) = {p ∈ AttR̂(M); dim(R̂/p) = d}.

Demonstração. Já que Hm
i (M) ∼= HmR̂

i (M) como um R̂-módulo pelo corolário 3.8

e KdimRM = KdimR̂M por [Sha89, Proposition 1.12], é suficiente provar a pro-

posição no caso em que R é um anel local completo. Então o dual de Matlis D(M)

é um R-módulo não-nulo finitamente gerado [BS98, Theorem 10.2.12]. Mais ainda,

Att(M) = Ass(D(M)) (∗) por [Sha75, Proposition 2.3]. Além disso, pelo Lema 4.12,

segue que dimD(M) = KdimM = d. Assim Hd
m(D(M)) 6= 0 e Att(Hd

m(D(M))) =

{p ∈ Ass(D(M)); dim(R/p) = 0} [BS98, Theorem 7.3.2]. Agora por (∗):

Att(Hd
m(D(M))) = Ass(D(Hd

m(D(M)))), pelo Teorema 3.3 (ii)

= Ass(Hm
d (D(D(M)))), já que(R,m) é completo

= Ass(Hm
d (M)),

e segue o resultado por causa de estrutura de R̂-módulo de Hm
d (M).
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Apêndice A

Limite inverso

Um conjunto de ı́ndices J com a relação � é chamado pré-ordenado se satisfaz

(i) Reflexividade, isto é, i � i para todo i ∈ J ;

(ii) Transitividade, isto é, i � j e j � k implicam que i � k.

Diremos que (J,�) é um conjunto dirigido se em adição a (i) e (ii) satisfizer:

(iii) Para cada par i, j ∈ J existe um k ∈ J tal que i � k e j � k.

Definição A.1 (Sistema inverso). Sejam A um anel e J um conjunto pré-ordenado,

um sistema inverso é uma famı́lia de A-módulos {Mi}i∈J indexada por J e uma famı́lia

de A-morfismos ϕji : Mj → Mi, para cada par de ı́ndices i, j ∈ J tais que i � j que

satisfaçam as seguintes condições:

(i) ϕii = idMi
, para todo i ∈ J .

(ii) ϕji ◦ ϕkj = ϕki , sempre que i � j � k em J .

Definição A.2 (Limite inverso). Tome agora o produto direto
∏
k

Mk e os seguintes

diagramas, para cada i � j:

∏
Mk

πj

||

πi

""""
Mj

ϕj
i

//Mi

onde πn :
∏
Mk → Mn são as projeções do produto direto. Em geral, estes diagramas

não comutam. Considere então o subconjunto lim←−Mk ⊆
∏
Mk dado pelos elementos

(xk) tais que ϕji ◦ πj(xk) = xi. Perceba que lim←−Mk é um submódulo de
∏
Mk e

restringindo as projeções πn a lim←−Mk os triângulos no diagrama a seguir comutam por

definição, sempre que i � j em J :
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lim←−Mk

πj

{{

πi

####
Mj

ϕj
i

//Mi

O módulo lim←−Mk é chamado de limite inverso do sistema {Mk, ϕ
j
i}J .

Proposição A.3 (Propriedade universal do limite inverso). Seja {Mk, ϕ
j
i}J um sistema

inverso de A-módulos. Se M é um A-módulo qualquer junto com morfismos qk : M →
Mk, para cada k ∈ J , tais que os triângulos do diagrama seguinte comutam

M
qj

}}

qi

    
Mj

ϕj
i

//Mi

então existe um único morfismo h : M → lim←−Mk tais que todos os triângulos no

seguinte diagrama comuta:

lim←−Mk

πj

##
πi

��

Mhoo

qi

��

qj

~~
Mj

��
Mi

ou seja, πj ◦ h = qj, para todo j ∈ J .

Demonstração. Para definir h, seja x ∈M e h(x) = (qk(x)). Note que se i � j então,

ϕji ◦ πj(qk(x)) = ϕji (qj(x)) = qi(x)

porque o primeiro diagrama do enunciado comuta por hipótese. Disso resulta que

(qk(x)) ∈ lim←−Mk e portanto h está bem definida. Como os qk são morfismos, h também

é. Agora, se x ∈M , calculando

πj ◦ h(x) = πj(qk(x)) = qj(x)

vemos que h faz todos os triângulos do segundo diagrama no enunciado comutarem.

Se γ : M → lim←−Mk é outro morfismo tal que πj ◦ γ = qj, para todo j ∈ J , então

se x ∈ M , escrevendo γ(x) = (zk) ∈ lim←−Mk e aplicando as projeções canônicas πj
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temos que πj(γ(x)) = πj(zk) = zj e como πj ◦ γ = qj, então zj = qj(x) e portando

γ(x) = h(x).

Corolário A.4. Se {Mk, ϕ
j
i}J é um sistema inverso de A-módulos, então o módulo

lim←−Mk junto com as projeções πk : lim←−Mk →Mk são únicos, a menos de isomorfismo,

com a propriedade universal da proposição anterior.

Exemplo A.5. No caso particular em que o conjunto dirigido é (N,≤) e o sistema in-

verso é

{
M

Mn

, αn+1
n

}
podemos definir o limite inverso lim←−

M

Mn

como sendo o submódulo

de
∏ M

Mn

dos elementos (qn) tais que αn+1
n (qn+1) = qn para todo n ∈ N. Além disso,

note que

lim←−
M

Mn

= Ker(θ)

onde θ :
∏ M

Mn

→
∏ M

Mn

é a aplicação definida por θ(qn) := (qn − αn+1
n (qn+1)).

Outro caso especial e interessante ocorre quando consideramos o seguinte sistema

inverso:

Exemplo A.6. Seja M uma famı́lia de submódulos de um módulo A, então podemos

definir uma pré-ordem através da inclusão inversa, isto é, dados M,N ∈ M então

M � N quando M ⊇ N . Para M � N , a aplicação inclusão ψNM : N →M está definida

e temos o sistema inverso {M,ψNM}M∈M. Agora tome M fechada para interseção finita,

isto é, se M,N ∈ M, então M ∩ N ∈ M. Por exemplo, a famı́lia aninhada M (se

M,N ∈ M, então M ⊆ N ou N ⊆ M) é fechada para interseções finitas. Observe que

M torna-se um conjunto dirigido quando é fechado para interseção finita. Neste caso,

lim←−
M∈M

M =
⋂
M∈M

M considerando o sistema inverso {M,ψNM}M∈M. De fato, observando

o diagrama ⋂
M

pN

""
pM

��

X
θoo

fM

��

fN

~~
N

��
M

defina, para cada M ∈ M, pM :
⋂
M∈MM → M a aplicação inclusão. Se x ∈ X e

M ∈ M, então fM(x) ∈ M . Afirmamos que fM(x) = fN(x) para todo M,N ∈ M.

Se D ∈ M e D ⊆ M , então fD = ψDMfM e fD(x) = fM(x). Como M é fechada para

interseções finitas, M,N ∈ M implica D = M ∩N ∈ M, e assim fM(x) = fM∩N(x) =

fN(x). Defina θ : X →
⋂
M∈MM →M por θ(x) = fM(x). Estamos mostrando apenas

que θ(x) é independente da escolha de M ; mais ainda, θ(x) = fM(x) ∈ M para todo

M ∈M, e então θ(x) ∈
⋂
M∈MM .
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No caso geral, defina M′ = {Mi1 ∩ · · · ∩Min : Mij ∈M, n ≥ 1}; então M′ é fechada

para interseções finitas e
⋂
M∈M′M =

⋂
M∈MM .

Exemplo A.7. Se J é um conjunto de ı́ndices discreto então o limite inverso do sistema

{Mj : j ∈ J} de R-módulos é o produto direto
∏
j

Mj. De fato, essa é a definição de

um produto.

Proposição A.8. O limite inverso é exato à esquerda. Veja o Lema 1.5.

Algumas propriedades úteis de limite inverso são:

(i) lim←−
s

lim←−
t

Mt = lim←−
t

lim←−
s

Ms com s, t ∈ J ;

(ii) lim←−
t

HomR(Mt, N) ∼= HomR(lim−→
t

Mt, N), onde lim−→
t

denota o limite direto;

(iii) HomR(N, lim←−
t

Mt) ∼= lim←−
t

HomR(N,Mt).
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Apêndice B

Funtores aditivos e funtores

derivados

Lembremos que um funtor F (de qualquer variância) entre duas categorias abe-

lianas, A e B, é dito aditivo quando F (f + g) = F (f) + F (g) para quaisquer dois

morfismos, f e g. Estes funtores preservam complexos, ou os tornam cocomplexos no

caso dos contravariantes. Mais explicitamente, se (C, d) é um complexo em A , então,

(F (C), F (d)) é um complexo em B ou um cocomplexo se F for contravariante. Mais

ainda, estes funtores também preservam homotopias: se f e g são aplicações de cadeia

homotópicas, então, F (f) e F (g) também são aplicações de cadeia homotópicas.

Observe que F (M ⊕N) = F (M)⊕ F (N) para quaisquer objetos, M e N , em A e

qualquer funtor aditivo (de qualquer variância) F graças à cisão 0�M �M ⊕N �
N � 0. Assim, tal cisão transforma-se na cisão 0� F (M)� F (M⊕N)� F (N)� 0

no caso covariante e em 0� F (N)� F (M⊕N)� F (M)� 0 no caso contravariante.

Definição B.1. Seja F : A → B um funtor exato à esquerda desde uma categoria

A com injetivos suficientes e seja f : M → N um morfismo entre objetos de A .

Dadas quaisquer resoluções injetivas, (E∗(M), d∗), (I∗(N), δ∗) e f ∗, de M , N e f

respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor derivado à direita de F por RiF e define-se

como (RiF )(M) = H i(F (E∗(M)), F (d∗)) e (RiF )(f) = H i(F (f ∗)). Dualmente, seja

F : A → B um funtor exato à direita desde uma categoria A com projetivos suficientes

e seja f : M → N um morfismo entre objetos de A . Dadas quaisquer resoluções

projetivas, (P∗(M), d∗), (Q∗(N), δ∗) e f∗, de M , N e f respectivamente, denota-se

o i-ésimo funtor derivado à esquerda de F por LiF e define-se como (LiF )(M) =

Hi(F (P∗(M)), F (d∗)) e (LiF )(f) = Hi(F (f∗)).

Esclarecemos que, para definirmos os funtores derivados, não é necessária a hipótese

de semiexatidão. Porém, é uma condição cômoda e significativa pois se F é exato à

esquerda, então, R0F é naturalmente isomorfo a F : de fato, (R0F )(M) = kerF (d0) =
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F (ker d0) = F (M), (R0F )(N) = kerF (δ0) = F (ker δ0) = F (N) e o diagrama a seguir

comuta:

F (M) kerF (d0)

F (N) kerF (δ0).

//
F (α)

��

F (f)

��

F (f0)|kerF (d0)

//
F (β)

As linhas do diagrama anterior são isomorfismos. Similarmente, se F é exato à direita,

então, L0F é naturalmente isomorfo a F .

Exemplos imediatos de funtores derivados são os funtores ExtiR(M,−) e TorRi (−, N).

O primeiro é derivado do funtor HomR(M,−) e o segundo é derivado de −⊗RN . Como

HomR(M,−) é exato à esquerda, temos que Ext0
R(M,−) é naturalmente isomorfo a

HomR(M,−). Também, TorR0 (−, N) é naturalmente isomorfo a −⊗R N .

Os funtores contravariantes também definem funtores derivados. Como este tipo

de funtores transforma complexos em cocomplexos, as homologias transformam-se em

cohomologias e viceversa.

Definição B.2. Seja F : A → B um funtor contravariante exato à esquerda desde

uma categoria A com projetivos suficientes e seja f : M → N um morfismo entre

objetos de A . Dadas quaisquer resoluções projetivas, (P∗(M), d∗), (Q∗(N), δ∗) e f∗,

de M , N e f respectivamente, denota-se o i-ésimo funtor derivado à direita de F por

RiF e define-se como (RiF )(M) = H i(F (P∗(M)), F (d∗)) e (RiF )(f) = H i(F (f∗)).

Dualmente, seja F : A → B um funtor exato à direita desde uma categoria A com

injetivos suficientes e seja f : M → N um morfismo entre objetos de A . Dadas

quaisquer resoluções injetivas, (E∗(M), d∗), (I∗(N), δ∗) e f ∗, de M , N e f respectiva-

mente, denota-se o i-ésimo funtor derivado à esquerda de F por LiF e define-se como

(LiF )(M) = Hi(F (E∗(M)), F (d∗)) e (LiF )(f) = Hi(F (f ∗)).

Um exemplo de funtor contravariante exato à esquerda é o funtor HomR(−, N) e

definem-se seus funtores derivados à direita ExtiR(−, N).

Os funtores derivados encontram-se conectados graças ao seguinte teorema e às

propriedades de cisão dos objetos injetivos e projetivos.

Teorema B.3. Se 0 −→ (C ′, δ) −→ (C, d) −→ (C ′′, d̄) −→ 0 é uma seqüência exata

de complexos, então, existe uma seqüência exata

· · · Hi(C
′) Hi(C) Hi (C

′′) Hi−1(C ′) · · ·// //
Hi(ι) //

Hi(π)
//∂i //

Demonstração. Define-se ∂i(x
′′
i + im d̄i+1) = ι−1

i−1diπ
−1
i (x′′i ) + im δi. Demonstra-se que

esta aplicação está bem definida: com efeito, se x′′i ∈ ker d̄i, então, di(xi) ∈ kerπi−1 =
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im ιi−1 para cada xi ∈ π−1
i (x′′i ). Logo, existe um único x′i−1 ∈ ι−1

i−1di(xi). Além disso,

ιi−2δi−1(x′i−1) = di−1ιi−1(x′i−1) = 0, concluindo-se que δi−1(x′i−1) = 0 e x′i−1 ∈ ker δi−1.

Se yi ∈ π−1
i (x′′i ), chamemos y′i−1 = ι−1

i−1di(yi). Então, πi(xi − yi) = 0. Logo, existe

um único z′i ∈ C ′i com ιi(z
′
i) = xi − yi. Deste modo, di(xi) = di(yi) + ιi−1δi(z

′
i) e

x′i−1 = ι−1
i−1di(xi) = ι−1

i−1di(yi) + δi(z
′
i) = y′i−1 + δi(z

′
i). Assim, x′i−1 + im δi = y′i−1 +

im δi. Se x′′i ∈ im d̄i+1, então, x′′i = πidi+1(xi+1) para algum xi+1 ∈ Ci+1. Também,

xi − di+1(xi+1) ∈ kerπi para qualquer xi ∈ π−1
i (x′′i ) e existe um único x′i ∈ C ′i tal que

ιi(x
′
i) = xi − di+1(xi+1). Tome xi = di+1(xi+1). Logo, di(xi) = 0 e x′i−1 = ι−1

i−1di(xi) =

0 ∈ im δi. Finalmente, ∂i(x
′′
i +y′′i +im d̄i+1) = ι−1

i−1diπ
−1
i (x′′i +y′′i )+ im δi. Se πi(xi) = x′′i

e πi(yi) = y′′i , então, πi(xi + yi) = x′′i + y′′i . Deste modo, ∂i(x
′′
i + y′′i + im d̄i+1) =

∂i(x
′′
i + im d̄i+1) + ∂i(y

′′
i + im d̄i+1).

Devemos demonstrar exatidão em seis etapas para cada i ∈ Z:

1. im Hi(ι) ⊆ kerHi(π): como H(−) é um funtor aditivo (ou seja, H(f + g) =

H(f) +H(g) para quaisquer aplicações de cadeias f e g), temos que H(0) = 0 e,

portanto, H(π)H(ι) = H(πι) = H(0) = 0.

2. im Hi(ι) ⊇ kerHi(π): se xi ∈ ker di é tal que πi(xi) ∈ im d̄i+1, então, πi(xi) =

d̄i+1(x′′i+1) para algum x′′i+1 ∈ C ′′i+1. Mais ainda, existe xi+1 ∈ Ci+1 tal que

πi+1(xi+1) = x′′i+1.

Agora, d̄i+1πi+1(xi+1) = πi(xi). Mas d̄i+1πi+1(xi+1) = πidi+1(xi+1). Assim,

πi(xi−di+1(xi+1)) = 0 e existe (um único) x′i ∈ C ′i tal que ιi(x
′
i) = xi−di+1(xi+1).

Portanto, xi + im di+1 = ιi(x
′
i) + im di+1. Finalmente, ιi−1δi(x

′
i) = diιi(x

′
i) =

di(xi) = 0. Como ι é injetora, temos que x′i ∈ ker δi e xi + im di+1 = Hi(ι)(x
′
i +

im δi+1).

3. imHi(π) ⊆ ker ∂i: seja x′′i ∈ ker d̄i tal que x′′i + im d̄i+1 = Hi(π)(xi+ imdi+1) para

algúm xi ∈ ker di. Logo, x′′i − πi(xi) = d̄i+1(x′′i+1) para algum x′′i+1 ∈ C ′′i+1. Como

∂i(x
′′
i + im d̄i+1) = ι−1

i−1diπ
−1
i (x′′i ) + im δi, podemos escolher πi(xi) = x′′i , isto é,

xi ∈ π−1
i (x′′i ). Portanto, ι−1

i−1di(xi) = 0 e x′′i + im d̄i+1 ∈ ker ∂i.

4. im Hi(π) ⊇ ker ∂i: se x′′i ∈ ker d̄i é tal que ι−1
i−1diπ

−1
i (x′′i ) ⊆ im δi, então, para

cada x′i−1 ∈ ι−1
i−1diπ

−1
i (x′′i ) existe x′i ∈ C ′i tal que x′i−1 = δi(x

′
i). Logo, ιi−1(x′i−1) =

ιi−1δi(x
′
i) = diιi(x

′
i) = di(xi) para algum xi ∈ π−1

i (x′′i ) e di(xi− ιi(x′i)) = 0. Deste

modo, Hi(π)(xi − ιi(x′i) + im di+1) = x′′i + im d̄i+1.

5. im ∂i ⊆ kerHi−1(ι): seja x′i−1 ∈ ker δi−1 tal que x′i−1− ι−1
i−1diπ

−1
i (x′′i ) ⊆ im δi para

algum x′′i ∈ ker d̄i. Então, ιi−1(x′i−1) − diπ−1
i (x′′i ) ⊆ im ιi−1δi = im diιi ⊆ im di e

isto implica que ιi−1(x′i−1) ∈ im di.
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6. im ∂i ⊇ kerHi−1(ι): seja x′i−1 ∈ ker δi−1 tal que ιi−1(x′i−1) = di(xi) para al-

gum xi ∈ Ci. Considere x′′i = πi(xi). Então, d̄i(x
′′
i ) = d̄iπi(xi) = πi−1di(xi) =

πi−1ιi−1(x′i−1) = 0. Portanto, x′′i ∈ ker d̄i e ∂i(x
′′
i + im d̄i+1) = x′i−1 + im δi.

Um corolário importante do teorema anterior é o Lema da Serpente.

Teorema B.4. Seja F um funtor desde uma categoria com injetivos suficientes A

e considere uma seqüência exata 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 de objetos em A .

Então, existe uma seqüência exata 0 → (R0F )(M ′) → (R0F )(M) → (R0F )(M ′′) →
(R1F )(M ′)→ (R1F )(M)→ (R1F )(M ′′)→ (R2F )(M ′)→ · · · .

Demonstração. Observe que se (E∗(M ′), d∗) = (Ei, di)i≥0 e (I∗(M ′′), δ∗) = (I i, δi)i≥0

são resoluções injetivas de M ′ e M ′′ respectivamente, então, (Ei⊕I i)i≥0 é uma resolução

injetiva de M . Mais ainda, o diagrama a seguir, com linhas exatas cindidas, comuta:

0 0 0

0 E0 E0 ⊕ I0 I0 0

0 E1 E1 ⊕ I1 I1 0

0 E2 E2 ⊕ I2 I2 0

...
...

...

�� �� ��
// //

��

d0

//

��

//

��

δ0

// //

��

d1

//

��

//

��

δ1

// //

��

//

��

//

��

Como cada Ei é injetivo, as linhas continuam exatas ao aplicar o funtor F desta
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maneira:

0 0 0

0 F (E0) F (E0 ⊕ I0) F (I0) 0

0 F (E1) F (E1 ⊕ I1) F (I1) 0

0 F (E2) F (E2 ⊕ I2) F (I2) 0

...
...

...

�� �� ��
// //

��

F (d0)

//

��

//

��

F (δ0)

// //

��

F (d1)

//

��

//

��

F (δ1)

// //

��

//

��

//

��

O resultado segue, então, do teorema anterior.

De maneira totalmente análoga, obtém-se o mesmo resultado para funtores exatos

à direita e seus funtores derivados à esquerda.

Teorema B.5. Seja F um funtor desde uma categoria com projetivos suficientes A

e considere uma seqüência exata 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 de objetos em A .

Então, existe uma seqüência exata · · · → (L2F )(M ′′) → (L1F )(M ′) → (L1F )(M) →
(L1F )(M ′′)→ (L0F )(M ′)→ (L0F )(M)→ (L0F )(M ′′)→ 0.

Como corolário, temos que R0F (respectivamente, L0F ) sempre é exato à esquerda

(respectivamente, exato à direita). Ou seja, de alguma forma, o 0-ésimo funtor derivado

indica como “deveria” ser definido o funtor para ter pelo menos uma semiexatidão.

O resultado é mantido nos funtores contravariantes.

Teorema B.6. Seja F um funtor contravariante desde uma categoria com projetivos

suficientes A e considere uma seqüência exata 0 → M ′ → M → M ′′ → 0 de ob-

jetos em A . Então, existe uma seqüência exata 0 → (R0F )(M ′′) → (R0F )(M) →
(R0F )(M ′)→ (R1F )(M ′′)→ (R1F )(M)→ (R1F )(M ′)→ (R2F )(M ′′)→ · · · .

Se F é um funtor desde uma categoria com injetivos suficientes A e 0 → M ′ →
M → M ′′ → 0 é uma seqüência exata de objetos em A , então, existe uma seqüência

exata · · · → (L2F )(M ′) → (L1F )(M ′′) → (L1F )(M) → (L1F )(M ′) → (L0F )(M ′′) →
(L0F )(M)→ (L0F )(M ′)→ 0.
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Apêndice C

Limite Microscópico e Colimite

Telescópico - Mic e Tel

Este apêndice foi feito para exibir algumas definições importantes usadas no traba-

lho, como a definição de Mic e Tel. Essas definições são necessárias para compreensão

do módulo de homologia local definido por Greenlees e May [GM92] e também para

que faça sentido alguns resultados usados no trabalho.

Ressaltamos que esse apêndice é a tradução de uma parte de [GM92].

Definição C.1. (δ-funtor) Um δ-funtor D é uma sequência {Di|i ≥ 0} de funtores

covariantes Di : C (R) → C (R) (onde C (R) denota a categoria dos R-módulos e R-

homomorfismos) junto com os homomorfismos conectantes naturais δi : Di(M
′′) →

Di−1(M ′) para sequências exatas curtas

0→M ′ →M →M ′′ → 0

tal que as composições (dois a dois) são todas zero nas seguintes sequências:

· · · → Di(M
′)→ Di(M)→ Di(M

′′)→ Di−1(M ′)→ · · · → D0(M)→ D0(M ′′)→ 0;

D é exato se essas sequências são exatas.

Definição C.2. (δ-funtor apagável) Um δ-funtor D é apagável se, para cada M , existe

um epimorfismo ψ : N →M tal que Di(N)→ Di(M) é nulo para i > 0. Isto ocorre se

Di(F ) = 0 para i > 0. Quando F for livre.

Definição C.3. (Funtor derivado à esquerda) Seja Γ : C (R) → C (R) um funtor adi-

tivo. Seus funtores derivados à esquerda são dados por um δ-funtor L Γ = {LiΓ} exato

e apagável junto com uma transformação natural ε : L0Γ → Γ, que é um isomorfismo
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em módulos livres. O funtor L0Γ é exato à direita e seus funtores derivados à esquerda

para i > 0 são os mesmos de Γ.

Definição C.4. (Mapping cone) Defina o mapping cone, ou co-fibra, Ck de uma

aplicação de cadeias k : X → Y por (Ck)i = Yi ⊕ Xi−1, com diferencial di(y, x) =

(di(y)+ki−1(x),−di−1(x)). Defina o “shift à esquerda”
∑
X e o “shift à direita”

∑−1X

por (
∑
X)i = Xi−1 e (

∑−1X)i = Xi+1, com o diferencial −d. Temos a sequência

exata curta 0 → Y → Ck →
∑
X → 0 e o isomorfismo conectante da sequência

exata longa derivada na homologia é k•. É conveniente definir a fibra de k como sendo

Fk =
∑−1C(−k).

Definição C.5. (Colimite telescópico) Dada a sequência de aplicações de cadeias f r :

Xr → Xr+1, r ≥ 0, defina a aplicação i :
⊕

Xr →
⊕

Xr por i(x) = x − f r(x)

para x ∈ Xr. Defina o colimite homotópico, ou telescópico, de uma sequência {f r}
como sendo Ci e denote por Tel(Xr). Assim Hi(Tel(X

r)) = Colim(Hi(X
r)). A

composição da projeção de Ci para suas primeiras variáveis e a aplicação canônica⊕
Xr → Colim(Xr) é um isomorfismo homologia ζ : Tel(Xr)→ Colim(Xr).

Definição C.6. (Limite microscópico) Dualmente ao telescópico, dadas aplicações

de cadeias f r : Xr → Xr−1 para r ≥ 1, defina a aplicação π : ×Xr → ×Xr por

π(xr) = (xr − f r+1(xr+1)). Defina o limite homotópico, ou microscópico, de uma

sequência {f r} como sendo Fπ e denote Mic(Xr).
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