Universidade Federal da Paraiba
Universidade Federal de Campina Grande
Programa Associado de P6s-Graduacao em Matematica

Doutorado em Matematica

Sobre Operadores Integro-Diferenciais
e Aplicacoes

por

Ronaldo César Duarte

Campina Grande - PB
Julho /2017



Sobre Operadores Integro-Diferenciais
e Aplicacoes

por

Ronaldo César Duarte f
sob orientacao do

Prof. Dr. Marco Aurélio Soares Souto

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa
Associado de Poés-Graduacao em Matematica -
UFPB/UFCG, como requisito parcial para obtengao do

titulo de Doutor em Matemética.

Campina Grande - PB
Julho /2017

TEste trabalho contou com apoio financeiro da CAPES

i



Catalogagéo na publicagéo
Setor de Catalogacéo e Classificagdo

D812s  Duarte, Ronaldo César .
Sobre operadores integro-diferenciais e aplicagdes / Ronaldo César Duarte. —

Jodo Pessoa, 2017.
146 f.

Orientador: Marco Aurélio Soares Souto.
Tese (Doutorado) — UFPB/UFCG/PPGM

1. Matemética. 2. Operadores integro-diferenciais. 3. Métodos variacionais.
4. Nucleos de ordem s. 5. Equagdes de Schrddinger. 6. Teorema abstrato -
Berestycki-Lions. 1. Titulo.

UFPB/UFCG/BC CDU - 51(043)




Uniirersidade Federal da Paraiba
. Universida@e Federal de Cathjjina Grénde |
| Programa Associado de P(‘)S-Graduagéio em Matematica
Doutorado em Mateméticra

Avea de Concentragéo: Analise

Aprovada em: 2% o ¥l a0V

N

Fi .
" Prof. Dr. Carlos Alberto Pereira dos Santos - UnB

“
Y

e,

r

. b '
3\366&3&&0\ A BN Ay

Prof. Dr. fj\oﬁo Marce a do O - UFPB

i
i
B
a

PPV A S ———

Prof. Dr. Pédro Eduar/c}, Ubilla Lopez - USACH
, , y ' ,

‘Prof. Dyﬁco. Aurélio Soares Souto - UFCG

Orienta&or

Tese apresentada ao Corpo Docente do Programa Associado de Pos-Graduagao
em Matemética - UFPB/UFCG, como re(iuisito parcial para obtencao do titulo de -

Doutor em Matemética.

Julho/2017

i



Resumo

Neste trabalho, estudaremos uma classe de operadores integro-diferenciais. Mostrare-
mos alguns resultados relevantes para a teoria estudada e aplicaremos estes resultados
no estudo de problemas que envolvem o operador integro-diferencial. Inicialmente,
mostraremos um principio de maximo e utilizaremos este principio de maximo para
estudar existéncia de solucao positiva para sistemas do tipo Schrédinger-Poisson. Tam-
bém mostraremos uma estimativa para solugoes fracas de certas equacoes e utilizaremos
esta estimativa para estudar uma classe de equacoes de Schrédinger. Apresentaremos
um teorema abstrato e utilizaremos este teorema para estudar a existéncia de solugao
para problemas do tipo Berestycki-Lions e por fim, mostraremos uma desigualdade do

tipo Polya-Szegd para operadores integro-diferenciais.

Palavras-chave: Operadores Integro-Diferenciais; Métodos Variacionais; Nicleos de

Ordem s.
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Abstract

In this work, we will study a class of integro-differential operators. We will show
some relevant results for the studied theory and we will apply, these results, in the
study of problems involving the integro-differential operator. Initially, we will show a
maximum principle. We will use the maximun principle, to study the existence of a
positive solution for Schrodinger-Poisson systems. Also, we will show an estimate for
the weak solution of certain equations and we will use this estimate to study a class of
equations of Schrédinger. We will present a abstract theorem and will use this theorem
to study the existence of solution to Berestycki-Lions problems. Finally, we will present

a Polya-Szegé type inequality for integro-differential operators.

Keywords: Integro-differential operators; Variational Methods; kernel of order s.
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Introducao

Motivados pelos recentes estudos feitos sobre os espacos de Sobolev fracionarios e
problemas variacionais que aparecem no estudo de certas equacoes diferenciais parciais
fracionarias, investigaremos uma classe de operadores que generalizam os operadores
laplacianos fracionérios, os chamados operadores integro-diferenciais.

Diversos trabalhos estudam as propriedades dos espacos de Sobolev fracionarios,
e problemas variacionais que envolvem o operador laplaciano fracionario, (—A)?®, dado

por

(—A)u(z) = O, / ) —uly) ;.

gy |z — y|NHs

1—cos(&) .\
CN’S_</RN \acif?(s)dg) '

Por exemplo, em [11] Bisci, Radulescu e Servadei apresentam uma série de problemas

onde

variacionais que envolvem este operador. Em [24], Di Nezza, Palatucci e Valdinoci
apresentam as imersoes continuas e compactas dos espacos de Sobolev fracionarios.
Neste mesmo trabalho, os autores investigam o problema dos dominios de extensao
e alguns resultados de regularidade. Em [50] Sechi estuda, via métodos variacionais,
uma classe de equacoes do tipo Schrodinger fracionério. Outros importantes resulta-
dos podem ser encontrados em Duarte e Souto(|25]), Caffarelli e Silvestre ([13]) e no
trabalho de Felmer, Quaas e Tan ([30]). A escolha da constante Cy ¢ na defini¢do de

(—A)® foi feita para que aconteca a igualdade

FHIElPFu) = (=A)u, (1)



para toda funcao suave u, onde F ¢é a transformada de Fourier de u, definida por

u = ! e~ %%y () dx
PO = g [ et

A demonstracdo desta igualdade pode ser encontrada em |24].
Em [48], Ros Oton explora uma nova classe de operadores, os operadores integro-

diferenciais. Definimos o operador integro-diferencial, —L g, como

~Lieu(e) = [ (ula) ~ ul)K (o~ y)dy
R
para toda funcao suave u, onde K é uma funcdo mensuravel que satisfaz:

o K(z) = K(—=z), para quase todo z € R";

e [Existe uma constante C' > 0 tal que C' < K (x)|z|¥*%, para quase todo z € RY;

. / min{|x|*, 1} K (x)dz < oo.
RN

Observe que, quando K(z) = Cy,|z|7V 725, entdo o operador —Lj coincide com o
operador laplaciano fracionario, (—A)®.

Varios resultados ja estabelecidos para o operador laplaciano tem suas versoes
quando consideramos operadores integro-diferenciais. Motivados pelo trabalho feito por
Alves, Souto e Soares, em [7], no qual eles mostram a existéncia de solugao positiva

para o sistema de Schrédinger-Poisson

—Au+V(x)u+ du= f(u), em R

—A¢p =u? em R3

onde V : R?* — R é um potencial localmente Holder continuo, periodico e positivo e f

¢ uma funcao continua com crescimento subcritico, consideramos o problema

~Liut Vit du=f(u), em R, (2)

—Lxrp =u?, em R

Para obter solucao positiva em [7], foi essencial que a solugao fraca do problema tivesse
alguma regularidade, para que se pudesse aplicar os principios de maximo classicos.
No nosso caso, nao podemos usar resultados de regularidade para solugoes fracas. Por
isso, provaremos um principio de maximo que nao exige regularidade para a solucao

do problema.



Sistemas do tipo Schrodinger-Poisson com o operador laplaciano fracionario ja fo-
ram estudados, por exemplo, por Giammetta em [34]. Neste trabalho o autor considera

0 sistema

—Au+ ¢u = alufPru, em R,

(_A)t¢ = U2, em Rv

para p € (1,5) e t € (0,1). Em [56], Zhang, Squassina e do O provam a existéncia de
solucoes positivas para um sistema de Schrédiger-Poisson, com V' = 0 e considerando
operadores laplacianos fracionarios nas duas equacoes que aparecem no sistema. Em
[55], Zhang estudou sistema (2), porém nao considerou o sinal da solugao.

O estudo de operadores nao locais é importante porque eles aparecem em uma
grande quantidade de aplicacdes e modelos. Por exemplo, mencionamos seu uso em
modelos de transicdo de fase (veja [1], [12]), problemas de reconstrugdo de imagem
(veja [35]), problemas de obstéculo (veja [51]) e otimizagdo (veja [27]). Operadores
integro-diferenciais aparecem naturalmente no estudo de processos estocasticos e mais
precisamente em processos de Lévi (veja [48] e [13]). Em |24] existe uma lista de outras
aplicacoes, com referéncias. Este estudo leva a dificuldades nao locais e nao lineares.
Por exemplo, quando estamos no contexto de operadores integro-diferenciais, nao pode-
mos nos beneficiar da extensao s-harmonica de Caffarelli (veja [13]) ou propriedades do
comutador (veja [50]), importantes ferramentas para o estudo de problemas envolvendo
o operador laplaciano fracionario. A extensao s-harmonica por exemplo, transforma
um problema nao local em um problema local envolvendo o operador laplaciano. Em
[5], usando a extensao s-harmonica de [13], Alves e Miyagaki mostraram a existéncia

de uma estimativa L>°(R") para as solugoes fracas de equagdes do tipo
(—A)°u+b(z)u=f

considerando hipoteses apropriadas em b e f. Nesta tese, mostraremos uma estimativa
anédloga para esta equacao, considerando operadores integro-diferenciais em vez do
operador laplaciano fracionario. Com a estimativa L>®(R") citada acima e motivados

pelo estudo feito em [6] por Alves e Souto sobre o problema

—Au+V(z)u= f(u), em RV,
u € DM?(RY)



onde V' é um potencial continuo e nao negativo, podendo se anular no infinito (| llim V(z) =
Tr|—0o0

0) e f uma fungao continua com crescimento subcritico, consideraremos um problema

analogo, substituindo o operador laplaciano pelo operador —Lg, ou seja, estudaremos

o problema

—Lxu+V(x)u= f(u), (3)

com hipéteses apropriadas sobre V' e f, que serao apresentadas abaixo. VAarios autores
tem estudado este problema quando o operador —Lj é o operador laplaciano fracio-
nario. Como por exemplo, Ambrosio, em [8], prova a existéncia de solugao positiva
para (3) quando V' é uma constante suficientemente pequena. Em [40], Lehrer, Maia e
Squassina estudaram o problema quando f é assintoticamente linear e V' é constante.
Wan e Wang, em 52|, estudaram o Problema (3) quando V' € C"(R",R), V é positivo
e

lim V(|z]) € (0, o0].

Zhang e Zhang, em [57|, estudaram (3) quando V' e f sdo assintoticamente periodicos.
Quando V = 1, Felmer et al. estudaram a existéncia, regularidade e propriedades
qualitativas das solugoes de energia minima do Problema (3) (veja [30]). Xu, Wei e
Dong, em [54], mostraram a existéncia de solu¢ao para (3) quando V' € C"(R",R) e

existe o > 0 tal que, para todo M > 0,
meas({z € B,,(y); V(z) < M}) — 0 quando |y| — oo.

Em [50], Secchi obteve a existéncia de solugdo de energia minima para (3) quando
V(z) = oo se x| — oo. Alguns outros estudos interessantes, com tratamento variacio-
nal para o Problema (3) podem ser encontrados em [9], [11], [16], [17], [19], [21], [29], e
|36]. Muitos deles usam ferramentas fortes que ndo podemos usar em nosso caso, como
a extensao s-harmonica e propriedades do comutador.

No estudo de problemas variacionais, sao importantes os teoremas que nos for-
necam pontos criticos de funcionais definidos em espacos de Banach. Ao estudarmos o

problemas variacionais do tipo
(—A)u+ (=A)'u = g(u) (4)

nos deparamos com a necessidade de um teorema que forneca pontos criticos para



funcionais da forma

I(u) = b1 (u) + Y2(u) — G(u).
onde Y1, Y9 e G tem uma certa homogeneidade e satisfazem propriedades que serao
citadas ao longo da tese. Por isso, nesta tese, mostraremos um teorema abstrato que
fornece pontos criticos para uma vasta classe de funcionais, inclusive para funcionais
como os mencionados acima. Nossa principal motivacao para o estudo desta teoria foi o
trabalho feito por Berestycki e Lions em |10]|. Neste trabalho, os autores consideraram

a existéncia de solucao para o problema
—Au = g(u)

assumindo que N > 3 e as condigoes em g,

—00 < liminf@ < limsup@ < —m <0,
s—0t S s—0+ S

9(s)
g2 —1 —

lim sup
s—07t

existe £ > 0 tal que G(§) > 0,

0,

onde G(t) = / t g(s)ds. A homogeneidade do operador —A e a identidade de Pohozaev
associada a estoe problema foram importantes para os argumentos usados pelos autores.
No nosso caso, perdemos esta homogeneidade e nao temos até entao, uma identidade
de Pohozaev para solugoes fracas do Problema (4), por isso, é necessario que mudemos
os argumentos usados em [10]. Um resultado fundamental no estudo do Problema (4),
foi a desigualdade de Polya-Szeg6 para funcoes nos espacos de sobolev fracionéarios, ou

seja, para toda u € H*(RY)

[ [ Ol [ [ ey,

onde u* é o rearranjo simétrico (ou simetrizacao de Schwarz) de u (veja [44]). A versdo

classica da desigualdade de Polya-Szego, apresentada por Polya e Szego em [45], afirma

/\VU*PdIS/ |Vul?dz
RN RN

para todo u € H'(RY). No melhor dos nossos conhecimentos, este resultado ainda nao

que

tinha sido provado no contexto dos operadores integro-diferenciais. Por isso, provare-
mos outra versao deste resultado para estes operadores, que generaliza a desigualdade

provada por Park em [44].



Nosso trabalho esta dividido da seguinte forma:

No Capitulo 1, apresentaremos as principais propriedades dos espacos onde sao
definidos a classe de operadores que estudaremos durante a tese. Neste capitulo, apre-
sentaremos alguns resultados, existentes na literatura, que serao fundamentais para os
capitulos seguintes.

No Capitulo 2, nosso principal resultado é um principio de méximo para super-

solucoes fracas do problema
—Lru+ a(r)u =0 em RY,
mais precisamente, mostraremos o teoremas:

Teorema 0.0.1 Sejam u € X (RY) e a >0 com a € L. (RY). Suponha que

loc

ANAQW@ﬂ—wwxw@—w@»Km—ywm@/y/ a(z)u(z)o(z)dz > 0,

RN

para toda v € Xg(RN) com v > 0 q.t.p. Entio u > 0 qt.p. RN ouu =0 qtp. em
RY.

Ainda neste capitulo, usaremos este principio de maximo para obter solucao positiva

para o sistema de Schrédinger-Poisson

~Lgsu+V(r)u+ ou= f(u), inR?
—Lgro =u*, in R

onde K* e K' sao ntcleos de ordem s e t, respectivamente. Considerando as seguintes

hipoteses sobre f € C(R,R) e V € C(R? R).
(A1) V(x) > a > 0, Vz € R3, para alguma constante o > 0;
(A2) V(z) =V(z+y), for all z € R, y € Z?;
(A3) f(uw)u >0, u#0;
(Ad) Tim o f(u) /u = 0
(A5) Existem p € (4,2%) e C > 0, tais que
()] < C(ul + fu”™),
para todo u € R, onde 2; = z%- e s € (2,1);

6



(A6) limy 4o F(u)/u* = +o00, onde F(u) = [ f(z)dz;
(A7) A fungao u — f(u)/u? é crescente em |u| # 0.

Com as palavras do referee do Jornal que nosso trabalho foi publicado (veja [25]), na
literatura, para se obter positividade de solucoes para problemas fracionarios, a nao
linearidade f é usualmente exigida ser Holder continua ou ter uma derivada continua
para que a solucao tenha alguma regularidade. No nosso caso, pedimos apenas que
f seja continua. Sem pedir qualquer regularidade, mostramos que a solugao obtida é
positiva. Mais precisamente, provaremos o teorema:

Teorema 0.0.2 Suponha que 1 > s > 3/4, t € (0,1), e (A1)—(A7) estao satisfeitas.

Entao (2.6) tem uma solucao positiva.

Ainda neste capitulo, mostraremos a existéncia de solucao de energia minima para o
Problema (2).

No Capitulo 3, mostraremos uma estimativa L>(R") para as solugoes fracas de
certas equacoes de Schrédinger e este é o nosso principal resultado deste capitulo. Mais
precisamente, mostraremos que
Proposic¢ao 0.0.3 Sejam h € LY(RY) com g > £, N > 2s ev € E C Xx(R") uma

solucao fraca de
{ —Lyv +b(x)v =g(x,v) em RY
em E ={u € XK(RN);/ b(z)u*dr < oo}, onde g é uma funcdo continua satisfazendo
RN
|9z, s)| < h(z)]s]
para s > 0 e b é uma funcdo positiva em RY. FEntdo, existe uma constante M =

M(q, [|h||ra) tal que
v]|oo < Mo

21
Como uma aplicacao deste resultado, estudaremos o problema
(P) —Lrxu+V(z)u= f(u), in R".

onde —Lx é um operador integro-diferencial com s € (0,1). Vamos supor que o

potencial V' é continuo e satisfaz

o (Vi—) inf,ern V(2) > 0;



Note que (V7) implica que
o (Vo—) V(x) <V, para alguma constante V,, > 0 e para todos = € B;(0).
e (V3—) Existe R >0 e A > 0 tais que

V(z) > A

para todos |z| > R.
Assumiremos também que f € C'(R,R) é uma funcao satisfazendo:
o (fi—) |f(®)] < lt|P~!, para alguma constante ¢y > 0 e p € (2,27);
e (fy—) Existe 6 > 2 tal que
OF(t) < tf(t)
para todos t € R, onde
t
PO = [ Fods
0
e (f3—) f(t) >0 paratodot>0e f(t) =0 para todo t < 0.

Mostraremos a existéncia de A* > 0 com a seguinte propriedade: Se A > A*, entao

existe uma solugdo nao negativa para o Problema (3), ou seja, provaremos o teorema:

Teorema 0.0.4 Suponha que V satisfaz (V1)-(Va) e que f satisfaz (f1)-(f5). Se A >
A = kgcoMp*Q(ZSd)¥, entao o problema (P) tem uma solugao nao negativa e nao

trivial.

Destacamos que, por ser o operador integro-diferencial nao local, entao nao poderemos
usar as mesmas técnicas usadas em [5| para provar o teorema acima.
No Capitulo 4, vamos considerar X um espaco de Banach reflexivo e ¢, ..., 1, ¢ :

X — R funcionais continuos, satisfazendo:
e (X;)- Existe uma aplicacao * : [0,00) x X — X e Ay, ..., Ay, Ay € R tais que

(1) Wit u)) = thhi(w);
(i) di(x(t,u)) = t*(u);

(ili) 0 <max{ A1, ..., A\n} < Ag;



(iv) *(0,u) = 0, para todo u € X;

(v) Para cada u € X fixo, a aplicagao t — (¢, u) é continua.

e (X,—) Existem subconjuntos fracamente fechados X+ e X de X e uma funcio

Q : Xt — X que cumpre as seguintes condicoes:

(i) ¥i(Q(u)) < 1bi(u) para todo u € X5
(i) ¢(Q(u)) > ¢(u) para todo u € X;

(iii) Se u € X, entdo u, € X, para todo t > 0.

Acima estamos usando a notagao a seguinte notacao *(t,u) = u,. Além das hipoteses

listadas anteriormente, vamos supor que:

o (fi—) Existe u € X tal que ¢(u) > 0;

e (fa—) #(0) = 0;

(fs—) ¥i(u) =0 para todo i € {1,2,...,n} se, e somente se u = 0;

(f1—) Exite r > 0 tal que se 0 < ||ul|| < r entao

Z Aithi(w) > App(u);

(fs—) Se {u,} ¢ uma sequéncia satisfazendo ¢(u,) > 0 e J(u,) — 0, entdo

[t = 0;

(fo—) Se {un},cy € uma sequéncia em X que converge fracamente para u € X,

entao

lim sup ¢(uy,) < @(u);

n—oo

(fr—) Se {up}peN converge fracamente para u em X, entao

Yi(u) < lminf o, (up)

p—o0

O principal resultado deste capitulo é o teorema:

9



Teorema 0.0.5 Sejam X, ¢, y,..., ¥, satisfazendo (f1) — (f7), (X1) e (X3). Se
100 = g 10

entdo existe u € P tal que I(u) = inf,ep I(w), onde

I=) ¢i—¢
=1

P={ue X\ {0}; \r(u) + ... + Mtu(u) = Agop(u)} .

Se I ¢ localmente lipschtziano. Entao u é um ponto critico de I em X, ou seja,
0 € 0I(u)

Como consequéncia deste teorema, temos:

Corolario 0.0.6 Sejam X, ¢, i,..., ¥, satisfazendo (f1)—(f7), (X1) e (Xz). Suponha
que ¢, Uy,..., P, € CH(X,R). Se
inf I(w) = inf I(w),

wP weP+

entao eziste u € P que satisfaz 1(u) = infep [(w), onde

I=Y ¢i—¢
=1

P={ue X\ {0}; M (u) + ...+ Aty (1) = A (u)} .

Além disso, u € um ponto critico de I em X, ou seja,
I'(u) = 0.

Tomando uma funcao continua f : R — R satisfazendo:

(i) lim, o £ =0;
(i) limsup, o ";]gi)l < 00, para algum ¢ € (1,2; —1) onde
2N
2, =
Smo N —2s,,’

(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) > 0, onde



(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

provaremos, como uma aplicacao do 1ltimo corolario, o teorema abaixo.

Teorema 0.0.7 Sejam 0 < s; < ... < s, <1 e N > 2s,,. Definal: H"(RY) - R

por

I(u) = J(u) — /RN G(u)dz,

(y))*
d
Z /RN/RN ‘x_y’NHéz dxdy

onde

FEntao, existe ug € P tal que

I'(ug) = 0;
Além disso,
I(uy) = ;2;;[(“)
onde
(N — 23 (y))?
P=quec "R\ {0 dedy=N | G(u)dz p .
{u POk Z /IRN /]RN !l’— |N+251 / RN ) x}

Em outras palavras, mostraremos a existéncia de solucao fraca para o problema

m

Z(—A)Siu = g(u) em RY,

=1

Tomando uma funcao continua f : R — R satisfazendo:

(i) limyo L2 =0;
(ii) limsup,_,, o |‘f|(“')| < 00, para algum ¢ € (1,2* — 1) onde
oo 2N
CN-2

(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

provaremos o teorema abaixo.

11



Teorema 0.0.8 Sejam 0 < s <1 e N > 2. Defina I : H{(RY) — R por

I(u) = J(u) — G(u)dzx,

RN

_1 o, 1 (u(@) —u(y))?
J(u) = 2/RN |Vu|*dx + Q/RN/RN o — g dxdy

Entao, existe ug € P, nao nulo, tal que

onde

[/(Uo) = O7

Além disso,
I(up) = ir%)f I(u),

onde

p— {u e HYRM)\ {0}: (NQ_ 2 /RN Vuldz

25 ] S o)

RN

Em outras palavras, mostraremos a existéncia de solucao fraca para o problema
—Au+ (—A)*u = g(u) em RN,

Tomando uma func¢ao continua f : R — R satisfazendo:

(i) lim, o £ = 0;
(ii) limsup, . o ";]Ef)l < 00, para algum ¢ € (p,,, pj) onde
K Npl .
pl N — P ’

(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) > 0, onde

(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

provaremos o teorema abaixo.

Teorema 0.0.9 Sejam 1 < p; < ... <pp € N >py. Defina I : W — R por



onde

1
Jw) =Y — [ |Vu|'da.

i=1 Pi JRN

W= \Wr(RY).
i=1
Entao, existe ug € P tal que
II(Uo) = O,
Além disso,

onde

P—{ueW\{O} Z V= pz)/ Vupde =N | Glujdr }

Em outras palavras, mostraremos a existéncia de solucao positiva para o problema

m

Z —Apu = g(u) em RY.

Escolhendo f: R — R uma funcao continua satisfazendo:

: fls)
(1) ngg% ’S‘plfl = 0.
(i) limsup ||f|(q )1| < oo para algum ¢ € (py, p*) onde
§—>+00
. N
P=—=—i
D im1 pi -1

(iii) Existe 7> 0 tal que G(1) = [ g(s)ds > 0., onde g(s) = f(s) — s|s[Pr 2.
0
(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

para pq,...,py > 1, mostraremos o teorema:

Teorema 0.0.10 Sejam 1 < p; < ... < pyn. Defina I : le(]RN) — R por

onde

N
-3,

13
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Entao, existe ug € P tal que
II(Uo) =0.
Além disso,
I =inf ]
(uo) = inf I(w),
onde
p

ou
8$i

P— {ue le?(RN)\{O};ZW]);imAN = N B G(u)dx}.

Em outras palavras, provamos a existéncia de solu¢ao nao trivial para o problema

AR

Vamos considerar N > 3 e f uma fung¢ao com uma quantidade finita de pontos de

Pi Ou

81‘@

ou
81}2‘

) = g(u) em RY.

descontinuidade satisfazendo:

e f1)lim & =,

s—=0 ¢

o f5) |f(s)| < Als|+ Bls|?, VseR,ealgum q € (1,2" —1);
e f3) Existe 7 > 0 tal que G(7) = / g(z)dz > 0, onde
0
g9(s) = f(s) = s;

e f4) f(s) >0 paras>0ef(s)=0 para s < 0.

Mostraremos o teorema:

Teorema 0.0.11 Seja f uma funcao com uma quantidade finita de pontos de descon-

tinuidade e satisfazendo (f1) — (f1). Entao, o problema
—Au(r) € 0G(u(x)), qtp. em RY,
possut wma solucao nao trivial.

No Capitulo 5, apresentamos uma desigualdade de Polya-Szegd, no contexto dos
operadores integro-diferenciais. Supondo que K é um nucleo de ordem s, continuo,

provaremos o seguinte teorema.

Teorema 0.0.12 Seja u € X (R™) uma fungao nao negativa. Entao,

/R N /]R (@) = () K (x = y)dady < /R i /R (ulw) = uly)*K (x — y)drdy,

14



onde u* e K* sdo os rearranjamentos simétricos de u e K respectivamente. Como

consequeéncia, teremos:

Corolario 0.0.13 Seja u € Xx(RYN). Entdo eriste w ndo negativa e radialmente

simétrica satisfazendo:

e Para toda funcao positiva e mondtona, ¢

o(|ul)dzx = o o(w)dz.

RN

o Além disso
/R . /]R (w(@) —w(y)*K*(z - y)dvdy < /R i /]R (ul(w) —u()’K (« — y)dudy

Corolario 0.0.14 Suponha que K satisfaca (K3), (K3), K seja radialmente simétrica
e decrescente. Entao para toda u € Xx(RY), existe w radialmente simétrica, ndo

negativa e tal que para toda funcao positiva e mondtona ¢

¢(Ju)dz = | ¢(w)dz.
RN RN

Além disso
L] we) —ww?Ke =ty < [ [ (ute) = )R (o - y)dady
e
Corolario 0.0.15 Suponha que K satisfaca (K1), (K2), (K3) e
o (K,) - Eziste ¢; > 0 tal que ¢; > K(z)|z|"+?

Entao para toda u € X (RY), existe w radialmente simétrica, nao negativa e tal que

para toda funcao positiva e mondtona ¢
O(lu)de = [ P(w)dz.
RN RN
Além disso
[ o) — w2 sy <o [ [ (o) - ut)? (e - sy
RN JRN RN JRN

onde A = - e c é a constante que aparece em (K3).

15



Notacao e terminologia

e min{a,b} =ase a <bemin{a,b} =bsea>0.
e maz{a,b} =asea>0bemazr{a,b} =bsea<b.
e Se A,BCRY entao A\ B={x € A;x ¢ B}.

e Para toda fungdo u : RY — R definimos v=,u™ : RY — R por u=(z) =

max{0, —u(x)} e ut(z) = max{0, u(x)}.

e SejaU C RY, chamamos de § vizinhanga de U o conjunto Us := {z € RV;d(z,U) < §},

onde d é a funcao distancia usual de RV.
o (X,||-]|) representara um espaco normado.
e D¢ denotara a derivada de ¢.

e Diremos que uma funcao f: (X, || -||) — (Y,||-||2) é lipschtziana se existe uma

constante C' > 0 tal que ||f(z) — f(y)|| < C||z — y||2, para todos z,y.

e Se u € LP(RY), entdo escreveremos ||ul|, para denotar a norma de usual de u em

LP(RY).

e Diremos que uma sequéncia {o(n)},en é ordem pequena se, lim o(n) = 0.
n—oo

e Sejam X um espaco topoldgico e {u, }, .y Uma sequéncia em X que converge para

algum u € X. Neste caso, usaremos a seguinte notacao u,, — u.

e Seja E um espago de Banach e I € C!'(E,R). Diremos que uma sequéncia

{Zn}nern € uma sequéncia de Palais-Smale no nivel ¢, se I(u,) — ce I'(u,) — 0.



Seja FE um espaco de Banach e I € C'(FE,R). Diremos que I satisfaz a condigao
de Palais-Smale em ¢, se toda sequéncia de Palais-Smale possui uma subsequéncia

convergente em F.

Para cada r > 0 e y € R", usaremos a nota¢io B,(y) = {z € RV; |z —y| < r}.
Em vez de B, (y), escreveremos simplesmente B,., quando nao existir divida sobre

o y considerado.
q.t.p. significard em quase todo ponto.
Em todo texto, N representard a dimensao do espaco euclideano.

Seja K : RY — R um niicleo de ordem s (veja defini¢do no capitulo 1). Para

funcoes u,v : RN — R e conjuntos A, B C R, usaremos a seguinte notacao

o, s = / /B (ul) — u(w)) (v(z) — () K (z — y)dudy

Também escreveremos

[U’?U]RNXRN = {uv U]'
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Capitulo 1

Operadores Integro - Diferenciais

Neste capitulo, veremos as principais propriedades dos espacos onde sao definidos
os operadores integro-diferenciais que estudaremos ao longo da tese. Alguns resulta-
dos apresentados neste capitulo nao serao demonstrados, porque ja existem na nossa
literatura. Referenciaremos as demonstragoes de cada um dos resultados que iremos
assumir neste capitulo. O leitor familiarizado com os operadores integro-diferenciais
pode suprimir este capitulo em sua leitura. Para os leitores que quiserem mais de-
talhes, além dos mencionados neste capitulo, sobre os operadores integro-diferenciais,

referenciamos [11] e [48].

1.1 O Espago Xy (RY)

No que segue, vamos sempre assumir que N > 2s.

Definigao 1.1.1 Seja s € (0,1). Dizemos que uma fun¢do mensurdvel K : RY — R

€ um niucleo de ordem s se satisfaz as sequintes propriedades
o (K;) K(z) = K(—x) para quase todo x # 0;
o (Ky) Eriste uma constante C'x > 0 tal que
Ox < K (a)]z|N+2
para quase todo x € RY;

o (K3) vK € LY(RY), onde v(x) = min {|z|?, 1};



|=V=2% onde C & uma constante positiva, ¢ um exemplo de um

Note que a funcao C|z
nicleo de ordem s. A seguir apresentaremos outros exemplos. Deixaremos a cargo do
leitor a verificacao de que cada um dos exemplos citados é um nicleo de ordem s.

SNfl

Exemplo 1.1.2 Considere a : — R uma funcao mensurdvel, onde

SVt ={z e RY;|z| = 1}.

Suponha também que, existam constantes ci,co > 0 tais que ¢; < a(x) < o e que

a(z) = a(—z) para todo v € SN~ . Enldo, a funcao
e alE)
(*) = s

é um nucleo de ordem s.

Exemplo 1.1.3 Sejam K : RY — R um nicleo de ordem s e C uma constante
positiva. Entao, a funcao

2|V se |zl < i

Ki(z) = C se 3 <|z] <1
K(x) se |z|>1

é um nucleo de ordem s.

Seja K um ntcleo de ordem s. Definimos o espago Xx(RY) como o conjunto de todas

as fungoes u € L*(RY), tais que a fungao

(z,y) — (u(z) —u(y)) vV K(z —y)
estd em L? (RN x RV).

Na proposicdo seguinte, veremos que podemos definir em X (RY) a norma

|ul| := ([u,u] +/ uzdx> ,
RN

wi = [ o) = u)K e = )y

e munido com esta norma, o espaco Xx(RY) é um espago completo.

onde

Proposicao 1.1.4 Seja K um niicleo de ordem s. A fungdo (-,-) : X (RY)x Xy (RY) —
R, dada por
(u,v) =/ / (u(x) = u(y))(v(x) — v(y)) K (z - y)dxder/ uvdz,
RN JRN RN
define um produto interno em X (RY) e X (RY) munido com este produto interno é
um espaco de Hilbert.
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Demonstragdo. E facil verificar que a funcdo (-,-) define um produto interno em
X (RY). Seja {¢,},y uma sequéncia de Cauchy em Xy (R"Y). Para todos m,n € N

temos
||¢n - (bm”L?(R‘V) < ||¢n - gbm”

Ou seja, a sequéncia {¢, }, .y ¢ de Cauchy em L*(RY). Dessa forma, existe u € L*(RY)
tal que

¢n — uem LE(RY).

Seja
Gy, (7,y) = (on(z) — Pn(v))V K(z — y),

definida em RY x RY. Observe que Gy, € L*(RY x R"Y) para todo n € N e que
G, = Goallrwrszy = [ [ (0u(0) = 0nlo) = 00(2) + 00s0) Ko )y
= [ ] 60 = 0n)ia) = 60 = 0P Ko - y)dady
< én = dull®.

Isto implica que a sequéncia {Gg,}, .y € de Cauchy em L*(RY x RY). Existe w €
LA(RY x RY) tal que

Gy, — wem L*(RY x RY).

Em particular {Gy, }nen converge q.t.p em RY x RY para w. Porém, vimos acima

que {¢,}, oy converge para u, q.t.p. em RY. Consequentemente a sequéncia {Gy, }

converge q.t.p. para a fungao G, (z,y) := (u(z) — u(y))/K(r —y). Logo
w(z,y) = (u(@) —u(y)) VE(x —y).
Em particular, u € Xx(RY). Além disso
16 = ull® = [|Go, — GullL2@nxmr) + (160 — ullZ2@n) — 0.

ou seja, a sequéncia {¢, },en converge para u em X (RY). n

1.2 O Caso K(z) = |z|7V 2

|7N725

Quando o nicleo de ordem s é igual K(z) = |z , entao o espago X (RY) é

chamado de espaco de Sobolev fracionario, é denotado por H*(RY). Existem diversos
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trabalhos publicados em nossa literatura, relacionados aos espacos de Sobolev fracio-
narios. Para mais informacoes sobre os espacos de Sobolev fracionarios, indicamos os
trabalhos de Demengel e Demengel em |22] e Di Nezza, Palatucci e Valdinoci em |24].
Exploraremos alguns resultados conhecidos sobre os espacos H*(RY), que podem ser
encontrados nas referencias listadas neste mesmo paragrafo.

Segue imediatamente de (K3) a seguinte proposicao:

Proposi¢ao 1.2.1 Seja s € (0,1) e K um niicleo de ordem s. O espago X (RY) estd

imerso continuamente em H®(RN).

Em [24] foi provado que

Proposicao 1.2.2 O espaco H*(RY) estd imerso continuamente em LY(RYN) para q €
2,2%], onde
b 2N
S N —2s

Combinando as proposicoes 1.2.1 e 1.2.2, temos o corolario:

Corolario 1.2.3 O espago Xx(RY) estd imerso continuamente em LI(RN) para q €
2,2%], onde

o 2N

* N —2s

O proximo coroléario é uma consequéncia imediata da Proposigao 2.2 de [24].

Corolario 1.2.4 Seja s € (0,1). O espaco H'(RY) estd imerso continuamente em
H*(RY).

Outro resultado sobre imersoes dos espacos de Sobolev fracionarios que serd tutil

em nossa tese é o Corolario 4.34 de [22], descrito abaixo,

Corolério 1.2.5 Se s’ < s entio o espaco H*(RY) estd imerso continuamente em
H (RY).

Observacgao 1.2.6 Definimos também, o espaco XK(RN) como o completamento de

CP(RY) com a norma

Il = ([, [ (0l0) = a0 = gy )

O espaco XK(RN) é um espaco de Hilbert, além disso, pelo Teorema 6.5 de [24] temos

=

que Xx(RN) estd imerso continuamente em L2 (RY).
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Observacgao 1.2.7 Se Q C RY e K ¢ um niicleo de ordem s, definimos
Xio(Q) = {u € Xk (RY);u=0 em RV \ Q} .
O espaco Xg,(2) € um espaco de Hilbert com a norma
%
lull = ( [ et [ () = ur))* 5o = paaay )
Q Q
onde Q = (RY x RY)\ (Q¢ x Q°) e estd continuamente imerso em H*(RY).

Dizemos que 2 C RY é um dominio de extensdao para H*(R"), se existe uma

aplicacdo E : H*(Q) — H*(RY) satisfazendo

E ()| ms@r) < Clu|

H3(Q)

para alguma constante C' > 0 que nao depende de u, e

para quase todo x em €). Para mais detalhes sobre dominios de extensao, recomendamos
[24]. Como uma consequéncia do Coroléario 7.2 de [24] temos o corolério.

Corolario 1.2.8 Se Q2 é um dominio de extensio para H*(RY), entdo o espago H*()
estd imerso compactamente em L1(Q) para q € [1,2%), onde

b 2N
S N —2s

Este tltimo corolario nos garante imersoes compactas dos espagos Xx(RY) e
XK, (2) nos espagos LP(€)) quando p € [1,2%), quando K é um nicleo de ordem s e

um dominio de extensao para o espago H*(RY).

1.3 Os Operadores Integro-Diferenciais

Seja s € (0,1) e K um nicleo de ordem s. Definimos o operador integro-diferencial

— Ly, sobre fungdes u € C°(RY), da seguinte forma

—Lgu(r) = | Kz —y)(ulr) = u(y))dy.

RN

Seguindo as mesmas ideias de [24], mostraremos que o operador — L esta bem definido.

Lema 1.3.1 O operador — L estd bem definido.
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Demonstragao. Considere u € C°(RY). Seja y € RY. Se ||y|| < 1, entao, usando a

expansao de Taylor de segunda ordem, temos
[(u(z +y) +ulz —y) — 2u(@) K (y)] < [|D*ull|y*K(y) = ID*ullocv (1) K (y)-

Por outro lado, se ||y|]| > 1

[(u(z +y) +u(e —y) = 2u(x)) K(y)| < 4K (y)||ull = 4lullcy(y) K (y).

Portanto, existe uma constante L > 0 tal que

[(u(z +y) + u(r —y) = 2u(z))K(y)| < Ly(y)K(y).

Por (K3),
/RN(U(x +y) +u(z —y) — 2u(z))K(y)dy < oco.

Por mudanca de variaveis e (K7), temos

1 .
[ (@)~ ut)K e =iy = = [ () + e~ ) - 2u@) Ky)dy < o
R R
completando a demonstracao do lema. [ ]

Observe que fazendo K (z) = Cy ¢|z|™ 72, entdo o operador L coincide com o

operador laplaciano fracionario, (—A)*, onde

1 — cos(& !
s = (/RN |§f1v0f§51)d5> |

A escolha da constante Cy , se justifica pelo seguinte resultado, cuja demonstracao se

encontra em [24].

Proposigao 1.3.2 Para todo u € C5°(RY) temos
(=A)'u = FH(|¢]*(Fu))

onde Fu € a transformada de Fourier de u, mais precisamente:

F(u)(§) = ! /RN e~ u(x)d.

(2m)*

O espaco de Sobolev fracionario H*(RY) pode ser caracterizado como

@) = {ue PE: [ (14 g)IFupds < oo

R N

Para mais detalhes sobre essa caracterizacao, recomendamos [24] e [22].

23



Proposigao 1.3.3 Para todos u,v € C°(RY) temos

/]RN /RN(u(x) —u(y))(v(z) —v(y) K (z — y)dody = 2/ — L (w)vdz.

RN

Demonstracio. De fato
L, L (we) = o) = o) K @ =~ oy
= [ ] (@) = utyete) K o = y)dady

- [ [ ) = o) o~ y)dady
= [ ] (wle) ~ stw)e@)K @ - iy

] ) = ule)ew (- a)dady
= /RN —EKu(x)v(m)dx+/ —Lru(y)v(y)dy

]RN

=2 —Lgu(x)v(zr)de.

RN
|

Esta tltima proposicao nos motiva para a seguinte definicao. Seja f : R — R

uma funcio continua e B : RV — R uma funcao mensuravel e nao negativa, definimos

E = {u € Xx(RM); /RN B(x)u’dx < oo} :

COoImn a normma

= ([, [, wte) w2yt pasay+ [ Bayear)

Dizemos que u € E é uma solucao fraca de

1
2

—Ligu+ B(x)u = f(u) em RY

[ @) = u@)ete) — o)K@ =) + [

RN

B(x)uvdx:/ f(u)vdx

RN
para todo v € E.

A seguir, listaremos alguns resultados que utilizaremos durante a tese. Em [33,
Lemma 2.3], Gaetano, Squassina e D’avenia provaram a seguinte versao do lema de

Lions,
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Lema 1.3.4 Se {u, }neny € uma sequéncia limitada em H*(R®) tal que para alguma
constante R >0 e 2 < g < 27 temos

sup / || — 0
2€R3 J Br(x)
onde n — oo, entdo u, — 0 em L"(R®) para todo r € (2,2%).

A demonstracao da préxima proposicao segue as mesmas ideias do Lema 5.3 de
[24].

Proposicao 1.3.5 Sejam K um nicleo de ordem s, u € Xg(RYN) e ¢ uma funcao
lipschtziana satisfazendo 0 < v < 1. Entdo, Yu € X (RY) e

[[pul] < Clul|

para alguma constante C' > 0.

Demonstracao. Como |¢| < 1 temos |[Yullz < ||u]|. Seja C7 > 0 tal que |[¢(z) —
»(y)| < Ci|x — y|. Somando e subtraindo ¥ (x)u(y),

[, [ 1eteute) ~ v @ - y)dody
<2 [ W@ - )K= sy
w2 [ ) - o)K@ = dady
<2 / ) / ute) — u(y)?K (x ~ y)dedy
oot [ [ e~ K (e ey
w30t [ [ WK ey
<ol +20¢ [l | 1ePH ey
+8C% /RN lu(y)? . K (2)dzdy
< 2||ul|* + 8C? /RN lu(y)|? < - K(z)dz + [z|§1 |z|2K(z)dz) dy

ol st ([ tkan) ([ )

onde vy(z) = min {1,|z[*}. Por (K3)

/RN / [ (@)ula) — Y (y)uy)* K (z — y)dedy < 2[ul|* + 8CT|[E |[ulf3.
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Logo yu € Xx(RY) e l
[ull < (3 +8CE|[vK 1) |ul]-
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Capitulo 2

Um Principio de Maximo para
Equacoes de Schrodinger com
Operadores Integro-Diferenciais e uma
Aplicacao em um Sistema do Tipo

Schrodinger-Poisson

Neste capitulo estudaremos uma classe de sistemas do tipo Schrédinger-Poisson
com potencial periddico e envolvendo operadores integro-diferenciais. Provaremos um
principio de maximo e como aplicacao, mostraremos a existéncia de solucoes positivas
para esta classe de problemas. Destacamos que, no melhor dos nossos conhecimentos,
este principio de méximo esta sendo apresentado pela primeira vez na literatura (veja
Teorema 2.1.4). Até entdo, um estudo sobre sistemas do tipo Schrédinger-Poisson com
potencial periodico e operador integro-diferencial nao existia na literatura. Ainda neste
capitulo, estudaremos a existéncia de solucao de energia minima para estes tipos de
sistemas, também estudaremos o caso em que o potencial é assintoticamente periddico.
As ideias contidas neste capitulo sao inspiradas pelo trabalho de Duarte e Souto, em

[25].



2.1 Um Principio de Maximo

Antes de provarmos o teorema principal desta se¢ao (Teorema 2.1.4), é necessario
que provemos uma outra versao do lema logaritmico. Este lema serd uma importante
ferramenta para a demonstracao do Teorema 2.1.4. O lema logaritmico foi provado
por Di Castro, Kuusi e Palatucci em [23, Lema 1.3]. Neste lema os autores dao uma

estimativa para solu¢oes fracas do problema

(—A,)u=f emQ

u=g emRY\Q

Seguindo as mesmas idéias de Di Castro, Kuusi e Palatucci, mostraremos uma estima-

tiva analoga para uma supersolucao do problema
—Lxu+a(z)u=0 emRY

onde K ¢ um niicleo de ordem s (veja Lema 2.1.3 abaixo). Dizemos que u ¢ uma
supersolucao da equacao acima se

[ [ fue) = u) o) = o) K a = pydody + [ autz)ota)ds =0,
para todo v € X (RY) com v > 0 q.t.p. em RY.

No lema logaritmico, provado por Di Castro, Kuusi e Palatucci, a condicao u > 0
¢ dada como hipétese. No nosso caso, veremos, no lema seguinte, que u > 0 é uma
consequéncia de u ser uma supersolugao.

Lema 2.1.1 Sejam a : RY — R uma funcdo ndo negativa e u € X (RY). Suponha

que, para toda v € X (RY) com v > 0 ¢.t.p. em RN, tenhamos que

/R ) / () — u(y)) (o(a) = vly) Kz — y)dudy + / alzu(w)u(a)de > 0.

Entao u >0 ¢.t.p. em RV,

Demonstragao. Seja v = u~. Temos que v € Xx(RY) e v > 0 q.t.p. Por hipotese

/RN /RN(u(a:) —u(y)) (u™(z) —u (y)) K(z — y)dzdy +/ a(x)u(z)u” (x)dz > 0.

Mas, observe que:
e Se u(x) >0eu(y) >0, entdo (u(x) —u(y)) (u (z) —u (y)) =0.
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e Seu(x) < 0euly) <0, entdo (u(x) —u(y)) (u(z) — u™(y))
0.

0. Pois, neste caso, u(z) — u(y) > 0.

0. Pois, neste caso, u(x) — u(y) < 0.

0.

Das observacgoes acima, concluimos que

Seu(z) <0ewu(y) > 0, entdo (u(z)—u(y)) (v (z) —u (y)) =

Se u(z) < 0, entdo a(z)u(z)u™(z) = —a(z)u?(z) e caso contrario, a(x)u(x)u™ ()

I

|
=
=2

|

<
—
s
e
IA

Seu(x) > 0eu(y) <0, entao (u(zx)—u(y)) (u (z) —u (y)) = (u(s

—~
<
—
s
~—
|
<
>
<
~—
~—
I~
~~
<
~—
IN

/RN /RN(u(x) —u(y)) (v (z) —u (y)) K(z — y)dzdy = 0.

Esta ultima igualdade, junto com as observacoes acima, implicam que

(u(z) —u(y)) (v (z) —u (y)) K(z —y) =0 q.t.p. em RY x RY,

Isto implica que, se = # y entdao u~ (z) = v~ (y) q.t.p. em RY. Ou seja, u~ é constante

em X (RY) e portanto u~ = 0.

O proximo lema fornece uma desigualdade sobre ntimeros reais. Usaremos esta

desigualdade na demonstracao do lema logaritmico.

Lema 2.1.2 Sejam € € (0,1] e a,b € RY. Entao

1+e

lal® < |b]* + 2¢[b]* + la — bJ*.

Demonstragao.
jal> < (B] + |a — b))
= |b|? + 2|b||a — b] + |a — b]*.
Pela inequagio de Cauchy com e (veja pagina 662 em [28])

_ B2 — pl2
|b]|a — b §€|b|2+u < ¢€|b* + la — bl :

2¢

Substituindo (2.3) em (2.2) temos
2
lal> < |b|* + 2¢|b|* + la— b7 + |a — b|?
1
— [bf? + 2€[bf? + ——Ja — b2,
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Lema 2.1.3 (Versao do Lema logaritmico). Sejam s € (0,1), u € Xx(RY) e a €
LE (RY), a >0 em RY. Suponha que u satisfaz:

loc

[ [ o) = atw)o@) - o)kl = ey + | aloputa)s(ids o

RN JRN RN

para toda ¢ € Xg(RN) com ¢ > 0 qt.p. em RN. Entao para toda bola r > 0,
B, = B,(z) C RY

o o ()

2
K(z —y)dxdy < +C17'N/ K(z)dz
RV\By (0)

Cor™N 72 / |2°K(2) dz + Cs / a(x)dz
Bu,(0) Ba,
(2.4)

para toda constante d > 0, onde Cy, Cy e C3 sao constantes que nao dependem de d.

Demonstragao. Nessa demonstracao, a menos que se diga o contrario, para cada
t > 0 escreveremos apenas B; para representar By(xy). Considere ¢ € C§°(Bs:) e
2

K > 0 satistazendo,
0<¢<1, ¢=1lem B, e ||Dd|loc <Kr
A funcao

_ (=)
() = u(z) +d

pertence a0 espago Xx(RY) e >0 em RY. Por hipotese,
o< [ [ (o) = u)e) = no) K@~ ) dvdy+ [ awyutaina)da
- /BQ /ler(“(ﬂ?) —u(y))(n(z) = n(y))K(z — y) d dy
* /RN\B% /B (u(z) — u(y))(n(z) — n(y)) K (z —y) dz dy
i /32 /RN\BZP (u(z) — u(y))(n(@) — n(y)) K (x — y) dz dy
" /RN\BQT /RN\B% (u(@) = u(y))(n(@) — n(y) K (z —y) do dy
+ /R _alx)u(z)n(z)dz.

A seguir, provaremos algumas afirmagoes sobre as cinco integrais que aparecem no lado

direito da desigualdade acima.
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Afirmacao 1. Existem constantes Cs, C3 > 0, que dependem somente de N e s,

satisfazendo

.42¢; z) = n(y) K (z —y) dr dy
CZ/BZ /B tog (dﬂ )‘ K(x —y) min{|¢(y)[*, [¢()[*} dz dy

e / [ fota) = o) K (= y) e dy.

Para a demonstracao desta afirmagao, fixaremos x,y € By,. Suponha que u(z) >

u(y). Defina
u(z) — uly)
uw(z) +d

onde § € (0,1) é escolhido suficientemente pequeno, para que € € (0,1). Tomando

€ =

a=¢(x)eb=¢(y) no Lema 2.1.2, obtemos

2 2 u(r) — u(y) 2 1 u(z)+d ) — 2
o) < It + 28 oy 4 (57 L 1) foto) - ()

Entao

(u(z) = u(y)) (n(x) —n(y)) K(z —y)

_ ¢*(x) ¢*(y)
= (uta) = ut) (757 = ) Ka =)

' <<z>< Y+ 264 ()2 + (671 L 1) lo(a) — o(y)P

u(z) +d
—%) K(z —y)

) — () JAE [y 4 90 =)
A
= ) — () T (o — ) (142500 M) 2 )

# (574 D ) PR e -

)
lp(y)|? K(x—y) (1+25u(a:) —u(y) u(z) +d>
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A seguir, reescreveremos a primeira parte da soma que aparece no lado direiro da

inequagao acima como

(u() — u(y)) lo(y)? K(z—y) (1 N 25U(53) —uly) U(w; i ;l)

u(z)+d () +d u(y
~(u(z) —uly) 2 25l u(z) +d _u(@)+d  u(z)+d
- (") e [ - e
_(ule) —um)N* L
—<m) [o(y)["K (z —y) L_%JF% :

Considere a func¢ao ¢ : (0,1) — R, dada por

1—tt
9t) = 14—
A funcao g satisfaz g(t) < _i% set € (0,3] e g(t) < —1 para todo ¢ € (0,1).
Temos duas possibilidades para considerar. Primeiro, se
uly) +d _ 1
u(z)+d — 2
entao concluimos que
u(x)+d
u(z) — u(y)>2 2 1 - Zra
— ) [0 K(z—y) wia T 20
( u(x) +d 1 - uggid
u(x)+d
u(z) —u(y)\* 2 1 uy)+d
< | 22 NI _ __
< (M) IR ) |- g + 2
u(z)+d
u(z) — u(y) 2 [ Tu(@)+d | cu(@) — u(y)
= - K(x — —— 2
u(z) +d [oly) K (=) | 4du(y)+d 20 u(x) +d
u(r) — u(y) 2 1 (u(z) — u(y))(uly) + d)}
= - K(x — ——+2)
aly) £ d [¢(y)|"K (z —y) i (u(o) + d)?
u(z) — ufy) 2 1
< —y) |—-= .
R o) K (z —y) _ 7 T2

Na tltima inequacao usamos que
(u(z) — u(y))(uly) + d)

() +dp =
Escolhendo 6 = 1/16 , temos
u(@) — u(y)\ IR,
2 uly
(M) ol -y [ s 2
Lu(z) — u(y) 2
< -3 () T d ()" K (z —y)




Acima, usamos que (log(t))* <t — 1 para todo t > 2, e que aptd = 2

Porém, em segundo caso, se

u(y) +d
u(z)+d

> 1/2,

entdo usando que g(t) < —1 e 6 = 1/16, obtemos

(Mo QMwQKuy>E§§§+26
< (M N e i 29
f;_g(uga;jgﬂ)1¢@»nax )

< o (BN ot e -

Acima, usamos que

b G o) < )

1+1)

Isto segue como consequéncia de log t para todo t > 0, e

IN
o

~—_—

Portanto,

(u(z) - u(y) 2V

u(z) +d

<& [l (BN st .

Em resumo, provamos que, se u(z) > u(y), entao

(u(z) = u(y))(n(x) = n(y)) K(z - y)

<5 Do (SN st )+ 320000) — 0K o).
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Integrando a inequacao acima sobre By, X B,,., obtemos

Usando que |log(z)| = |log(%)| para todo x > 0, obtemos

xT

o (M5 = s (2]

(i
u(y [log(ugyiﬂtg)rminﬂﬂy”zy|¢($)|2}K(37—y)d:vdy
)

Isto prova a afirmacao 1.



Afirmagao 2. Para alguma constante C' > 0, temos

Lo 0@ =)@ Ky e [ k)i

BN\By (0)

De fato, como u > 0, temos que =% < 1 e consequentemente

/RN\B ,, /B ‘(“@) —u(y))(n(z) —n(y))K(z —y) dz dy
= w(e)— al) (<£E PO\ ko an
_/RN\B%/R”( @ (y))( (x) +d u(y)+d> Kle —y)dody
2“(55) u(y)
/RN\B2T /]RN ‘ U(l’ +d K(l‘ - y) dx dy

/]RV\BQ /RN 2)’ K (z — y) dz dy.
/RN . /RN |p(2)|* K (x — y) dx dy

= (@)K (z — y) dv dy

RN\BQT '3

2
—/ / 2))K(z —y) dydz
By RN\BQ7
~ [ 1ot >|2/ K(a = y) dy da
Bs RN\B2T

<[ P [ Ke-ydyds
B, RN\By (z)

—/ \d)(:v)\Q/ K(z)dzdx
By RN\By (0)

= / \¢(m)|2dx/ K(z)dz
B, RN\ By (0)
2 2

= Cng/ K(z)dz.
RN\ B (0)

Concluindo assim, a demonstragao da afirmacao 2.

Logo

t\)‘“

Note que, por (K;) (veja defini¢ao 1.1.1) temos

/RN\B /B (u(z) = u(y))(n(z) —n(y)) K(z —y) dzdy
N /B /RN\B (u(@) — u(y))(n(z) —n(y))K(z —y) de dy

Afirmacgao 3.

/RN a(x)u(z)n(z)dr < / a(x)dx.

Bar
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De fato,

Acima, usamos que supp(n) C Bs,, que ¢(x) € (0,1) e que u(“af;{d <1.

As afirmacoes 1, 2 e 3 implicam que

/BQT /BQT { < 13)} min{p(y)*, ¢(z)*} K (z — y) dz dy

< 05/ / |o(z Y)IPK(x —y) dv dy + C’6rN/ K(z)dz + C7/ a(x)d.
BQT B21 RN\B% (0) BQT

para constantes C5, Cg, que dependem somente de N e s. Como ¢ =1 em B,,

L2} -

d+ u(y)
< Cs / / |p(z) V)| K (x — y) dov dy + CrN/ K(z)dz + / a(z)dx
B2, J Ba,. RN\B% (O) Ba,
Para finalizar a demonstracao, basta mostrar que

/ / Y)PK(x —y)dody < C’7TN2S/ 122K (2)dz
B2r BQT B4T(0>

A condicao sobre a derivada de ¢ implica que

/ / YIPK(z —y)dody < Kr™ / / lz — y|?K(z — y) dv dy
Bgr BQT B27‘ B2r
<K7“_2/ / |z — y|’K(z — y) dv dy
Bz J Bar(y)

= Kr? / K(z)dzdy
Bay J Byyr(o)

= K1 2| By, |2]2PK (2) dz

Byr(o)

= CorV 2 / |2]* K (2) dz
Byr(0)

onde C7 é uma constante positiva. Substituindo a estimativa acima em (2.5), obtemos

o Lema 2.1.3. m

A seguir, provaremos o principio de méximo, citado no inicio da secao.
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Teorema 2.1.4 Sejam u € X (RY) e a >0 com a € LL (RY). Suponha que

/R ) / () = u(y)(w(x) — () K (@ — y) dvdy + / al@u()u()dr > 0,

para toda v € Xg(RY) com v >0 q.t.p. em RY. Entdo, u >0 q.t.p. em RY ou u =0
q.t.p. em RY,

Demonstragao. Pelo Lema 2.1.1, u > 0. Sejam 2y € RY e r > 0. Defina
Z = {x € B.(xg);u(x) =0}.

Suponha que |Z| > 0. Defina F; : B,(zo) — R como

ot (14 ).

para todo § > 0. Temos Fs(y) = 0 para todo y € Z. Consequentemente, se = € B,.(x)

ey € Z, temos
| F5(x) — Fs(y)|
K(x —y)

Por (K3) (veja definigao 1.1.1), existe C'x > 0 tal que

|[Fs(x)|* =

K(z —y).

— < COglz —y|N T2 < Cx(2r)V 2,
o < Cale ) )

Integrando em y € Z obtemos

Fs(x -
21 = [ BOEgyyay < o> [ |F)-Fil)PE G-y
z
Agora, integrando em = € B, (x¢) e usando o Lema 2.1.3, obtemos

Cx
/ Fa(a)Pde < S (2r)V2 / / Fy(x) — Fs(y) 2K (z — ) dy do
Br(x0) |Z| By (o)
pyN+2s / / IFs(x) — Fy(y)|K (x — y) dy da
|Z‘ rIO 7‘1‘0

5+ u(a:)) 2
)N 2s K(x —y)dxdy
’Z‘ /r(:ro /1« (z0) ( u(y)
Ck N+2s N
< —(2r) Chr K(z)dz
|2 R\ By (0)

JrO2TJV—2/ |2]2K (2) dz+C'3/ a(x)dx) .
By, (0) B,

37



Note que o nimero que aparece do lado direito da tultima desigualdade nao depende
de 0. Em resumo, provamos que

/ log (1 + @>
BT(mO) 5

para alguma constante C' > 0 que nao depende de 6. Se u(z) # 0 entao Fs(z) — oo

2
der < (C

quando § — 0. Pelo lema de Fatou, se |B,(z9) N Z¢| > 0 entao
+o0o < lim inf/ |F5(z)]2dx < C,
=0 J B, (z0)nz*
o que ¢ uma contradi¢do. Neste caso, Z = B,.(zo) e u =0 q.t.p. em B, (x¢). Defina

A={B,(z);r>0,r € RN u >0 q.t.p. em B.(v)},

B={B,(z);r>0,2 € R u=0 qt.p. em B,(z)},

Note que S e W sdo subconjuntos abertos de RY. Considere z € RY e r > 0. Temos
duas possibilidades, ou v # 0 em B,.(z) ou u = 0 em B,(x). Pelo que foi mostrado,
se u # 0 em algum subconjunto de medida ndo nula de B,(z), entdo u > 0 ¢.t.p.
em B,.(zr). Portanto, neste caso, x € S. Se u = 0 ¢.t.p. em B.(z), entdao =z € W.
Consequentemente

RYN=SUWw.

Por conexidade, deveremos ter S = ) ou W = . Se RY = S entdo u > 0 q.t.p. em

RY. Se RY =W entdo u = 0 q.t.p. em RV, n

2.2 Sistemas do Tipo Schrédinger-Poisson com Po-

tencial Periédico e Operadores Integro-Diferenciais

Nesta secao, como uma aplicagao do principio de maximo provado na secao an-
terior, mostraremos a existéncia de solugao positiva para um sistema de Schodinger-
Poisson com potencial peridédico e operador integro-diferencial. Vamos considerar o

problema

Lt Vet gu=fu), em R 2.0
_ﬁKt¢:u27 em R3, |
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onde K* e K" sdo, respectivamente nicleos de ordem s e ordem ¢, s € (2,1) et € (0,1).

Vamos supor as seguintes hipoteses sobre f € C(R,R) e V € C(R3 R).
(A1) V(z) > a > 0, para todo = € R? e para alguma constante o > 0;
(A2) V(x) =V (z +vy), para todo z € R3, y € Z3;
(A3) f(u)u >0, u > 0;
(A4) lim, o f(u)/u = 0;
(A5) Existem p € (4,2%) e C > 0, tais que

()] < C(lul + ulP™),

6

para todo v € R, onde 27 = 3—5-;

(A6) lim, 4o F(u)/u* = +00, onde F(u) = / f(z)dz;
0
(A7) A funcio u — f(u)/u? é crescente em |u| # 0.

Observacgao 2.2.1 A condicao s > % ¢ pedida para que 4 < 2% em (As).

No que segue, denotaremos por g(u) := f(ut) e G(t) = /tg(s)ds.

Destacamos que este problema nao tinha sido estgdado até entao no caso do
laplaciano fracionario. Alves, Souto e Soares em |7|, estudaram um problema anélogo,
considerando o operador laplaciano em vez do laplaciano fracionario. Motivados por [7],
como uma aplicacao do principio de maximo mostrado na secao anterior, provaremos
que é possivel obter solucao positiva para o problema 2.6. Destacamos também, que
estamos exigindo apenas a continuidade de f, porque nosso principio de maximo, nao
pede regularidade para a solucao.

Observagao 2.2.2 A condigdo (A7) implica que a funcdo H(u) = uf(u) — 4F(u) é

nao negativa e crescente.
2.2.1 Sistemas do Tipo Schrodinger-Poisson com Operadores
Integro-Diferenciais

Sejam s, t € (0,1). Nesta se¢ao, assumindo algumas hipéteses sobre s e t, veremos

que podemos definir um operador ¢ : Xgs(R?) — X (R?), tal que para cada u €
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Xrs(R?), a fungio ¢(u) é a tnica solugao de
—Lged(u) = u* em R®.

Provaremos algumas propriedades importantes deste operador.

Lema 2.2.3 Sejam t,s € (0,1) com 4s + 2t > 3. Entdo para todo u € Xis(R3) ewiste

um unico ¢, € X (R3) tal que, ¢, € a tnica solugao fraca do problema

—Lgrdy, =u® em R,

Demonstragao. Como 4s + 2t > 3, entao 2 < ;3 t < 2%, Dai conseguimos C' > 0 tal
27 -1

2-2f ToF
/Rgu vdx (/ |u| %~ 1dx> ; < Ol e

para toda v € X (R?) (veja 1.2.6). Pelo Teorema de Representacao de Riesz, existe

que

< [[oll2

um tnico ¢, € Xx:(R?) tal que

[ [ 0uo) = ot wta) = wlu) Ko = g)ody = [ oyl

para toda w € H'(RN), ou seja, existe um tunico ¢, € H'(R3) que é solucio fraca de

_ﬁj(t¢u = u2 em Rg.

Veremos a seguir que a fungao ¢ é continua.

Corolario 2.2.4 Com as hipdteses do teorema acima, existe uma constante C' > 0 tal

que
16ull,., @2y < Cllull3e. ) (2.7)
para todo u € Xgs(R3). Equivalentemente,
[ (6u@) = )K" = g)dady < CHlally, o ek

Demonstragao. Pelo Lema 2.2.3

2 _ 2
||¢UHXKt(R3) — /R u ¢udl’

u||zz*
2F-1

< CQ||¢U||)€Kt(R3)||uH?YKs(R3)'

2*

para algumas constantes C;,Cy > 0. Acima, usamos as imersoes de Xg¢(R3) em
227

L% (R3) e Xks(R3) em L% '(R3). Note que se u # 0 entdo ¢, # 0. Dividindo ambos

os lados da desigualdade acima por ||¢u|[y_, gs) Obtemos (2.7). u

40



Corolario 2.2.5 Para todo u € Xys(R3), temos ¢, > 0 q.t.p. em R3.

Demonstragao. Seja u € H*(R?). Pelo Lema 2.2.3, ¢, é solu¢ao fraca de
— L, = u® em R,

Logo,

/RS /RS(%(@“) = Gu(W))(¢ (2) — 6, (y) K (2 — y)dady = /3 woyde > 0. (2.9)
Mas,

R

* Se du(r), ¢u(y) 2 0 entdo (du(z) — du(y)) (¢, () = ¢, (y)) = 0;

e Se du(r) > 0 e ¢u(y) < 0 entdo (u(r) — ¢u(y))(P, (z) — &, (v) = (Pu(r) —
Gu(y))bu(y) < 0;

e Se ¢u(x) < 0e du(y) > 0 entdo (du(r) — du(y)) (@, (2) — b, (1) = —(Pulz) —
bu(y))du(z) < 0;

e Se gu(x) < 0 e du(y) < 0 entdo (dpu(x) — du(y)) (¢, (x) — ¢, (y) = —(¢u(z) —
Pu(y))?* < 0.

Pela inequagao 2.9 temos (¢, (z) — ¢u(y)) (¢ (z) — é,, (y)) = 0 q.t.p. em R3 x R3. Tsto
implica que ¢, & constante em R? e portanto ¢, = 0. Segue que ¢, > 0 q.t.p. em R3.
|

O Lema 2.2.6 mostra que ¢ é homogénea em t > 0.

Lema 2.2.6 Set >0 eu € Xgs(R?), entao ¢ = t2¢y.

Demonstracio. Seja u € Xy (R?). Pelo Lema 2.2.3, para todo v € Xy (RR?) temos
[ [ (#ou@) = Poutu)vta) o) K @~ ey
rs JR

= [ [ (0) = ) 00) — o) Ko~ )y
:t2[; U2(I)U(I)dx

3
— [ (w2 @pia)ds,
RS
ou seja, t2¢, é solucao fraca de —Lx(t?¢,) = (tu)?. Usando a unicidade de solugao,
dada pelo Lema 2.2.3, temos ¢y, = t2¢,,. n
No préximo lema, veremos como se comporta a aplicacao ¢ em funcoes que se

diferenciam por uma translacao.
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Lema 2.2.7 Sejam p € R? e u € Xgs(R3). Definindo u(z) := u(z+p), temos ¢a(x) =
du(z+p) e
duldr = bgtiidx
R3 R3

Demonstracdo. Seja v € Xy (R3). Fazendo a mudanca de variaveis 2 = = + p e

w = y + p, obtemos

/R 3 / (Bula+p) — Duly + D) (vla) v Kz — y)drdy
(du(z +p) = duly + p))(v(z) — v(Y)) K'((x + p) — (y + p))drdy
f (64(2) — Gulw))v(z — p) vl — p)) K*(z — w)dzdu

u? —p)dz

Esta igualdade e a unicidade de solugao dada pelo Lema 2.2.3 implicam que ¢3(x) =

ou(x + p). Fazendo a mudanca z = = + p obtemos

pa(z)i?(v)de = [ ¢u(x+p)u’(z+p)de

- /23 Gu(2)u?(2)dz.

Terminaremos esta secao mostrando que a aplicacao ¢ é fracamente continua.

Lema 2.2.8 Se {u,},y converge fracamente para u em Xg«(R?) entao {¢y, }, cn con-
verge fracamente para ¢, em Xyt (R3).

Demonstragao. Seja ¢ € C5°(RY). Entdo
[ ooy <igl ' [y
R3 B

onde supp(¢) C B ¢ B ¢ uma bola. O espago Xx-(R?) esta imerso compactamente em

L?*(B). Logo, o lado direito da tltima desigualdade converge para 0 quando n — oo.
Pela hipotese de que a sequéncia {u,},.y converge fracamente para u em X (R3)
e pelo Corolario 2.2.4, concluimos que a sequéncia {¢y, }, oy ¢ limitada em X (IR).

Portanto, a menos de subsequéncia, podemos supor que {¢,, },.y converge fraco para
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w € Xg(R?). Logo

/Rd /Rd (1) (d(x) — d(y)) K (x — y)dzdy
hm (Gun (%) = b, (1)) (8(x) — S(1)) K* (2 — y)dady

n—00
= hm/Kf
n—oo R3 JR3

R3 ]R3
para toda ¢ € C5°(R?). Por densidade, esta igualdade vale para todo ¢ € X (R3).
Segue que w = ¢,.
Este mesmo argumento mostra que toda subsequéncia de {¢,, } possui uma sub-
sequéncia que converge fraco para ¢, em X (R3). Tsto implica que a sequéncia {¢,, }

converge fracamente para ¢, em Xy (RR3). |

2.2.2 Existéncia de Solucao Positiva para o Problema 2.6

Inicialmente, estamos interessados em mostrar a existéncia de solucao positiva

para (2.6). Por isso, vamos considerar o funcional de Euler-Lagrange I : X (R3) — R

1
// u(y))? K5 (z y)dxdy—l——/ V(z)udz
R3 JR3 2 R3

qﬁuuZdac—/ G(u)dz,
R?}

dado por

4R3

cuja derivada é dada por
©) = [ ] (0) = uw)lo() - ) Ko ~ y) dody
r3 JR3
/ V(z)uvdr + ¢uuvdx—/ g(u)vdz,
R3 R3

R3

onde G(s) = / g(t)dt e g(u) = f(ut). Pontos criticos de I sao solugoes fracas de
0
(2.6).

Lema 2.2.9 A funcao

u s Jul| = (/ / Y) K5 (x —y) dacdy—%/R3 V(x)qux> v

define uma norma Xis(R3) que é equivalente a norma usual de Xgs(R?).
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A demonstracao do lema acima é trivial e por isso nao apresentaremos nesta tese.

O proximo teorema garante a existéncia de solucao fraca para o Problema 2.6.

Teorema 2.2.10 Suponha que 1 > s > 3/4,t € (0,1), e (A1)—(AT) estao satisfeitas.

Entao (2.6) tem uma solugao nao trivial.

Demonstragao. Por argumentos usuais, o funcional I possui a geometria do passo da
montanha, ou seja, satisfaz as hipoteses do teorema do passo da montanha. Por isso,

existe uma sequéncia de Cerami para I, isto é, existe {u, }nen C Xrs(R?) tal que

I(u,) — ¢,

(1 + [Junl)I (1) — 0.
onde

¢ = 1inf sup I(~(t)),
7€ (0,1

I'= {’7 € O([07 1]7 XKS(RS));’Y(O) = 077(1) = 6}7

e € Xis(R?), e e satisfaz I(e) < 0. O ntmero ¢ é chamado de nivel do passo da

montanha. Pela Observagao 2.2.2
AT (1) — T'(n) = un® + / [ ()t — 4F (u))de > [fun]®
R3

Isto implica que {u,} é limitada em Xys(R?). Entao, existe u € Xgs(R?) tal que
{tn }nen converge fracamente para u em Xgs(R?). O Lema 2.2.8 e as hipoteses (A4)
e (A5) implicam que u é um ponto critico de I. De fato, tomando ¢ € Cg°(RY), da

convergéncia fraca de {u,}nen para u temos

[ )~ ) 00) w0 Ko~ ey

converge para

/Rg /RS(“(I) —u(y)) (W (x) — ¢(y)) K*(x — y)dady,

/R3 V(z)u, ()Y (z)dr — V(2)u(z)(z)de.

R3
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quando n — oco. Seja B uma bola tal que supp(y)) C B. Definindo
Tu) = [ alo)ole)i(e)ds,
B

temos que 7' é uma forma bilinear continua definida em L%(B) x L2 (R3). Pelo Co-
rolario 1.2.8 a sequéncia {u, | },cy converge para u |g em L;*L—fl (B). Pelo Lema 2.2.8 e
a imersao continua de Xx:(R?) em L% (R?), a sequéncia {¢,, }, oy converge fracamente
para ¢, em L% (R3). Estas duas tltimas convergéncias, junto com a continuidade de
T implicam que

T(un B, du,) = T(ulp , du),
ou seja,

g Ou, (T) Uy () (x)dr — . Ou(x)u(z))(z)de.

As hipoteses (Ay), (As), o teorema da convergéncia dominada e as imersdes compactas

de Xgs(R?) em LY(B) para ¢ € [1,2}) implicam que

/RS g(up)pde — g(u)de.

R3
Assim, por um lado temos

I'(un) () = 0,

pois {un}, .y € uma sequéncia de Cerami, e por outro lado
0 = [ () = ) () = o) K  y)dady
RS JR3

/R3 V(z “n¢d$+/ Cbununl/)dx—/ng(un)@/zdx,

converge para

/R3 /Rg(u(x) —u(y))((x) — Y(y) K (z — y)dzdy
+ /R3 V(x)updr + 5 Puupdr — /]RS g(u)pdz.
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Concluimos que

0= [ [ (wle) = o) (0l) ~ v ~ yhdody
+ /RS V(z)updx + g Puutpdr — /RS g(u)pdx.

Por densidade, temos

0= [ [ @) = u)lota) — o) K e = sy

+/ V(z)uwvdz + ¢uuvdx—/ g(u)vdz.
R3 R3

R{i

para toda v € Xgs(R?). Em resumo, provamos que
I'(u) = 0.

Se u # 0 em Xgs(R3) entdao u € uma solugao fraca nao trivial de (2.6), portanto o
teorema segue. Suponha que u = 0. Afirmamos que existe r € (2,2%), tal que {u,}
nao converge para 0 em L"(R?). De fato, caso contrério, pelas hipoteses (A4) e (A5) e

a limitagao de {u,} em L?(R3), temos
/ g(up)updr — 0, quando n — oo.
R3
Pelo Corolario 2.2.5

wn || < JJun|)® + /R3 P, uzdr = /RS g(up ) updr + I'(up)u,.

Como o lado direito da inequagao acima converge para 0 segue que u,, — 0 em Xy (R?).
Consequentemente,

c¢=1limI(u,)=0.

Mas, esta igualdade nao pode ocorrer, ja que ¢ > 0. Logo, podemos assumir que

existem R > 0 e ¢ > 0 tais que, passando a uma subsequéncia se necessério,

/ uida: > 0,
Br(yn)
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para alguma sequéncia {y, } C Z* (Veja Lema 1.3.4). Para cada n € N, defina

Wy () == up(x + yn).

Note que w,, € Xxs(R?). Mais ainda, por mudanca de varidveis, temos

B /Rs /R3 un T+ y" (y + yn))QKS((x + yn) - (y + yn)) dx dy
Z/RSW Yl + 3

qﬁw" de — G(un(z + yn))dx

R3

/ / Un(2) — up(w)) Ks(z—w)dzdw—i-l/ V(2)u,(2)*dz
r3 JR3 2 Jrs
1 [ buide = [ Gl

4 R3

Analogamente, para cada ¢ € Xg(R3),

P = [ [ (o) = walo)(6te) ~ 6K (0~ pydedy + [ Vieunoda
/ B bz — / glwn)éda
/R 3 / (@ gn) = nly + 1)) (6(2) — SW)E (@ + ) = (y + p2)) do dy
/R& V(2 + yn)un(z + yn)o(z)dz + 9 Gu, (T 4 Y )tin (2 + yp ) pdx
= [ sttt + syt
= [ ] n2) = w66z ) = o~ 3 (2 —
/]R V(2)un(2)d(z = ya)dz + . B, (2)n(2) (2 — yp)dz

onde ¢(x) = ¢(x —y,). Isto implica que {w, },en é uma sequéncia de Cerami para I no
nivel c. Analogamente, mostramos que {w, }nen € limitada em Xgs(R?), {w, }nen con-

verge fracamente para wy em X (R3) e que I'(wg) = 0. Passando a uma subsequéncia
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2
loc

se necessario, podemos assumir que {w, } converge em L2 (R?) para wy. Entdo

/ wjdr = lim w?dx
Br(0)

70 J BR(0)

n—o0

= lim / Up (2 + yp ) dx
Br(0)
= lim u, (2)%dz > 6.
Assim, wy é uma solu¢ao nao trivial para (2.6). Logo, se u = 0, provamos que existe
um ponto critico para I, que é nao trivial. Portanto, em qualquer caso, I possui um
ponto critico nao trivial. [
Usando nosso principio de maximo, mostraremos que existe solucao positiva para

o sistema (2.6), no nosso proximo corolario.

Corolario 2.2.11 A solucdo u encontrada no Teorema 2.2.10 é positiva q.t.p. em R3.

Demonstragao. Para todo v € Xxs(R?), com v > 0 q.t.p., temos

V(a:)uvdx-l—/ Puuv dx

]R3

| wle) = u)ele) = o) K@ = ) dady+ |
- /Rgg(u)vdx > 0.

Se definirmos a(x) = V(x) + ¢,(x), obteremos que a € Li (R?), porque L% (R3) C
Ll

loc

(R3) e V é continuo. Por (Al) e o Lema 2.2.5 temos a(x) > 0 em R3. Consequen-
temente
[, [ (o) = u)o(o) ~ oo K@~ pydody + [ alz)uvds =0
R3 JR3 R3
para todo v € H*(R3) com v > 0. Como u # 0, o Teorema 2.1.4 implica que u > 0

q.t.p. em R3. [

2.3 Solucoes de Emergia Minima para o Problema
(2.6)

Para tornar nosso trabalho mais completo para o leitor, também provamos a
existéncia de solugao de energia minima (ground state solution) para o problema (2.6),
ou seja, mostraremos que existe uma solugio u tal que para qualquer outra solugao v,

teremos I(u) < I(v). Aqui, seguiremos as mesmas ideias de Alves, Souto e Soares em
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[7]. Para conseguir solugao de energia minima para nosso problema, vamos considerar

o seguinte funcional de Fuler-Lagrange associado ao problema 2.6.

1
/ / )2KE(x y)d:vdy+§/ V(z)u 2dx+4 pyu’d
R3 JR3 R3

[ P

Observacgao 2.3.1 Define-se o conjunto de Nehari associado a I como sendo
N = {u € H*R*\ {0}; I'(u)u = 0}.
Se f satisfaz (A3)—(AT), entdo
o = I 10
coincide com o nivel do passo da montanha associado a I (veja Apéndice A).
Teorema 2.3.2 Se (A1)—(A7) sdo satisfeitas, entio (2.6) possui uma solugao de ener-

gia minima.

Demonstragao. Definindo o funcional de Euler Lagrange I : Xxs(R3) — R por

1
/ / ))PKS(x y)dffdy+§/ V(z)u 2d:p-|—4 Py’
R3 JR3 R3

- [ Pz,

e seguindo as mesmas ideias do Teorema 2.2.10, provamos que existe uma sequéncia
de Cerami {w, } no nivel do passo da montanha associado a I convergindo fraco para

uma solugao nao nula u do sistema (2.6). Pela Observagao 2.2.2 e o Lema de fatou

4e = liminf (41 (wy,) — I'(wy,)wy,)

n—oo

= lim inf(||w, ||? +/ H(wy,)dx)
> lim inf ||w,||* + liminf/ H(wy,)dx
n—oo n—oo R3

> |lul® + [ H(u)dz

R?)

=41 (u) — I'(u)u
=41 (u).
onde H(u) = uf(u) — 4F(u). Por definigdo, u € N, entao I(u) > inf,en I(v). Pela

Observagao 2.3.1,
I(u) = Uiéljff[(v).

Portanto, mostramos que u é uma solucao de energia minima para o problema. ]
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2.4 Solucoes de Energia Minima para o Caso em que

0 Potencial é Assintoticamente Peridodico

Nesta secao, estudamos a existéncia de solucao de energia minima para o Pro-

blema (2.6), quando V satisfaz a hipotese (Al) e

(A8) Existe uma funcao V), satisfazendo (A;) e (A,) tal que

lim [V(z) — Vy(2)| = 0

|| —00

(A9) V(z) < Vp(x) e existe um conjunto aberto Q@ C R® com [ > 0 e V(z) < V,(z)

em ().

Assumiremos que V,, é um potencial periédico continuo. Este caso segue as mesmas

ideias de [7].

Teorema 2.4.1 Suponha que (A1), (A3)—(A9) sejam satisfeitas. Entao (2.6) tem uma

solucao de energia minima.

Demonstragao. Em Xk (R?) podemos definir a norma

= ([, [ 6o R~ oy + [ o)

e considerar o funcional,

1 1
I(u) = §||u||]2) +1 /}R3 pyu’ds — /R3 F(u)dx.

Vimos na se¢ao anterior, que existe w, € Xxs(R?) tal que L(wy) = 0 e L(w,) = ¢,

onde ¢, é o nivel do passo da montanha associado a I,. Considere outra norma em

Xper (RY):
HUH—(// V2K (2 y)dxdy+ASV(x)u2dx>l/2.

Entao, defina
1 1
I(u) = —||u||2+—/ gbuuzdx—/ F(u)da.
2 4 R3 R3

O funcional I tem a geometria do passo da montanha. Se ¢ é o nivel do passo da

montanha associado a I entao ¢ < ¢,. De fato, existe um ¢, tal que t,w, € N (veja
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Proposicao A.1) e ele é inico com essa propriedade. Segue que

c < I(t'w,)
< I, (t"w,)

< max I (twy)

Considere {uy, }neny uma sequéncia de Cerami no nivel ¢ associada com /. Analogamente
ao caso periodico, provamos que a sequéncia {u,, } ¢ limitada em Xxs(R?) e consequen-
temente, converge fracamente para algum u € Xps(R?). Além disso, temos I'(u) = 0.
A seguir, provaremos que u # 0. Suponha que u = 0. A respeito da sequéncia {u,},

as seguintes igualdades sao verdadeiras

() lim [ |V(2) - Vy(a)fu2de = 0;

n—oo R3
(i) T [ | = [lunlp| = 0;
n—o00

(iil) lim |7, (up) — I(u,)| = 0;

n—oo

(iv) lim [ (up)up — I'(tn)un| = 0.

n—o0
Provaremos (i). Os limites em (ii), (iii) e (iv) sdo consequéncias imediatas de (i).
Considere € > 0 ¢ A > 0 tal que |ju,||3 < A para todo n € N. Pela hipotese (A8),

existe R > 0 tal que, para todo |z| > R temos

V(@) = V)| < 5

Mas {u,} converge fracamente para u = 0. Entao, u, — 0 em L?*(Bg(0)). Esta

convergéncia implica que existe ng € N tal que
€
[ W@ - Vil < 5,
Br(0) 2
para todo n > ng. Entao, se n > nyg

V() = Vo(@)|undz
R3

- / V(z) - V(o) juldz + / V(2) — V() [u2da
Br(0) (Br(0))c
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Isto completa a demonstracao de (i).

Considere s, > 0 tal que s,u, € N, para todo n € N, onde N, = {u € Xy (R3?)\
{0}; I)(u)u = 0}. Afirmamos que limsup,,_,, s, < 1. De fato, caso contrério, existiria
0 > 0 tal que, passando a uma subsequéncia se necessirio, poderiamos assumir que

s > 146 para todo n € N. Por (iv) terfamos I} (u,)u, — 0, isto &,

||un|\}29 + / Gy, uldr = [ (un)undz + 0,(1)
R3 R3

De s,u, € N, teriamos I (sntn)u, = 0. Equivalentemente
2 .3 25
SnHuan + Sn/ ¢u”undx - f(snun)undx
R3 R3

Consequentemente,

/R3 [f(snun) _ f(un)] wtde = (si? —~ 1) a2 + 0n(1) < 0,(1). (2.10)

(8nln)3 (tn)? n

Se {un }nen converge para 0 em L?(R?) para todo ¢ € (2,2}), entao pelo Corolario 2.2.5

ol < anl?+ [ Guitde = [ flhun + T
R3 R3

consequentemente, {u,} teria limite 0 em Xg:(R?) e isto entraria em contradi¢do com

o fato de ¢ > 0. Portanto, existe uma sequéncia {y,} C Z", R > 0 e 5 > 0 tais que

/ uidx > 6> 0.
BR(yn)

Tomando v, (z) = un(z + yn), temos [|v,|| = |Ju.|| e assim podemos assumir que

{Vn }nen converge fracamente para algum v € H*(R?). Note que

/ vide > 6>0.
Br(0)

A inequacdo (2.10), observacao 2.2.2 e o lema de Fatou implicam que

400 J0] .

0</Rz[<<1+6>v>3 @)3] ¢
TR )]

R R TAE W] vads

S hmlnf/ _f(snvn) o f(vn):| ’U4d(L’
RS

n—o0 L (8,03 (v )3 ] "

— liminf/ [ (5ntn) — f(un)} utdr
RS

n—oe L (8nn)3 (un)3 "

< liminfo,(1) =0,

n—oo
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o que é uma contradi¢dao. Portanto limsup,,_,. s, < 1. Afirmamos que para n sufici-
entemente grande, s, > 1. De fato, suponha que esta afirmacao seja falsa. Neste caso,
passando a uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que s, < 1 para todo
n € N. Note que por (fs5), a funcdo H(u) := uf(u) — 4F (u) é crescente em |u| # 0.
Entao,

de, = 4ui€n]\f[p L,(u)

< AT (s

= AL (5y11n) — I (t1n) (St

= sl + [ (P (sr) = 4P (500 do
<luall+ [ (FCun)an) = 4F (1)) da

< Al (uy) — I'(up)uy, + /RS V(2) — V,(2)|uldz.

Isto implica que ¢, < c. Mas, esta dltima inequagao é falsa, porque provamos anterior-
mente que ¢ < ¢,. Logo, temos que s,, > 1 para n suficientemente grande. Em resumo,
provamos que

1 <liminfs, <limsups, <1,

n—oo n—oo
e portanto

lim s, = 1. (2.11)

n—oo

O teorema fundamental do calculo implica que

/ F(spuy,)dx —/ F(uy)dx = / { f(Tun)undx} dr. (2.12)
R3 R3 1 R3
Também, por (A5), obtemos C' > 0 tal que

flrun)unds < C(sullunl® + s~ |luallP), (2.13)
R3
para todo 7 € (1,s,). Como a sequéncia {u,} ¢ limitada em Xg.(R?), entao, temos
por (2.11), (2.12) e (2.13),
/ F(spuy,)dx —/ F(uy)dx = 0,(1).
R3

R3
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Logo

Ip(snun) — Ip(un)

21 41
= (S"—Z)HunH2 + %/ Pu, u>dx —/ F(snun)dﬁc—i-/ F(uy,)dx
R3 R3

R?)

= on(1)

%f(R:’*) < Ol|ug||* e {u,} & limitada. Por (iii) (veja pagina 51),

Rfﬁ
cp < L(spun) = Ipy(uy) + 0n(1) = I(un) + 0,(1).

Passando o limite em n — 0o, obtemos ¢, < c. Mas, esta ultima desigualdade é falsa,
porque provamos acima que ¢ < ¢,. Esta contradi¢ao foi gerada, porque supomos que

u = 0. Segue que u é nao trivial. Em particular,
I(u) > inf I(u).
() > inf I(u)
Por outro lado, assim como no caso periddico, temos

<c=1 .
I(u) <c Jg/{/[(u)

Portanto u é uma solugao de energia minima para o problema (2.6). |
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Capitulo 3

Estimativa LOO(RN ) para Solucoes
Fracas de Equacoes que Envolvem o
Operador Integro-Diferencial e uma

Aplicacao.

Neste capitulo, mostraremos uma estimativa L>°(RY) para as solugoes fracas do

problema

—Lxu+b(x)u = f(u), em RY,

com hipodteses apropriadas sobre b e f, e utilizaremos esta estimativa para mostrar a
existéncia de solucoes fracas para uma classe de equacoes de Schrodinger nao locais
com potencial assintético no infinito e com operador integro-diferencial. Este capitulo

¢ o conteudo do trabalho feito por Duarte e Souto em [26].

3.1 Estimativa L>°(R") para uma Equacao de Schro-

dinger nao Local em RY

Nesta secao, provaremos que existe uma constante positiva M > 0 tal que toda

solucao fraca do problema

—Lxu+b(x)u = g(z,u) em RY,



satisfaz

[ oo mvy < M[ulloz,

onde b > 0, |g(z,t)| < h(z)|t| e h € LYRY) com ¢ > £. Alves e Miyagaki, em
|5], usando a extensdo s-harmonica de Caffarelli 13|, mostraram um caso particular
desta estimativa quando —Lx é o operador laplaciano fracionario. Em nosso caso nao
temos ainda uma extensao harmoénica para operadores integro-diferencias, por isso nao
podemos usar esta ferramenta em nossos argumentos.

Seja B > 1. Defina

(&) = ol
o) = ale)"

As funcgoes f e g sao diferenciaveis em todo z € R. Considere z,y € R com x # .
Pelo teorema do valor médio, existem 6;(z,y), 02(x,y) € R, tnicos por f e g serem

crescentes, e tais que

J(@) = fy
f(0(z,y)) = (x)fy() (3.1)
e
g\r)—gly
G O,y = 2=, (3.2)
Isto é,
2(8-1) _ ’ |2(B—1)
23 —1)18 2(6-1) _ z|x| yly
(26— 1)10) (2, )] P
e
p xlx (ﬂ_l) — (6_1)
e
Implicando que,
1 I|x|2(571) — y|y|2(/871) 2(51*1)
0 = .
e = (g5 T (3.3
€ 1
9 = (= ) 3.4
I (3.4)

Observagao 3.1.1 No que seque, vamos considerar 01(x,x) = Oy(x,x) = 0 para todo
r e R.

Observacgao 3.1.2 Note que, |01(x,y)| = |01(y,z)| e |02(x,y)| = |02(y, x)| para todos
x,y € R.
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Nos proximos dois lemas, veremos que existe uma relagao entre 6, (x,y) e 05(z, y).
Mostraremos que |01(x,y)| > |02(z,y)|. Esta desigualdade sera usada para provar a

nossa estimativa L>(RY) citada no inicio da segao.

Lema 3.1.3 Com a mesma notacao adotada acima,

|61(, 0)] = [02(, )]

Demonstracdo. Se © = 0 nao ha o que provar. Suponha que x # 0. Por (3.3) e (3.4)

. — 1
1 zfx2B-D\ D 1 2(5-1)
01(z,0)| = =
I i)k

C (LafpFN\FD 1\ T
|92($,0)|—(BT =z |z].

Destas duas identidades, segue facilmente que

temos

161(2, 0)] = [62(, 0)]

Observagao 3.1.4 Seja 5 > 1. Defina as funcgoes reais

m(z) = (A — 1) (2" +277%) = A2 +2177) + 2

p(z) =\ = 1)@ +27%) + A"+ 21F) — 2.

onde A = =2~ Entio, m(z) > 0 e p(z) > 0 para todo = > 0. De fato, definindo a

21
fungao g(t) = %—fi;ﬂl(” temos g(1) = ¢'(1) = 0 e ¢"(t) > 0 para todo t > 1. Isto

implica que m'(t) > 0 para t > 1. De m(1) = 0 e m(t) = m(t™') para todo t > 0,
concluimos que m(t) > 0 para todo t > 0. Para mostrar que p(x) > 0, basta notar que
p(1) =0, p(t) = p(t™") para todo t > 0 e p'(t) > 0 para todo t > 1.

Lema 3.1.5 Com a mesma notagao, se x,y € R entao

161(, y)| = 102(2,y)].

Demonstracao. O caso em que x = 0 ou y = 0 segue facilmente do Lema 3.1.3 e
Observagao 3.1.2. O caso x = y é imediato (veja Observagao 3.1.2). Assim, podemos

supor que = # y, x # 0 e y # 0. Por (3.3) e (3.4), temos que

01(z,y)| > |02(x, )|
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se, e somente se
> = .
(25 -1 T —y ) - (ﬁ =y >

Esta ultima desigualdade ocorre se, e somente se,

L ]z — gy
26 —1 =y

que por sua vez ocorre se, e somente se,

>

_ _ 2
zlz|Pt —yly[P!
T —y

_ 1\ 2
Az — ) (z|z[PPD — y|yPPD) > (z]z]P~F = yly/P)",

]~

isto é,
M2 = wylyPOY =yl PO+ |y ) > [ = 2wyla Ty + [y

As hipoéteses sobre x e y implicam que a tltima inequacao é equivalente a
\ (|x| ) (xwa) . (xmxw?) . (M)ﬂ
[yl || lyl? |z
B
() 55+ ()
] = [y]  \lz]
Provaremos que (3.5) é verdadeira. Suponha que z -y > 0. Entao,
(m) ( W-?) _ (myw—?) . (M)ﬂ _ (@)5 fo T U <|i|>ﬁ
] e lyl? || |l = [yl \lz|
R M )
] || || || [y ||
B -8B B-1 —B+1
EERONRC G
|yl [yl |yl [yl
—m (M) .
]

) (2 (] (2
(Y () ) ()] (e (Y
() ()] () ()

(3.5)

+2
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Pela Observacao 3.1.4, temos que m (%) >0ep (%) > 0. Portanto (3.5) é verdadeira

e consequentemente o Lema 3.1.5 também. [

Nosso principal resultado desta secao, serd demonstrado a seguir.

Proposicao 3.1.6 Sejam h € LY(RY) com ¢ > £, N > 2s ev € E C Xx(RY) uma
solugao fraca de
—Lxv+b(x)v =g(z,v) em RY
u €F

onde E = {u € Xg(RY); [

ay b(@)u?de < 0o}, g € uma fungao continua satisfazendo

l9(, s)| < h(x)ls|

para s > 0 e b é uma funcdo positiva em RYN. FEntdao, existe uma constante M =
M(q, [|h||1s) tal que
[[0]]oe < M[v

2% -

Demonstracao. Para cada n € N, defina

A, ={xe RY: jv(2)|P~ < n}

e
B, :=RN\ A,.
Considere
tlt)PPD se |t)ft < n
fult) :=
nt se [t|P~t>n
e
| se |tPt <
gn(t) =

nt se [t|P71 > n.

1
Note que f, e g, sao funcoes continuas e sao diferenciaveis exceto nos pontos ns-1 e
—n?-1. Além disso, suas derivadas sao limitadas por constantes. Isto implica que f, e

gn sao fun¢oes lipschtzianas. Assim, definindo

Un Z:anU

Wy = gn CO 0,
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temos que vy, w, € E. Por (K3)

ol = // vn() = va(y))(v(z) = v(y)) K (2 — y)drdy
/B /B (Un(2) — v (1)) (0(z) — v(y)) K (z — y)dxdy

+2 [U, Un]Aann

Por (3.1), se z,y € A,, entdo
vn () = on(y) = fo(01(z, ) (v(zx) — v(y))
onde 0 (z,y) = 01(v(x),v(y)). Portanto,

—// (26 — D)oy (1) PFD(v(x) — v(y))2K (x — y)dady

+n / / — —y)dxdy + 2 [v, Un]Aann

Analogamente, por (3.2)

[, 0] = / / 82165 (2, ) 2P0 (0(x) — v(y))2K (2 — y)dady

+n / / _ — )dxdy + 2 [wna wn]AnXBn
B, J B,

onde Oy(z,y) = Os(v(x),v(y)). Pelo Lema 3.1.5

0] < / | / e )P 0l) ~ o) K (o ~ y)dady

+n? /Bn /B,,, (v(z) —v(©)’K(z — y)dady + 2 [wy, wn] 4 5 -

Isto implica que,

(W, Wy +/ b(x)w2dz — [v, v, —/ b(x)vv,dx

RN RN
<E-1 [ [ 0o )P0 - o) Ko - sy
n An
+2 [wnv wn]Aann -2 [Ua Un]Aann'
Pela equacao (3.6)
[v, vp] + / b(x)vondre —2[v,vn],

25_1//|91”|wl ) — 0(y))K (@ — y)dzdy,
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pois, b(z)vv, = b(z)w? > 0. Substituindo (3.10) na inequagio (3.9), obtemos

(W, W] + /R b@wdde — [v,v,] - /R bla)vvnde

< (5 ﬁ__lf ([v, on] + /R ) b(x)m;ndx>

2(8 - 1)”
+2 [wn7 uyn}AnXBn + (_2 - m) [U7vn]An><Bn ?

isto é,
ny, Wn b Zd
[w (w ]+)2/RN (x)w;dx
b—1
< 25 1 +1) ([v,vn] - /RN b(a:)vvnch:)
2(8 —1)?
+2 [wn, wn}Aann +(-2- %) [U>Un]Aann
= 2ﬁﬁi . ([v,vn] + /RN bvvnda:>
2(8 —1)?
+2 [wm wn}Aann + (_2 - %) [U>UH]Aann
<B [ g(@v)vda
RN
2(8 —1)?
+2 [wnv wn}Aann + (_2 - %) [U,Un]Aann :
Em resumo,

(W, Wy] +/RN b(x)wdr < 3 . g(z,v)v,de
2(8—1)

+2 [wy, wn]An,xBn +(=2- 2ﬂ——1) [0, U"]Aann :

Definindo a funcao,

r(s,t) = 2(ns — t|t|* 1) — C(s — t)(n’s — t|t]*P~Y).

onden € Ne
2(8 — 1)?
=2
C + 25— 1
por um calculo simples, obtemos
r(s,t) <0,

para todo |s| > nFT @ It| < nAT (veja apéndice B). Tomando s = v(x) e t

x € B, ey € A, e substituindo em (3.14), obtemos

2(w(z) —w(y))* — C(v(@) — v(y))(va(x) — valy)) < 0.
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Logo,

2(8 — 1)?

2l g, + (22 = g 0 Unla,p, <0

ILXB'n,

Pela inequacao (3.13),

(W, wy] + /RN b(x)widr < B | g(x,v)v,dx. (3.15)

RN

Seja S > 0 a melhor constante que verifica,
[lull35 < Sllullz.

para todo u € H*(RY). Pela inequacao (3.15) e (K>)
(/ |w, Qde) < (/ |w, 25dm>
An RN

< Slfwalf?
<88 | gz, v(z))va(z)dz

RN

<Sp h(z)widx

RN

< SB1hll

Mas, temos |w,| < [v|’ em B, e |w,| = |[v|® em A,. Isto implica em

q—1

x % 205 a
(/ |v|ﬁ2sdx) < 58|/l [/ |v|wdx]
An RN

Pelo teorema da convergéncia monétona (Teorema 4.1 em [39])

v

2:8 < (BS]1h]|¢)27||v]]284, (3.16)

onde ¢q; = q%l. Defina
2*

S

( 2q,

e note que n > 1. Quando § = 7, temos 23¢; = 2%. Entao, por (3.16),

1
21 < (0S][hl]g) > [[v

21 (3.17)

[lv

Agora, tomando 3 = n? em (3.16), obtemos

[v]|azn2 < 72 (S[|R|[g) 2% [|v]]22- (3.18)
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Por (3.17), temos

0]z < 170720 (S]]R]] ) 77 720 | (3.19)
Indutivamente, podemos mostrar que
0] agqm < '35 F A m (5 )| ) i mE et mm |, (3.20)
para todo m € N. Como
2 o~ 2y —1)?
e
~ ™ 2n—1)
podemos escrever, para todo m > 0,
1
V]| ge,ym < 1201 ||) 2D ||v
V] l2zym < 92002 (S, [[]]g)

Recordando que

[V]]o0 = lim [[o]],
p—r00

e que 1 > 1, temos

0]l < MJv][2

para
M = =5 (5, | 1] |) @0
[§]
_ N(g—1)
q(N —2s)

Concluimos a prova da proposi¢ao 3.1.6 notando que M depende somente de g e ||hl],.

3.2 Aplicacao em uma Classe de Equacoes de Schro-

dinger

Nesta segdo, usaremos a estimativa L>®(RY) provada na segdao anterior, para
mostrar a existéncia de solucao para uma classe de equagoes do tipo Schrodinger nao

local com operador integro-diferencial. Mais precisamente, estudaremos o problema
(P) —Lru+V(z)u= f(u) em R"
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onde —Lx é um operador integro-diferencial com nicleo de ordem s € (0,1)

supor que o potencial V' é continuo e satisfaz
o (Vi) inf,cpn V(z) > 0;

Observe que, V sendo continuo implica que

o (13) V(z) <V, para alguma constante V,, > 0 e para todos z € B;(0).

Note que (V7) implica que
e (V3) existem R > 0e A > 0 tais que
V(z) > A
para todos |z| > R.
Assumiremos também que f € C(R,R) é uma funcao satisfazendo,
o (f1) |f(D)] < colt|P™?, para alguma constante ¢ > 0 e p € (2,2%);

o (f2) Existe 6 > 2 tal que
OF(t) <tf(t);

para todos t € R.
e (f3) f(t) >0 paratodot > 0e f(t) =0 para todo ¢t < 0.

O principal resultado desta segao é o Teorema 3.2.11. Em [6], Alves e Souto

. Vamos

estudam

um problema anélogo, considerando o operador laplaciano em vez do operador integro-

diferencial.

No problema (P) consideraremos o espago £ definido como

E = {u c Xx(RY); /RN V(z)uldr < oo} :

O espaco E é um espaco de Hilbert com a norma

= ([, [ o) =t Ka =yt + [ Vionias)

O Funcional de Euler-Lagrange associado ao problema (P) é dado por

1
2

) = 3llell = [ Fude.
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onde
F(t) = /O F(s)ds.

O Funcional I pertence a C'(E,R) e sua derivada ¢ dada por

I'(w)v = [u, v] +/

RN

V(z)uvdr — fw)vdz.
RN
Defina Iy : Xk,(B;1) — R por

Iy(u) == /]RN /]RN (u(z) — u(y))® K(z — y)dzdy + /]RN Vooutdr — /]RN F(u)dz,

onde V,, é a constante dada em (13). O funcional I, possui a geometria do passo da

montanha. Denotaremos por d o nivel do passo da montanha associado a [, isto é

d = inf max Iy(~v(1)),

v€T t€[0,1]

onde

I'= {7 € C([0.1], Xk, (B1));7(0) = 0 e ¥(1) = e}, (3.22)

com e fixado e verificando Iy(e) < 0. Note que d depende somente de V,, 0 e f.
Para mostrar a existéncia de solucao para o problema acima, vamos definir um

problema auxiliar.

3.2.1 Um Problema Auxiliar

Assim como em |6], modificaremos o problema, definindo um problema auxiliar.

Como o operador —L é nao local, ndo podemos usar as mesmas ideias usadas em |[6].

260

Definiremos o problema auxiliar do seguinte modo. Para k = vamos consi-

9—2°
derar
ot = {/EQ se kf(t) <V(x)t
-t se kf(t)>V(x)t,
gy = § 1O HISE (329
flz,t) se |z| > R.
e

—Lxu+V(z)u = g(z,u) em RN (3.24)

ueFl
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A constante R acima, é a constante que aparece em (V3). As funcoes f e g sdo Ca-

ratheodory. Segue da definicio de ¢, G, F e f que para todot € R e 2 € RV,

(1) fla,t) < J(0);

2) g(z,t) < VD¢ se|a| > R;

(3) G(z,t) = F(t) se |z| < R;

(4) G(z,t) < YD se |z > R,
onde

t
G(z,t) = / g(x, s)ds.
0
O funcional de Euler-Lagrange associado ao problema auxiliar é dado por,

1

J(u) = §Hu|\2 - /RN G(z,u)dx.

O funcional J € C'(E,R) e

o= [ [ o) = ul) (o) = o) Kl =~ oy
+ V

(x)uvdx — /RN g(x,u)vde.

RN
Por argumentos usuais, o funcional J tem a geometria do passo da montanha. Pelo

Teorema do passo da montanha existe uma sequéncia {u,} tal que

neN

J (un) = 0e J(u,) = ¢, (3.25)
onde ¢ > 0 é o nivel do passo da montanha associado a .J, isto é

¢ = inf max J(y(t)), (3.26)

~vel' t€]0,1]
['={y€C([0,1], E);7(0) =0 e 7(1) = e}

e e é a fungao fixada em (3.22). Por defini¢ao temos
c <d, (3.27)

uniformemente em R > 0.
A seguir, provaremos que as sequéncias de Palais-Smale associadas ao funcional

J sao limitadas.

Lema 3.2.1 A sequéncia {uy,},.y € limitada.
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Demonstragao. Denotando por

A={z eRY|z| < R}U{z e RY;|z| > R e V(z)u(z) > kf(u(z))}

B={zeR|z| > Re V(z)ux) < kf(u(x))}
temos por (fa2), (3) e (4)

u)—%
6—2
49)
6 — 2)

40

(

-

- B(;gmuu— (,u)>dx

= () Ml gl [ (G- P do
" B(;QCEUU— (’“)>dx
(5
-
.
(%

lull+ gl + [ (Gotan = Ge) do
lull+ gelll+ [ (Goto - Gan ) de

0 — 1 1
> 2 2, [ 2 L 2
= T )] ul| +or HUH / Qg(x w)udx o% BV(x)u dx
1
- 7 )t + / L wpud
sl = 5 [ veonear)
)
Assim
0—2
]+ 1w = (22l (3.29)
para todos u € E. Esta tltima inequacgao garante que a sequéncia é limitada. [

Agora, nosso objetivo é mostrar que o funcional J satisfaz a condicao de Palais-
Smale. Antes disso, provaremos alguns resultados preliminares.
Sejam r > R e
A={z eRV;r <|z| <2r}.

Considere n : RY — R uma funcdo, tal que

2
n=1em BS (0), n=0em B,(0), 0<n<1e |V <-.
r
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Note que
(B, x B,)" = (Bt x RY)U (B, x BY).

Faremos a seguinte decomposicao

B x RY = (Ax RY)U (BS, x B,)U(BS, x A)U (BS, x BS)

B, x B® = (B, x A)U (B, x BS,).
Lema 3.2.2 Temos que
/| / () = 4 (3)) (@)t () — 191 (9)) K (& — y)drdy
/ / n() = 0 (9) (@)1 () — 1910 (9)) K (& — y)drdy

/ / y)dady.

Demonstragao.

[ ] nle) = o) o)) = ) () K )y
f ] ) = ) 00— ) o )y
~ [ [ w@unle) — w ) K ey

- /B /B U (Y) (Un () — un(y)) K (x — y)dzdy
:/ / Un () (n () = un(y)) K ( — y)drdy
/ / un(y) (un () = un(y)) K (x — y)dyda
= [, ) Kty
i /B /B (un(y) + un(2)) (un(z) — un(y)) K (z — y)drdy
- /B /BF (Zn@) — un(y))* K (z — y)dady
+/ / un(2)? = un(y)* K (v — y)dwdy
/ / Un(y y)dwdy.
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Lema 3.2.3 Seja ¢ > 0. Existe rq > 0 tal que, se r > rq entao
/ / U (y)? K (z — y)dody < e,
"' Bgr
para todo n € N,

Demonstragao. Para cada y € B,.(0),
BT(y) C BQ’I‘(O)

Entao

/ K(z —y)dx

By (0)°

< / K(z —y)dx (3.32)
Br(y)°

= / K(z)dz.
Br(0)¢

Pelo Lema 3.2.1, existe L > 0 tal que ||u,||3, < L para todo n € N. Por (K3) (veja

definicao 1.1.1), existe ro > 0 tal que

€
K(2)dz < —,
/;,,_(O)C L

para todo r > ro. Entao, por (3.32), para todon € Ne r > rg

/ / u,(y)° K (z — y)dady
r (0) BQT‘ (O)C

= / U (y)? / K(z — y)dzdy
B,.(0) Bay (0)

< / un(y)? / K(2)dzdy
B (0) B, (0)°

—/ K(z)dz/ u, (y)*dy
B, (0)° B, (0)

<iL=e

Lema 3.2.4 FEuxistem constantes K1 >0 e Ky > 0 tais que

J L bl @) = w(a)lote) = ) K o = y)dadsy

2K 1 1
< TlHunHLQ(A) [una un]E + KZHUTLHLQ(A) [Un, un} 2.
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Demonstracio. Note que,
/RN (@) = n)K(x —y)de = /RN n(z +y) = n(y)|PK(2)d=
-/ ) )P K ()
s [l y) - nwPE ()

£(0)
4
<2 [ LPEE+ 4/ K(2)dz
" JB1(0) B1(0)e
4
< — P +4P,
r
onde
P = 2> K (2)dz
By
e
P,= [ K(z)d=.

By

Seja K1 = 2/ P, e Ky = 2y/P,. Entao, pela desigualdade de Holder

[ [ i) = anu)o) = n) K o = y)dody
< (NJ71

N|=

Pg)

([l = w )P = )de) dy
K

1
< (5 + Ko)[unllz2ca) [un, un]?.

Lema 3.2.5 Para as mesmas constantes K1 >0 e Ky > 0 do Lema 3.2.4

/ / () — tn ()17 (2) — 1) un () K (& — y)ddy

K 1 1
S Tl||un||L2(A)[un7un]2 + K2Hun”L2(A) [un’un]2~

Demonstracdo. De fato,
/ / [un(2) = un(y)l[n(2)un(r) = 0(y)un(y)| K (z — y)dady
/ ,« / [t () [t () = 0 ()| () | K (2 = ) dwdly
~ [ ko) = walin(o) = o)1~
= /A . |t ()| [tn (y) — wn ()| |0(y) — n(2)| K (y — z)dxdy.
Usando (K;) e o Lema 3.2.4, provamos este lema.
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Lema 3.2.6 Temos que,
/ / (1) (1) — () (1(2) — () K (2 — )y
< _Hun||L2(A [unaun]§ + K2HU7LHL2(A) [un7un]§-

Demonstragao.

[ [ )00~ w0 0f) — 1)K o sy
:/ﬁ /A(“n(x)_Un(y))Q(n(x)—U(y))K(x—y)dxdy

[ [ @) ~ ) 00) = ) K~ )y
:/Bc /A(“n(ﬂﬁ)—un(y))Q(n(x) — 1)K (z — y)dady

_ / c /A () (i () — 1 (1)) () — () K ( — y)daedy
<= [ [ 0 )0 ()R )iy
— / C /A U (2) (1n (1) — un(2))(n(y) — n(z)) K (z — y)dady
< [ @l v @lint) ~n G~ iy

// 1 @)l (y) = 02 [n(y) = (@) K (y — )y

< —||unum [t ]2 + Ko [un 1204 [t ) 7.

Na tltima inequacgao, usamos o Lema 3.2.4. [
Provaremos que o funcional J satisfaz a condi¢ao de Palais-Smale. Isto garantira
a existéncia de solu¢do no nivel ¢ para o problema auxiliar (veja equagao (3.26)).

Proposicao 3.2.7 Suponha que f satisfaz (fi) — (f3) e V satisfaz (V1). Entéo o
funcional J satisfaz a condicao de Palais-Smale.

Demonstragao. Pelo Lema 3.2.1 a sequéncia de Palais-Smale {u,}, .y ¢ limitada.

Podemos supor que {u,}, y converge fracamente para algum u € E. Pela Proposicao

ne

1.3.5, nu, € Xk (RY) e |[nu,|| < C||u,||, para alguma constante C' > 0. Como {u,}, oy
¢ limitada, entdo a sequéncia {nuy,}, .y € limitada em E. Logo I'(u,)(nu,) = o,(1), ou

seja,
s + [ Vi@dnds = [ glou)uads + o).
RN RN
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Mas, note que [un777un] = [una nun}BSXRN + [u7l777un]Br><B$7 porque 71 = 0 em B, (Veja

equagao (3.29)). Por (3.29), (3.30) e (3.31) temos,

[Un, Nn] Axry + [Un, Wun]Bgy,xA + [tn, nun}Bgy,ngT
+[tn, Nun]Bs xB, + [Un; M) B, xBs, + [Un, Nin]B,x A
+ / V(x)uindx
RN

:/ 9(x, wp)nuyde + 0,(1)
RN

Pelo Lema 3.2.2,

[Umnun]AxRN + [um 77Un BS, xA +/ V( ) n?]dZL‘
RN

S / ('T Unp, TIUndﬂl? + / / un - y)dflfdy - [unvnun]BrxA + On(1>
R s

Acima, usamos que [un, Nu,]s xBg = [Un, Un]Bg xBs > 0, pois n = 1 em B5.. Se C e

D sao subconjuntos de RY e u € E, entdo
[u, nulexp / / ))(nu(z) — nu(y)) K (z — y)dxdy

_ /C/Dn 2)(u(w) — uy))2K (z — y)drdy

+ [ [ wtut) = ) n(a) = 1) K @ = oy

Logo,
/ / ) (t (2 un(y))QK(x — y)dxdy+
RN

+/C/hx w@%ﬂm@WK@—yMwy+AwV®M%M

g/ g(z, up)nupds + / / un(y —y)dzdy — [tn, N B xa
/4w% (&) — wn(y))(n(x) — 1)) K (& — y)dady
—/%A%yummﬂmmmm—mwmu—ww@+%m.
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Dos Lemas 3.2.4, 3.2.5 e 3.2.6, conseguimos constantes K, Ko > 0 tais que

/R N V(z)uindx
< [ [ n@ ) = ) K@~ )dady
+/%[ﬁux%mwwm@WKw—ymm9+4NV@Mhm

§/ g(x,un)nundw+/ / un(y)zK(x—y)d:L’dy
RN T BET

K 1 1
_lHun||L2(A) [UTH un]2 + KQHUTLHLQ(A) [un7 un]2 + 0n<1)

Por (2), (fs)er >R

1
RN RN

Isto implica que,

(1—1)/ V(x)u2ndz
/ T / wn(9)2K (z — y)dady

_Hun||L2 [un,un}l +K2HUHHL2(A [unvun] + 0,(1).

Pelo Lema 3.2.1, existe C; > 0 tal que ||u,|| < C}, para todo n € N. Segue que, para

alguma constante C' > 0

(1 - 1) /Dm V(z)udde

(3.33)
/ /un K, y)drdy + CC 4 1)l + 0a(1),

Considere € > 0. Pelo Lema 3.2.3, podemos tomar r, suficientemente grande, satisfa-

zendo
k—1 1
/ V(z)uldr < <l ) + C(= + D |unl|z2(a) + 0n(1) (3.34)
|z[>2r 3k r

para todo n € N. Também, podemos assumir que

e(k—1)
ulz20a) < 6C(L+ Dk (3.35)

Pela propriedade (2) de g e (f3)




para todo z, com |z| > 2r > R. Por (3.33),

€ 1 k
n nd S_ C|- 1) —— n||L? nl-
/|w>2rg(x,u)u x 3—|— <7’+ )k_1||u |[22(a) 4 0 (1)

Por (3.34), (3.35) e as imersdes compactas dos espagos Xx (RY), podemos tomar n; € N

tal que, se n > n; entao
5€e
|x|>2r 6

Podemos supor que r > 0 satisfaz

€
g(z,u)udr < —.
/|96|>2r 12

Novamente, usando as imersdes compactas dos espacos Xx (RY) encontramos ny € N

com ng > nq e tal que se n > ng entao

[z]<2r |z|<2r

_ ¢
12°

Logo, para n > ng

<,

/ g(%un)undx—/ g(x,u)ud:c
RN RN
isto é,

lim g(x,un)undx:/ g(x,u)udx.

n—o0 RN RN
De I’ (up)u, = o,(1) concluimos que ||u,|| — ||u|| e portanto {u,} converge para u em
E. [
No proximo corolario, vamos usar que o funcional J satisfaz a condicao de Palais-
Smale para mostrar que o problema auxiliar possui uma solu¢ao no nivel do passo da
montanha c.

Corolario 3.2.8 Suponha (V1), (f1) — (f3). Entao, eziste u € E tal que J(u) = ¢ e
J' (u) = 0. Mais ainda, u >0 q.t.p. em RV,

Demonstracdo. Por (3.25) e Proposigao 3.2.7, existe u € FE tal que J(u) = c e
J'(u) = 0. Seja A = {z e R;|z| > R} N {z € RN;u(z) < 0}. Se z € A, entdo, por
(f3), g(z,u(z)) = Yu(z) e se w € A°, entdo g(x,u) > 0. Segue que

0> [u,u] + / V(a)uu — (% - 1) /wa)uu + /Cg(x,u)udx > 0.
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Entao,
[u,u”] = 0.
Isto implica que v~ = 0. [

Como uma consequéncia das inequagoes (3.27) e (3.28) temos a proposi¢ao:

Proposicao 3.2.9 Se V e f satisfazem (V1), (V) e (f1) — (fs) respectivamente, entdo

a solucao u do problema auxiliar satisfaz
||u||* < 2kd,

uniformemente em R > 0.

3.2.2 Existéncia de Solugao para o Problema (P)

Nesta secao, mostraremos que nas hipoteses listadas no inicio do capitulo, existe
A* tal que se A > A*, o problema P possui uma solucao fraca, mais precisamente
provaremos o Teorema 3.2.11.

Pelo Corolario 3.2.8, existe v € E tal que J(u) = ce J'(u) = 0. Usando a estima-
tiva L>(RY), provada neste capitulo (Proposicao 3.1.6), temos a seguinte estimativa

para a solucao do problema auxiliar.

Lema 3.2.10 A solugao u do problema auziliar (3.24) satisfaz

|ulls < M(2Skd)?.
Demonstracao. Considere as funcoes

ft) se |z|<R ou f(t) <Xy

e V(z)
0 se |t] >R e f(t)> 2t
(§
o) = § U se fal <R ou f(uw) <
X —
(1-HV(z) se |z[>R e flu)> "D,

Note que a funcao u é solucao de

—Lyu+ b(z)u = H(x,u) em RY
uec k.

Por (f1)7
|H (2,1)| < colt”™!
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para p € (2,2%). Isto implica que,
| H (2, u)] < h(z)]ul,
onde h(z) = ColulP~2 . Note que h € L7 com
|[A]]Lamay < C(%Sd)%,

como o numero p satisfaz

2s
<=2+ =2
p S + N s

entao,
27 - N
p—2" 2s

Pela Proposi¢ao 3.1.6 e imersdes continuas dos espagos X (RY)

q:

[lulloo < Ml

2 < MS3|[ul|,

Pela Proposicao 3.2.9,

NI

|ul|so < M (2kSd)?. (3.36)

|

No proximo teorema, veremos que se A for maior ou igual a uma constante, que

nao depende de R, entao a solucao do problema auxiliar ¢ uma solucao do problema
principal.

Teorema 3.2.11 Suponha que V' satisfaz (V1)-(V3) e que f satisfaz (f1)-(fs3). Se A >

A= k:gcoMp*Q(QSd)%, entao o problema (P) tem uma solu¢ao nao negativa e nao

trivial.

Demonstracao. De fato, seja |x| > R. Se u(z) = 0 entdo, por definicdo, f(u(z)) =

g(x,u(z)). Se u(x) > 0, entao, como p > 2, usando o lema anterior, obtemos

f(u(z)) < Co|u|p—2
< colful5*
_ ol
_ Koy Mr2(25d) V(x)
- A k

Defina
A* = kEegMP2(25d) "7
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Se A > A*, entao
fu(@) _ V(z)

Pela definicao de g temos g(z,u(z)) = f(u(z)). Entao, g(x,u(x)) = f(u(zx)) para todo

r € RY. Portanto, u é uma solu¢ao nao negativa para o problema (P). ]
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Capitulo 4

Um Teorema Abstrato do Tipo
Berestycki-Lions e Aplicacoes para

Diversos Operadores

Neste capitulo, provaremos um teorema que nos fornece ponto critico para funci-
onais definidos em espacos de Banach. Além disso, veremos que este ponto critico esté
em um determinado conjunto, o conjunto de Pohozaev. Como uma aplicacao deste
teorema abstrato, mostraremos a existéncia de solucao para uma classe de problemas
do tipo Berestycki-Lions com soma de operadores do tipo s-laplaciano com s € (0, 1),
além de outras importantes aplicacoes para outras classes de operadores. Destacamos

que neste capitulo, tivemos a colaboracao do professor Claudianor Oliveira Alves.

4.1 Preliminares

Seja X um espaco de Banach reflexivo e 1, ...,%,,¢ : X — R funcionais conti-

nuos. Vamos supor que:
e (X;) Existe uma aplicacdo * : [0,00) x X — X e A1,..., Ay, Ay € R tais que

(i) ;(x(t,u)) = t*;(u), para todo i € {1,2,...,n};
(il) P(x(t,u)) = t*d(u);

(iii) 0 <max{A, ..., A} < Ag;



(iv) *(0,u) = 0, para todo u € X;

(v) para cada u € X fixo, a aplicacao t — (t,u) é continua.
No que segue, vamos usar a seguinte notacao

up = *(t, u),

J = Z ¥
i=1

[=J—6¢.

Também vamos supor que X possui uma desigualdade do tipo Polya-Szego, ou

seja, vamos supor que:

e (X,) Existem subconjuntos fracamente fechados X* e X de X e uma funcio

Q : X — X, chamada de simetrizacao, que cumpre as seguintes condigoes:

(1) ¥:i(Q(u)) < 4h;(u), para todo u € X e para todo i € {1,2,...,n};
(i) ¢(Q(u)) > ¢(u), para todo u € X™;

(iii) Se u € X, entdo u, € X, para todo ¢ > 0.
Além do que foi posto acima, vamos supor que:
e (f1) existe u € X tal que ¢(u) > 0;
e (f2) ¢(0) =0;

e (f3) ¥i(u) > 0 para todo u € X. Além disso, ¢;(u) =0, Vi € {1,2,....n} & u=
0;

o (f4) existe r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r, entdo
D Xithu(u) > Ago(u);

e (f5) seja {u,}nen € uma sequéncia satisfazendo ¢(u,) > 0. Se J(u,) — 0, entdo
||wn|] — 0.

Se {J(up) bnen € limitada, entdao {u, }nen é limitada.
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o (fs) se {un},cy ¢ uma sequéncia em X que converge fracamente para u € X,

entao

lim sup ¢(u,) < ¢(u);

n—oo

e (f7) se {uy} oy converge fracamente para u em X, entdo

Yi(u) < liminf ¢;(u,).

pP—00

para todo i € {1,2,....,n}.

Definicao 4.1.1 Fizados 11, ...,1, e ¢ definimos o conjunto de Pohozaev P da se-

gquinte maneira.

P={ue X\ {0} A\t (w) + .. + Mthn () = Ap(w)} . (4.1)

Definimos também o operador associado ao conjunto de Pohozaev como

K(u) = Mthi(u) + o+ Athn(u) = Apd(u) (4.2)

Note que K~1(0) =P U {0}.

Também definimos

Pt=PnNnXT.
No que segue, vamos supor que
P inf = inf I(u).

Proposicao 4.1.2 Seja u € X satisfazendo ¢(u) > 0, entdo existe um tnico t* > 0
tal que up € P. Além disso,

I(up) = max I(uy).

Demonstragao. Seja u € X tal que ¢(u) > 0. Por (f2) temos u # 0. Para cada t > 0,
seja
h(t) :== I(uy).

Por (i) e (ii) de (X3),
h(t) =ty (u) 4 ... + ", (u) — Yo (u).

Por (iii) de (X;) e (f3), para t suficientemente pequeno, h(t) > 0. Além disso, como
¢(u) > 0 temos,

lim h(t) = —oo.

t—o00
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Isto prova que a funcao h possui um maximo em t > 0. Seja t* > 0 satisfazendo
h(t*) = I(up) = I?%X](ut).
De R/(t*) = 0, concluimos que u; € P.
Para mostrar que t* é inico, note que u; € P se, e somente se,
MM (w) + o At (1) = At (u).

Supondo, sem perda de generalidade, que A\; = max {\;}_, temos que u; € P se, e

somente se,

My (u) = — Z At G Ay () - Agt P2 g w). (4.3)
=2

Mas, por (iii) de (X1), (f3) e ¢(u) > 0, a fungio m(t) = — > 1, At (u) +
AstPe=2)(u) possui derivada positiva em (0, +0c) e, portanto, deve existir somente

um ¢ > 0 que satisfaz a equagao (4.3). m
Corolario 4.1.3 O conjunto de Pohozaev, P, € nao vazio.
Demonstracao. Basta combinar (f;) com a proposi¢ao anterior. [ ]
Proposicao 4.1.4 Ezxiste uma constante r > 0 tal que

Jull =,

para todo u € P.
Demonstracao. Para todo u € P
K(u) = > Atl) — Ag(u) = 0
i=1
Por outro lado, note que, por (fy) existe r > 0 tal que, se ||u|| <7 e u # 0, entdo

K(u) =20 Nitbi(u) — Agp(u) > 0.

Portanto, se u € P, entao

[lul| = 7.
|

Teorema 4.1.5 O funcional I € limitado inferiormente em P e, além disso, eriste
ug € P tal que
1 = inf I(u).
(uo) = nf I(u)

81



Demonstracgao. Se u € P, entdo por (f3) e (iii) de (X;) temos

n n

) = Ju) = 6lu) = 3 vi(w) = 3 Fousu) = 3 (1 _ j—¢) i) >0 (44)
Seja
I, = inf I(u) = inf I(u)

ueP ueP+

e {u,}, oy uma sequéncia minimizante em P+, ou seja, {un}, oy C P e
I(uy) = 1.
Seja {Q(un)}, oy C X satisfazendo (veja (X))

J(Q(un)) < J(un)

Qb(Q(un)) > ¢(un)

Como cada u,, € P, entao

P(Q(un)) = d(un) >0

Pela Proposicao 4.1.2, existe t; > 0 tal que (Q(uy))w € P. Observe que

o < T((Q(un))s;) <1 ((un)e) < maxT ((un)e) = 1I(un),

t>0

onde na tdltima igualdade usamos a unicidade no sentido da Proposicao 4.1.2 e o fato

de u,, € P. Portanto,
I((Qun))ey) = Lo

e por (it) de (X2), (Q(un))e: € X. Em resumo, provamos que sem perda de generali-
dade, podemos considerar que a sequéncia minimizante {u,}, . estd em X NP. Pela
equacao (4.4), {J(un)},cn € limitada. Por (f;), a sequéncia {u,} é limitada em X.
Como X é fracamente fechado, podemos supor que {un},en converge fracamente para

algum u € X, a menos de subsequéncia. De u, € P, para cada n € N temos

o(un) > 0.

Logo, por (fs)
o(u) > 0.
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Suponha, por absurdo que ¢(u) = 0. Entdo, temos

o(u,) — 0.
Mas, cada u,, pertence a P. Logo,

J(u,) — 0.
Por (f5), temos

[|unl] =0,

contradizendo a Proposicao 4.1.4. Portanto

¢d(u) > 0.

Isto implica que u # 0. Pela Proposicao 4.1.2, existe t* > 0 tal que
up € P.

Por (i) e (ii) de (X;), para todo p € N,

I(up) = maxpso I ((up):)
> I ((up)e)
= > im1 Yil(up)r) — o((up)i-)
= 2 () i(up) — () (u,)

Esta desigualdade, (fs) e (f7) implicam que

Lo > Timinfp oo (327, ()M 4hi(up) — () 0(w,))
> Y ()N abi(u) = ()¢ (u)
= ().

E, como u; € P, entao

Proposicao 4.1.6 Temos que,
inf I(u) > 0.
uepP
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Demonstragao. Pela equagao (4.4) temos inf,ep I(u) > 0. Se inf,ep I(u) = 0, entao,
novamente pela equagao (4.4), poderiamos selecionar uma sequéncia {u, }n,en em P tal
que J(u,) — 0. Mas, pela hipotese (f5) isto implicaria que ||u,|| — 0. Esta tltima

convergéncia contradiz a Proposicao 4.1.4. Portanto,

11L1€l7f) I(u) > 0.
u
4.2 Prova do Teorema Principal
Lema 4.2.1 Sejam u € P et > 0. Defina y(t) := u;. Entdo
lim I(y(t)) = —ooc.
t—o00
Demonstracao. De fato,
I(4(t) = YtV u(u) — tMo(u). (4.5)
i=1
Como u € P, segue que,
¢(u) > 0.
Esta ultima desigualdade e a hipotese (iii) de (X;) demonstram o lema. |

Lema 4.2.2 Seja v: R — X uma funcao continua, satisfazendo

o lim I(y(t)) = —oc.

t—+o00

Entao, existe to > 0 tal que y(to) € P.

Demonstragao. Suponha que (t) # 0 para todo ¢t > 0. Seja
K(u) = 32 i) = Agdw).
i=1
Por (fy), existe r > 0 tal que se 0 < ||ul|| < r entao
K(u) > 0.
Como 7(0) =0, v e K sao continuas, entdo para ¢ suficientemente pequeno, temos

K((t)) > 0.
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Note que, por (ii7) de (X1) e (f3)

K() = Al () + Y0 = A)¥i(u) < Aol (1),

Assim, por hipotese e pela ultima desigualdade, temos, para t suficientemente grande,

que K(y(t)) < 0. Pelo teorema do valor intermediario, existe ¢ > 0 tal que

K(y(t) =0.

Portanto, v(t) € P. Para o caso geral, considere v satisfazendo as hipoteses do lema.
Por hipdtese, existe to > 0 tal que I(y(t)) < 0 para todo t > to. Como I(0) = 0
(hipoteses (f2) e (fs3)), entdo y(t) # 0 para todo ¢t > ty. Defina

t =sup {t € [0, +00);y(t) = 0}.

Por continuidade, v(t) = 0. Defina,

e note que £(0) = 0, tlim I(B(t)) = —o0 e B(t) # 0, para todo t > 0. Pela primeira
—00

parte do que provamos, existe t, > 0 tal que

B(ty) € P.

Portanto (to + t) € P. u

A seguir, usaremos o lema de deformacdo que se encontra em [32| para mostrar o
teorema principal desta secao. Este lema de deformacao é uma versao para operadores
localmente lipschitz do lema de deformagio usual (veja Lema 1.14 de [53]). Uma
funcao v € X é um ponto critico de um funcional localmente lipschitz I : X — R,
se 0 € 0I(u), onde OI(u) denota o gradiente generalizado de I. Recordamos que o

gradiente generalizado de I em u é o conjunto
OI(u) = {u e X* : I°(u,v) > {u,v), Yo € X}

onde I°(u,v) denota a derivada direcional de I em u na dire¢ao de v € X e é definido

por
I -1
19(u, v) = Tim sup (u+h+ ) —I(u+ h).
h—0,A0 A

Para mais informacoes sobre funcionais localmente lipschtz e gradiente generalizado,

indicamos os trabalhos de Chang em [18], Clarke em [20] e Santos em [49].
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Teorema 4.2.3 (Lema de Deformacao) Sejam X um espaco de Banach, I um funci-
onal localmente lipschitz. Quando a € R, vamos denotar por I* = {u € X;1(u) < a}.

Suponha que existem ¢ € R, S C E e a, 0, ¢y > 0 satisfazendo
A(x) := min {]|2|

onde Sss € uma 20-vizinhanga de S, entdo para 0 < € < min %, €} existen: E — E,

g2 € 01(z)} > a, para todo x € I ([c — €9, ¢ + €0]) N Sas,

um homeomorfismo, satisfazendo:
o n(u) =u, seu g I7([c— e, c+ el) N Sos;
o n(Ictens)C I
o I(n(u)) < I(u) para todo u € X.

Observacao 4.2.4 Seja I : X — R um funcional localmente lipschitz. Seja xo € X e

suponha que

Entao eziste € > 0 tal que, se |x — x| < € entao

Bx) = inf {[|2|

De fato, caso contrdrio, para cada € = %, existiria x, em X satisfazendo

1 1
|70 — xn| < — € Blzn) < —.
n n

g2 €01(x)} > e

Consequentemente, existiria z, € 0I(x,) satisfazendo

[lznllx < —.
n
Pela propriedade (Ay) da pdgina 18 de [49], temos

I°(z,v) >limsup, . I[°(z,,v)
> limsup,, , ., 2 (v)

=0=0(v).

para todo v € E. Portanto 0 € 0I(x), uma contradi¢ao.

Com este resultado, provaremos o principal teorema deste capitulo.

Teorema 4.2.5 Sejam X, ¢, 1,..., P, satisfazendo (f1) — (f7),(X1), (Xa) e (P).
Entao, existe u € P tal que I(u) = inf,ep I(w), onde

I=3 vi—o.
i=1

Se I ¢ localmente lipschtz, entao u é um ponto critico de I em X, ou seja,
0 € 0I(u).
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Demonstragao. Pelo Teorema 4.1.5, existe u € P tal que

I(u) = inf I(w).

weP
Suponha por absurdo que u ¢ 0I(x). Neste caso, pela Observacao 4.2.4, existe € > 0
tal que

e Se |x —u| < ¢ entdo f(x) > €.

Aplicando o Teorema 4.2.3 para ¢ = inf,ep I(u), §

I
N[

)
=}

|

conseguimos um fluxo 7 satisfazendo
o n(u) =u, se ug I1([c— e, c+ el) N Sas;
o n(ItenS) cls
o I(n(u)) < I(u) para todo u € X,
para algum € > 0. Defina
B(t) :==n((1)),

onde (t) = u;. Por (v) de (X;), a funcao f é continua. E, ainda por (iv) de (X;) e
I(O) < ¢ — €,

Pelo Lema 4.2.1

lim I(8()) = lim I(n(+(t))) < lim I(y(t)) = —oc. (4.6)

t——+o00 t—+4o00 t——+o0

Agora, pelo Lema 4.2.2; existe t* > 0 tal que §(t*) € P. Portanto,

¢ < I(B(t7)) < maxI(5(t)). (4.7)

t>0

Como I(u) =c<c+e€, (1) =u, I ey sao continuas, entao podemos tomar 7 > 0 tal
que se t € [1 — 7,14 7] entdo y(t) € 17 N Sys. Assim, se t € [ — 7,1+ 7] temos pelo

lema de deformacao que

Suponha agora que t ¢ [1 — 7,1+ 7]. Neste caso,

1(B(t) = L(n(v(1))) < (1)) < maxI(y(t)) = [(7(1)) = ¢

t>0
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(Na pentltima igualdade, usamos a Proposicao 4.1.2). Em qualquer caso, temos

I(B(t) < c.

Pela equacdo (4.6) e continuidade de I(((t)), existe t; > 0 tal que

max I(B(t)) = I(B(t1)) < c. (4.8)

t>0

As equagoes (4.7) e (4.8) geram uma contradi¢ao. Portanto
0 € 0I(u).
|
Corolario 4.2.6 Sejam X, ¢, 1,..., ¥, satisfazendo (f1) — (f7), (X1), (X2) e (P).
Suponha que ¢, r,..., ¥, € C*(X,R). Eziste u € P que satisfaz [(u) = inf,ep I(w),
onde .
I=> -9
i=1
Além disso, u € um ponto critico de I em X, ou seja,
I'(u) = 0.

Demonstragao. Basta notar que se I € C'(X,R), entao

OI(u) = {I'(u)},

para todo u € X. Portanto, o corolario segue como consequéncia do teorema anterior.
|
Nas proximas secoes, mostraremos algumas aplicacoes do Corolario 4.2.6 e uma

aplicacao do Teorema 4.2.5.

4.3 Aplicacoes - Soma de s-Laplacianos com 0 < s < 1

Considere s, € (0,1) e f: R — R uma func¢ao continua satisfazendo:

(i) limg_o @ = 0;

(ii) limsup, . ";]gi)l < 00, para algum ¢ € (1,2; — 1) onde
2N
2 =
smo N — 28,
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(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7) = / g(s)ds > 0, onde
0

Vamos supor também que f(s) =0, para s <0e f(s) > 0 para s > 0. Defina

_ /0 Tt

Teorema 4.3.1 Sejam 0 < s; < ... <5, <1 e N > 2s,,. DefinaI: H"(RY) - R

por
I(u) = J(u) — G(u)dx.
RN
onde
(v)?
Z /RN /RV ]x _ |N+251 dzdy.
Entao, existe ug € P tal que
I/(U()) = 0.

Além disso,
I(up) = inf I(u),

uepP

onde

(N — 25
P= {uEHS’"]RN \{O}Z /RN/RN e |N+23) dudy = N

Demonstragao. Defina, para cada i € {1,2,...,m}

G(u)d:r;} .

RN

v)*
dzd
/RN/RN e

x(t,u) = wuy,

onde
w(z) == u <%) set #0 e ug(x) :=0.

E facil ver que
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b ¢17¢27 "'aqvbmv Qb € Cl(Hbm(RN)7R)7

e Para todo t >0, u € H*"(RV) ei € {1,2,..m}
P(ur) =tV (u) e pi(ur) = V720 (u).

Portanto as hipoteses, (i), (i7), (iii) e (iv) de (X;) estdo verificadas. Vamos provar a

seguinte afirmacao:

Afirmacao 4.3.0.1 Para cada u € H*"(RY), a aplicacio t — u; é continua.

Demonstragao. De fato, suponha que u = ¢ € C°(RY). Seja {tp}peN uma sequéncia

convergindo para ¢. Pela continuidade de ¢, é facil ver que {¢,, } _ converge q.t.p.

peEN

para ¢;. Além disso,
1, 12 =t =2 (@) + 8[|,

implicando que ||¢;,||* — [|¢:||*. Note que, {¢,} . ¢ limitada, entdo esta sequéncia

converge fracamente para algum w € H*"(RY). Em particular, {¢; } __ converge

peN

q.t.p. para w. Logo, w = ¢;. Fm resumo:

1) {¢, }pe - converge fracamente para ¢;

(i) [Igr, [1* = [1e]*.

Isto implica que ¢y, — ¢, em H*(R"). Portanto, a aplicacdo t — ¢, é continua. Para
o caso geral, seja u € H*(R"Y) e considere {¢,},.y C C;°(RY) uma sequéncia de
fungoes com suporte compacto convergindo para v em H*"(R"Y). Seja [a,b] € RTU{0}

um intervalo fechado. Para todo t € [a, b] temos,

(Dn)e — wel P = Pil(Dn)e — ue) + |[(Pn)e — wil[3

= 1i((¢ — w)e) + llge — el

< Cllu — ull?,
onde C' é uma constante positiva. Assim, a sequéncia de func¢oes continuas t — (¢, )
converge uniformemente em [a,b] para a funcao ¢t — wu,. Portanto, ¢t — wu; é continua
em [a, b]. Como |a,b] foi qualquer, entdo esta funcao é continua. [ |

Definindo,
Q: H"(RYN) — H™(RY)

rad

u — (uh)*
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onde (u™)* ¢ a simetrizacado de Schwartz de u™ (veja [31] e [41] para mais detalhes
sobre a simetrizacdo de Schwartz), temos por [44], que a condicdo (X,) é satisfeita
para Xt = H*=(RN) e X = H"(RN).

Afirmacgao 4.3.0.2 Eriste u € H*"(RY) tal que ¢(u) > 0.

Demonstragao. Para cada n € N, seja ¢, € C°(B,,1(0)) tal que ¢, = 7 em B;(0)

e |pn| < 7. Note que

G(¢)dr = G(qb)dx+/ G(¢)dx
RY B1(0) B, 1 (0\B:
e
/ G(6)dr| < <sup G(t)) Biys \ Bi(0)].
By, 1 (0\B1(0) {ItI<r} "
Como

By \ Bi(0)] =0

quando n — oo, entao podemos tomar ng € N suficientemente grande, tal que

/R G(g)de = /B 1(0)G(¢)dx+ /B o G(p)dz

1
+a

{ltf<t}

> G(7)[B:(0)] = ( sup G@)) By 41\ B(0)]

>0,
pois G(7) > 0. Isto completa a prova da afirmacao 2. [

Também é facil ver que:
e ¢(0) =0;

e ¢;(u) > 0 para todo v € X. Além disso, ¢;(u) =0, Vi € {1,2,....n} & u=0;.

Afirmacao 4.3.0.3 Exite r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entao
D Aithi(w) > Ago(w).
Demonstragao. Para ¢ < %, encontramos C, > 0 tal que

AmUm(u) = No(u) = Apthm(u) + g / w*dr — N F(u)dx
RN RN

> Apthm(u) + N(% - e)/ uidr — NC’E/ |ul?dx
RN RN

> Clfull* = Cylful*,

onde C,C; > 0 sao constantes. Como ¢ > 2, temos o resultado. [
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Afirmacgao 4.3.0.4 Suponha que {u,} é uma sequéncia em H*"(RY), satisfazendo
J(un) = 0 e ¢p(u,) > 0 para todo n € N. Entao ||u,|| — 0. Além disso, se {J(uy,)}

¢ limitada, entdo {uy},  também é limitada.

neN

Demonstragao. Seja u, com ¢(u) > 0. Pelas condicoes de crescimento em f, encon-

tramos C' 1> 0 tal que

1
/ F(u)dz < —/ u2da:+01/ |u
RN 4 Jpn 4 JrN

Se ¢(u) > 0, temos

Lom dz.

1 1
—/ wldr < ¢(u) + —/ u?dx
2 RIV 2 R]\r
—/ F(u)dz
RN

]. *
< —/ u?dr + C’l/ |ul*m da.
4 Jgn 4 JrN

Pela desigualdade critica de Sobolev (veja teorema 6.5 em [24]),
1 * *
_/ wdr < Cy Cilym ()5 < C1CilJ (u)] %,
2 RN 1 1
para alguma constante C; > 0. Portanto,
lull* < J(u) + 2C1CL (u)]*m.

Por esta tltima desigualdade é facil concluir a prova da afirmagao 4.3.0.4. ]

Afirmacao 4.3.0.5 Se {u,}, .y converge fracamente para u em Hom(RY), entdo

rad
lim sup ¢(uy,) < ¢(u).

n—oQ
Demonstragao. Note que a condicao de crescimento de f na origem e no infinito
garantem que para cada € > 0 existe C. > 0 tal que
€
F(s) < —s%+ C.|s|P.
(5) < <=5+ Clls
onde ||u,||* < L para todo n € N. Logo, para r > 0

|HWWM§§+Q lup|Pd.

B¢ B

Sabemos que H’"(R"Y) esta imerso compactamente em L*(RY) para a € (2,2%). As-

sim, {u, },en converge para u em LP(RN ). Podemos selecionar r e ng suficientemente
grandes tais que

ummux<§e WWW&<§
Be Bg¢
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para n > ng. Como H*"(RY) esta imerso compactamente em L%(B,), para a € [2,2%))

e f possui crescimento subcritico, entao

/B F(uy) — F(u)|dz — 0.

Logo, para n suficientemente grande, temos

/R NP ()~ F(a)ldr < e

Portanto
/ F(uy)dz — F(u)dz.
RN RN

Esta dltima convergéncia, implica que

lim inf 1/ uidm—/ F(up)dr ) > liminf l/ u?dx —/ F(u)dx
2 RN RN 2 RN RN
1
> —/ qux—/ F(u)dr = —¢(u),
2 RN RN

ou seja, liminf(—¢(u,)) > —¢(u). Isto prova a desigualdade desejada. n

Afirmagao 4.3.0.6 Se {u,} . converge fracamente para u em H*" (RY), entao

Yi(u) < liminf ¢y (u,).

pP—00

Demonstracao. Note que, u — ¢z’(u)% define uma norma em H*"(RY) e que

(H*=(RN),[| - ||) esta imerso continuamente em (H*=(RY) +?). Logo,

1
{u,} converge fracamente para u em (H*™(RY), 1)2).

(3

Com isso
Yilw) = (i(u)?)?
< (liminf, oo (¢i(un))?)?
= liminf,, o ¥ (u,).

|
Portanto, todas as hipdteses do Corolario 4.2.6 estao satisfeitas e o Teorema 4.3.1

segue como consequéncia do Corolério 4.2.6. ]
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4.4 Aplicagoes - Soma de s Laplaciano para 0 < s < 1

com o Laplaciano

Nesta aplicacao, consideraremos f : R — R uma funcao continua satisfazendo:

(i) limgo £ =0;

(ii) limsup, . ‘| |g§)| < 0o, para algum ¢ € (1,2* — 1) onde

s 2N
- N-2
(ili) Existe 7 > 0 tal que G(7) = [ g(s)ds > 0, onde
o(s) = 1(s) — s (4,10

Vamos supor também que f(s) = 0, para s < 0. Defina

- /O e

I(u) = J(u) — G(u)dz,

RN

v)?
sy =3 [ wapissg [ [ |x_ |N+28 dudy.

Entao, existe ug € P, nao nulo, tal que

onde

I/(U()) =0.

Além disso,

I(uo) = nf I(u),

onde

U I U e I e
2 RN RN JRN ‘x_ ’ B

=/ G(u)d:p} .
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Demonstragao. Defina, para cada i € {1,2,...,m}

w<u>:1/ Vufde,
// = |N+2)“y

w(z) == u (—) e up(x) :=0.

t

x(t,u) := ug, onde

E facil ver que
o 1,19, ¢ € CH(H'(RY),R).
e Para todo t >0, u € HY(RY),
Gur) = tV(w) , i (ur) = V21 (u) e a(ug) = V> (u).
Portanto as hipoteses, (i), (i), (iii) e (iv) de (X7) estao verificadas. Também temos:
Afirmacao 4.4.0.1 Para cada u € HY(RY) a aplicacio, t — u; € continua.

Demonstracao. A demonstracao da afirmacao 4.4.0.1 é anéloga a demonstracao da

afirmacao 4.3.0.1, por isso omitiremos. [
Definindo
Q: H'RY) — H,(RY)
uwo o (uh)

onde (u)* é a simetrizagdo de Schwartz de u*, temos pelo Corolario 3.3 de |37|, que a

condigao (X5) é satisfeita para X = H ,(RV) e X = HL(RY) = {u € H'(RV);u(z) > 0}.

rad

Afirmacgao 4.4.0.2 Eriste u € HY(RY) tal que ¢(u) > 0

Demonstracao. A demonstracao da afirmacao 4.4.0.2 é anéloga a demonstracao da
afirmacao 4.3.0.2. m

Também é facil ver que:

e ;(u) > 0 para todo u € X. Além disso, ¥;(u) =0, Vi € {1,2,....,n} < u=0;.
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Afirmacao 4.4.0.3 Ezite r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entao,
D Aithi(u) > Aso(u).

Demonstragao. Aniloga a demonstracao da afirmagao 4.3.0.3. [

Afirmacgao 4.4.0.4 Suponha que {u, }nen € uma sequéncia em HY(RYN), satisfazendo
J(un) = 0 e ¢(uy,) > 0 para todo n € N. Entao, ||u,|| — 0. Além disso, se {J(un) }nen

entao {un tnen € limitada.

Demonstragao. Analoga a demonstracao da afirmacao 4.3.0.4. ]

Afirmacao 4.4.0.5 Se {u,},y converge fracamente para u em H},(RY), entdo

lim sup 6(w,) < B(u).

n—o0
Demonstragdo. Basta usar o Teorema I1.1 de [42] e proceder como na demonstragao

da afirmacao 4.3.0.5. [

Afirmacao 4.4.0.6 Se {u,}  converge fracamente para u em HY(RY), entdo

i (u) < liminf e, (u,).

p—0

Demonstragao. Analoga a demonstracao da afirmacao 4.3.0.6. ]

A seguir, provaremos que

ilégjlg(w) = inf L(w).

wePt

Observe que por definicao de I, é facil ver que
I(u) > I(u™), Yuec HYRY),

onde u™ = max{u, 0}. Para cada u € P, sabemos que u™ # 0, entdo existe t+ > 0 tal

que (u™);+ € P. Logo,

inf I(w) < I((u)s) < T((u)er) < rilgg(h(ut) =1I(u), VYueP,

weP+

mostrando que

5, 1) < 5 (0

Como Pt C P, temos a igualdade.
Portanto, todas as hipéteses do Corolario 4.2.6 estao satisfeitas e consequente-

mente o Teorema 4.4.1 segue do Corolério 4.2.6. [ ]
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4.5 Aplicagoes - Soma de p-Laplacianos para p > 1.

Considere ntimeros naturais 1 < p; < ps < ... < p,,. O espago

W= \Whr(RY),
i=1

munido com a norma

n -~
ul| = Vupidx%—/ up’idx) l7
=3 (] [

i=1

¢ um espaco de Banach reflexivo. Seja f: R — R uma funcao continua satisfazendo:

(i) lim, o 2 = 0;

(ii) limsup, ‘| |§5>' < 00, para algum ¢ € (py,, p}) onde

Npy
N—pl’

P =
(ili) Existe 7 > 0 tal que G(7) = [ g(s)ds > 0, onde
-2 s

=1

Vamos supor também que f(s) =0, para s < 0e f(s) > 0 para s > 0. Defina,

_ /O Tt

pi=2g, (4.11)

Teorema 4.5.1 Sejam 1 <p; < ... <p,, e N > p,,. Defina, [ : W — R por

I(u) = J(u) —/ G(u)dz,
RN
onde
=1
= Z—/ |VulPidz.
ey Pi JRN
Entao, existe ug € P tal que
I/(Uo) =0.

Além disso,

I(uo) = inf Iu),

onde P

P:{uGW\{O}i (= pb/ Vade =N [ Gl )d}. (4.12)
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Demonstragao. Defina, para cada i € {1,2,...,m}

o(u) = [ G(u)dz,
RN
1 .
vi(u) = —/ |VulPidx

Di JrRN

e
*(t,u) == uy,

onde

w(zr) =u <%> set#0eu(x):=0.
E facil ver que
L w17w27 "’me7 ¢ e Cl(Hsm(RN)7R);

e Para todot >0, u e H(RV) ei € {1,2,..m}
O(ug) = t"d(u) e ;(ug) = " Piah;(u).

Portanto as hipoteses, (i), (it), (i7i) e (iv) de (X;) estao verificadas. Vamos provar a

seguinte afirmacao:

Afirmagao 4.5.0.1 Para cada u € W a aplicacao, t — u; € continua.
Demonstragido. Suponha que u = ¢ € C°(RY). Seja {tp},cn uma sequéncia conver-
gindo para t. Note que, {¢;, }nen converge para ¢; q.t.p. e {V¢y, }nen converge q.t.p.
para V¢,. Como {t, },en é limitada, entdo podemos supor que t,, < € para algum € > 0.

Logo, se supp(¢) C B,.(0), entdo supp(¢y,) C B,(0). Pelo teorema da convergéncia

dominada de Lebesgue

/N |pt,, — &ePdz — 0.
R

Note que, V¢, = %(V(b)tn. Logo, se supp(V¢) C B,(0) entao supp(Vey,) C Bs(0).

Novamente pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue, temos

/ ‘Vthn — ngﬁt]pdx — 0.
RN

Portanto, a fungao t — ¢, é continua. Agora, basta usar a densidade de C$°(RY) em

W e proceder como na afirmacao 4.3.0.1, para concluir que a funcao

t— U
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¢ continua. []

Definindo
Q: W — Wi
u — (uh)*,
onde (u™)* é a simetrizagao de Schwartz de u™ e W,uq = {u € Wiu(z) = u(y) se |z| = |y|}.

Temos pelo Corolario 3.3 de [37], que a condigao (X3) ¢é satisfeita para X = Wypa €
Xt =W, ={ueW;u>0}

Afirmacao 4.5.0.2 Eziste u € W tal que ¢(u) > 0.

Demonstracao. Basta repetir a demonstracao da afirmacao 4.3.0.2. [

Também é facil ver que:

e t;(u) > 0 para todo u € X. Além disso, ¥;(u) =0, Vi € {1,2,....,n} < u=0.

Afirmacao 4.5.0.3 Ezite r > 0 tal que se 0 < ||u|| < r entdo
Z/\Wi(u) > Apd(u),
i=1

onde \; = N — p;.

Demonstragao. Para ¢ < pil, encontramos C, > 0 tal que
m m m N
Z Aii(u) — No(u) = Z Aitpi(u) + Z — |u
=1 =1 i=1 pl RN
> S w0 [
i=1 = Pi JRN
1
PN e)/ P dar — N(JE/ luf?dz
P1 RN RN

> Ci“u
i=1

= CHU‘ €{l/'Lp1 - ClHuH?/VLplv

Pide — N F(u)dx
RN

pzdx

€Ii/17Pi - ’ ’u‘ ‘(Il/vl,m

onde C,Cy > 0 sao constantes. Como ¢ > p;, entao podemos selecionar r suficiente-

mente pequeno, tal que se u € W\ {0} e ||ul|lpro < ||ul| <7, entdo

Cllulffyrm = Cullulljyrs, > 0.

Isto completa a prova desta afirmacao. [
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Afirmacao 4.5.0.4 Suponha que {u,} é uma sequéncia em W, satisfazendo J(u,) —
0 e ¢(u,) > 0 para todo n € N. Entao ||u,|| — 0. Além disso, se {J(un)},cn €

limitada, entao {u,}, .y € limitada.

Demonstragao. Seja u, com ¢(u) > 0. Pelas condi¢oes de crescimento em f, encon-

tramos C' 1 > 0 tal que

2py

1
/ Fu)dr < — |u|p1dx+C1/ lu
RN 2 4 RN

P1 JRN

\ 1 _ .
Pidr <) o /RN [u|"'de+Cs /RN [P d.
=1

Usando que ¢(u) > 0, temos

- 1/ , |
— ulPide < ¢(u) + —/ U
> L w+d ||

i=1 11

:/ F(u)dzx
RN
<>
= 2p; Jry

Sabemos que existe C; > 0 tal que, se u € W1P=(RY), entao

pidx

pidm+0i/ |u|Pm da
RN

1

ull s, < Cy ( / |Vu|pmdx> -
RN

Portanto,
= 1 Pm P
> o [l < OO IR < G aIW.
o i Jre ! !
Com esta tltima desigualdade, concluimos a demonstracao desta afirmagao. [ ]

Afirmacao 4.5.0.5 Se {u,} fracamente para u em W,.q, entdo

lim sup 6(u,) < B(u).

n—oo

Demonstragao. Note que, a condicao de crescimento de f na origem e no infinito

garante que para cada € > 0 existe C, > 0 tal que

€

F(s) < oL

sPt 4+ C¢|s|?,

onde ||w,| < L para todo n € N. Logo, para r > 0

p1
wtpi

|F(uy)|dz < g + O | |up|?dz.

Be B:
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Observe que W,,q esta imerso continuamente em Wi (RY). Pelo Teorema I1.1 de [42],
0 espaco W,qq estd imerso compactamente em L2(RY) para a € (p,, pt). Isto implica
que {u, } converge para u em L/(RY). Podemos selecionar r e n suficientemente grandes
tais que

|F(uy)|dz < % e / |F(u)|dz < %

By

para n > ng. Como W esta imerso compactamente em L%(B,), para a € [p1,p},) e f

possui crescimento subcritico, entao

|F(un) — F(u)|dz — 0.

By

Logo, para m suficientemente grande, temos

/RN () — F(u)dr < e

Portanto
/ F(up)dz — F(u)dz.
RN RN

Esta ultima convergéncia, implica que

1
lim inf —/ Uy, p"dx—/ F(u,)dx
(; Di RN| RN ( ) )

1
> liminf —/ up | dx —/ F(u)dx
(Zpi RN| ) RN (@)
1
Z—/ pidz—/ F(u)dx
1 P RN

= —o(u),

ou seja, liminf(—¢(u,)) > —¢(u). Isto prova a desigualdade desejada. [ ]

Afirmacao 4.5.0.6 Se {up}peN converge fracamente para u em X, entao

Yi(u) < Hminf ;(u,).

p—o0

Demonstragao. Analoga a demonstracao da afirmacao 4.3.0.6. ]

Seguindo de maneira andloga ao que fizemos na se¢ao anterior, temos

ir%)f](u) = inf I(u).

ueP+t

Portanto, todas as hipoteses do Corolario 4.2.6 estao satisfeitas e consequentemente o

Teorema 4.5.1 segue como do Corolario 4.2.6. ]
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4.6 Aplicacoes - O caso Anisotrépico

Nesta aplicacao, vamos considerar nimeros 1 < p; < ... < py com Z > 1

zlp

* . N
epy <p = N 1 _7-
1= 1p

Vamos considerar também g : R — R, uma funcao continua,
dada por
g(s) = f(s) — [s[" s, VseR,

onde f: R — R é uma funcao continua satisfazendo :

0 1 L)

50 st

(ii) limsup (s )|

s—+400 ‘5‘

< oo para algum ¢ € (py, p*) onde

. N
P ==5

ZZ lp_l_1

(iii) Existe 7 > 0 tal que G(7

o\

g(s)ds > 0.
(iv) f(s) > 0 para todo s > 0 e f(s) =0 para s < 0.

Para ? = (p1,...,pn) definimos o espaco de Sobolev anisotrépico, Wl’?(RN),
por

WP (RY) = {” € LR gm = (RN)}

- (L) S (LI

Sobre o espaco (W7 (RM),|| ||), é conhecido na literatura que este espaco

reflexivo e que C§°(RY) é denso em WLP(RY). Além disso, este espaco WL T (RY)

munido da norma

ox;

estd continuamente imerso em LY(RY) para todos ¢ € [py,p*]. Para mais detalhes,

referenciamos Nikolskii [43] e Rakosnik [46, 47].

Teorema 4.6.1 Sejam 1 < p; < ... < pn. Defina I : Wl’?(]RN) — R por
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onde
Pi

Ou dx.

al'i

J(u):ZZ%/RN

=1

Entao, existe ug € P tal que
I/(Uo) =0.

Além disso,

I(uo) = inf I(u),

onde

p
P:{uevV17RN \{O}ZN pz/ gu
RN

A prova do lema seguinte segue as mesmas ideias do Lema 2.5 e do Teorema 3.1 de

£

idx =N G(u)dx} . (4.13)

[37], por isso omitiremos aqui. Trata-se de uma versao da desigualdade de Polya-Szegg,

para os espacos anisotropicos.

Lema 4.6.2 Se u € W7 (RY) ¢ ndo negativa, ento

‘ ou* ou

8xi 3331
para todo i € {1,2,3,..., N}, onde u* é a simetrizacao de Schwartz de u.

)
pq

|

Note que I pertence a C1 (W57 (RV),R). Defina ¢, ® : W7 (RY) — R por

wtw) = [
1

B(u) = /R Glu)dz = /RN Fljde—— [ jupds

P1

ou [P
(9@'

dr, para 1€ {1,2,..,n}

e considere
X = Wl’ﬁ(RN), Xt={ue Wl’ﬁ(RN) cu(z) >0 qt.p. em RN}

X={ueW-PT®R¥)N X" : 0<u@) <uly) se 0<lyl < l|z|}.

rad

Procedendo como em [10, Radial Lemma A.IV | é possivel provar que se {un}, oy
¢ uma sequéncia em X que converge fracamente para v € X em X, entdo {un}en
converge para u em LI(RY) para todo q € (p1, p*).

Como na sec¢ao anterior, definiremos *(¢,u) := u; : RV — R por

u(%), para t#0,

0, para t=0.

w(x) =
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Por um calculo simples,
i) = NP (u) e D(w) =tVD(u), VE>0 e Yue WLT(RN),
A aplicaco t — u; é continua em ¢ € [0, +00) para todo u € W7 (RV) e
u€X VEER e ueX.

No que segue, definiremos @ : Wl’?(RN) — X por

Usando o Lema 4.6.2 e as propriedades das fun¢oes radialmente simétricas, temos

Vi(Q(w) < vi(u) e P(u) <P(Qu)), Yue XT.

As seguintes afirmagoes seguem de maneira analoga as afirmagoes provadas nas se¢oes

anteriores.
e (1) Existe u € W17 (RV) tal que ®(u) > 0.

o (2) Yi(u) =0, Vie{l,2,...,n}<u=0.

(3) Existe r > 0 tal que

S

=1

Pi

0
U1 de — No(u) >0 para 0 < [ul <

8xi

e (4) Usando o Lema 1 de [38] encontramos uma constante Cy > 0 tal que

*

N

/ |ulPrdx < Cy (Z (@/Jl(u))pl) Yu € Wl’ﬁ(RN) com ®(u) > 0.

=1

Desta tultima desigualdade segue (f5).

(5) Se {ug} ey C X converge fracamente para u € X em X, pelo que foi discutido

acima, temos que para todo g € (po,p*) a sequéncia {ug}, . converge para u em

L4(RY). Isto implica que

lim sup ®(uy) < O (u).

k——+o0
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Observe que se {u}, .y C X ¢é fracamente convergente para u em Wl’?(RN ), entao
lim inf o, (ug) > ¥;(u),
k——+o00

. , ~ -
pois cada 9); ¢ uma fungio convexa em WhH7 (RY).

Seguindo de maneira andloga ao que fizemos na se¢ao 4.4, temos

irgl(u) = inf I(u).

uePt

O Teorema 4.6.1 segue como consequéncia do Corolario 4.2.6.

4.7 Aplicacoes - Caso em que o Funcional é Local-

mente Lipschitz.

Nesta secao, vamos considerar N > 3 e f uma func¢ao com uma quantidade finita

de pontos de descontinuidade, satisfazendo:

o fi) lim 52 =0;

o fo) |f(s)| < Als|+ Bls|?, VseR,ealgum q € (1,2° —1).

e f3) Existe 7 > 0 tal que G(7) = /OT g(z)dz > 0, onde

9(s) = f(s) —s.

e f1) f(s) >0 paras>0e f(s)=0para s <0.

Nosso objetivo, é obter solucao para a equacao
—Au(z) € 0G(u(r)), q.t.p.em RY (4.14)
onde N > 3 e 0G(s) gradiente generalizado de G em s € R, que é dado por
9G(s) = [g(s),9(s)]

onde

g(s) = hﬁ)leSS inf{g(t);|s —t| <r} and g(s)= 1ig)1ess sup{g(t);|s —t| <r}.
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Quando g ¢ uma fungao continua entao G € C*(R,R) e neste caso
0G(s) ={g(s)}, VseR.

Para mais detalhes sobre o gradiente generalizado e funcionais localmente lipschitz,

indicamos [49] e [18].

1
Para este tipo de problema, uma solucao fraca é uma funcao u € WQ’%(RN )N

H'(RY) que verifica (4.14), ou equivalentemente, satisfaz o problema abaixo
—Au(z) + u(z) € [f(u(x)), f(u(@))], qtp. em R
Quando f é continua, a solucao acima verifica
—Au(z) +u(r) = f(u(z)), qt.p.em RY.

Para obter solugdo nao trivial para o problema, definiremos I3 : HY(RY) — R

por

1 1
I3(u) = 5 /RN |Vul*dz + 3 /RN u|?dz — /RN F(u)dzx.

O funcional I3 é localmente lipschitz. Nosso principal resultado desta secao é o teorema

abaixo.

Teorema 4.7.1 Assuma que (f1)—(f1) sao verdadeiras, entao (4.14) tem uma solug¢ao

nao trivial.
Vamos considerar aqui
X =H'RY), Xt ={ueH®R"): ulx)>0 qtp. em RV},
X={ueH R )NXT:0<u(x) <uly) se 0< |yl <z}

J(u) =¢(u) = %/]RN \Vul? de

com estas notacoes
Li(u) = J(u) — ®(u), VYue X = H'(R"Y).

Por argumentos usuais ® é localmente lipschitz, J € C*(H'(R"),R) e portanto I3 é

localmente lipschitz.
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Definiremos também x(t,u) := u; : RY — R por

u (é) ,  para t#0,
0, para t=0.

u(x) =

Por definicao de v e ®, temos
Ouy) = tV®(u) e () =t 2p(u), VE>0 e Yue H'(RY).

Logo (i), (ii), (i7i) e (iv) de (X;) estdo satisfeitas. De maneira analoga as secoes ante-

riores, temos

Afirmagao 4.7.0.1 Para cada u € H*(RY), a aplicagdo t — u; é continua.

Definindo
Q: H'RY) — X

u — (uh)*,
onde (u™)* é o rearranjo simétrico de ut (simetrizacdo de Schwartz’s), temos que a

condi¢ao (X3) também ¢ verdadeira.

Afirmagao 4.7.0.2 Eriste u € HY(RY) tal que ®(u) > 0 e ®(0) = 0.
Demonstragao. A afirmacao segue as mesmas ideias de 4.3.0.2. ]
Afirmacao 4.7.0.3 Ezxiste r > 0 tal que

(N —=2)¥(u) > N®(u), para 0 < ||ul| <r.

Demonstragao. Veja a demonstracao 4.3.0.3 [

Afirmacao 4.7.0.4 Seja {uy},oy € uma sequéncia em H'(RY) com ®(uy) > 0 para
todo k € N. Se {J(ux)} ey € limitada, entao {uy},cy também € limitada. Além disso,
se J(ux) — 0, entao ||ug|| — 0.

Demonstragao. Segue as mesmas ideias de 4.3.0.4. ]
Afirmacao 4.7.0.5 Se {uy},y converge fraco para u em H} ,(RY), entao
lim sup @ (ug) < @ (u).
k—00
Demonstragao. Veja prova da afirmacao 4.3.0.5. [ ]
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Afirmacgao 4.7.0.6 Se (uy) € fracamente convergente para u em H'(RY), entdo

(u) < liminf ¢ (uy).

k—+o00
Demonstragao. Veja a afirmacao 4.3.0.6. [ ]

Afirmacgao 4.7.0.7 O funcional I3 verifica a iqualdade abaizo

111617f) I(w) = inf I3(w).

wePt+

Demonstracgao. Fizemos uma demonstracao aniloga na secao 4.5. ]
Pelo que vimos acima I3 satisfaz todas as condicoes do Teorema 4.2.5. Disto,

segue que existe uy € HY(RY) tal que
0e 6[5(11,0) e ]3(U0) = 1n£ ]3(11)) > 0.
we

Como J & C* e ®(u) = P1(u) — Pa(u), com

By () = %/RN luf2dz e ® (u) = /IR Fu)da

temos
J'(ug) + Py (ug) € 0P (ug).

Pela Proposigao 2.2 de [4], existe p : RY — R verificando

p(x) € [f(uo(2)), fluo(x))], ae. in RY (4.15)

e ug ¢ uma solucao fraca do problema

—Aug+ug=p, in RN

p+1 2 q+1

Por (4.15), p € L, (RY), entdo, por resultados de regularidade temos ug € W, * (RV)N

oc

H'(RY), mostrando que ug ¢ uma solugiao nao trivial de (4.14).

4.8 Aplicacoes - Caso em que X nao é um Espaco de
Funcoes.
Seja H um espago de Hilbert e {vy,...,v,} um conjunto ortonormal em H. Seja,
E=span {v1,...,v,} e defina
() = |ful]
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Defina * : [0, +00) x H — H por,

Observe que (X) é satisfeita
(i) ©(x(t,u)) = t(u);
(ii) o(t,u) = 2¢(u);
(iii) *(0,u) = 0;
(iv) Para cada u fixo, a aplicagdo t — *(t,u) = tu, é continua.

Quanto a hipdtese (X3), defina Q) : H — E por

n

Q(u) = Z(u, V;)V;.
i=1
e F é fracamente fechado;
o (Q(u)) < ¥(u); (Desigualdade de Bessel);
. H(Q) = olu);
e Se u € F, entao u; € E para todo t > 0;

Além disso,

° ¢(U1) =1 >O,

o Y(u)>0,seu+#0e1(0)=0;
e Note que, pela desigualdade de Bessel,
P(u) — o(u) > [[ul] — [[ul]*.
Logo, existe r > 0, suficientemente pequeno, tal que se 0 < ||u|| < r entdo
(u) > o(u).
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e Se {u,} converge fracamente para u em E, entdo {u,} converge para u na to-
pologia forte (porque E tem dimensdo finita e portanto estas duas topologias
coincidem). Logo,

limsup é(w,) = lim 6(u,) = $(u).
e Se {u,} converge fracamente para u, entao

Y(u) = ||u]| <liminf ||u,|| = liminf ¢ (u,).

Pelo Teorema 4.2.5, existe ug # 0 tal que
]/(Uo) = 0,

onde

n

I(u) = Jul| = ) (u,v:)*.

i=1
Além disso,

UUGP,

onde

P= {u € H\{0}; [Jul] = 2Z<u,vi>2}-
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Capitulo 5

Uma Desigualdade de Polya-Szego

para Operadores Integro-Diferenciais

Neste capitulo, mostraremos uma versao da desigualdade de Polya-Szegd para
operadores integro-diferencias. Park em [44] mostrou que para toda u € H*(RY), nao

negativa, tem-se

[ L < [ [ SR

onde u* é o rearranjo simétrico de u. Em [44] foi fundamental a relacdo dada na

proposicao 1.3.2, ou seja, a relacao entre o laplaciano fracionario e a transformada de

Fourier. Por isso, no nosso caso, usaremos outro argumento.

5.1 Desigualdade de Polia-Szego6

Definicao 5.1.1 Diremos que uma funcdo mensurdvel ¢ : RY — R se anula no infinito
se para todo t > 0
[{z e RY; ¢(z) > t}| < .

Seja u se anulando no infinito. Sabemos que existe u*, mensuravel, satisfazendo (veja

[31] e [41]):
(i) u* é ndo negativa;

(i) u* é radialmente simétrica;



(iii) para toda fungao positiva e monétona, ¢, temos
oful)do = [ ou')d
RN RN

(iv) (Desigualdade do rearranjo de Riesz) (Teorema 3.7 em [41]) Para todas v, w

funcoes nao negativas, se anulando no infinito

Jo Jorterto vtz < [ ooy

Seja v uma funcao que se anula no infinito, a u* cujas propriedades foram men-
cionadas acima, é chamada de rearranjo simétrico de u e é definida da seguinte forma:
se A ¢ um subconjunto mensuravel de RY, definimos o rearranjo simétrico A* de A,
como sendo a bola fechada, centrada na origem que tem mesma medida de A. Mais

precisamente

A= By ©

onde w,, é o0 volume da bola unitaria de RY. Definimos o rearranjamento simétrico X’}

de uma funcao caracteristica X4 como sendo
XZ = XA*.
Se u é uma funcao nao negativa, entao podemos escrever

u(z) 0
u(x) :/ 1dt :/ X{xelRN;u(m)zt}(x)dt'
0 0

Assim, definimos o rearranjo simétrico v* de u como sendo

w (@) = / X e uioyory ()L
0

No que segue, vamos considerar K : RV — R um ntcleo de ordem s, continuo
em RV \ {0}.
Para cada 0 < 0 < 1 vamos definir K; da seguinte maneira.
|z|?K(z) se |z] <§
Kg(CL’) =
K(x) se |z| > .

Por (K3) (veja definigdo 1.1.1),

° Ksdx < Krydx < oo
B5(0) RN
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o / Ks(x)dx < oo, pois K é continua em RY \ {0};
(0)\Bs(0)

° / Ks(x)dx < Kvydr < oo,
RN\ By (0) RN
onde v(z) = min {1, |x|*}. Logo,
Ks € L*(R™).
Proposicao 5.1.2 Seja u uma funcao nao negativa se anulando no infinito. Entao
/ / z)Ks(x — y)dedy —/ / ) K (x — y)dzdy
RN JRN RN JRN
para todo 0 < 0 < 1.
Demonstracgao. De fato, usando o teorema de Fubini, temos

/ / x)Ks(x — y)dxdy / / x)Ks(x — y)dydx
RN JRN RN JRN

/]RN x) - Ks(z)dzdx (5.1)

= ( K(;(z)dz) (/ 11,2(.1:)d:1:) .
RN RN
Analogamente,

/]RN /RN 1) K5 (x — y)dedy = (/RN Kg‘(z)dz) (/Rlv(u*)zdx> . (5.2)
Mas por (i),
/RN(U*)Qdo: = /RN uldr (5.3)

/ K§(2)dz = Ks(2)dz
RN RN
Combinando esta tltima igualdade com as equagoes (5.1), (5.2) e (5.3), concluimos o

resultado. ]

Coroléario 5.1.3 Seja u uma funcao nao negativa e se anulando no infinito. Entao

/RN/]RN y) Ks(z —y dxdy—/Rh/RN (x — y)dzdy,

para todo 0 < 6 < 1.

Demonstragao. A demonstracao é analoga ao teorema anterior. [

113



Proposigao 5.1.4 Seja u € X (RY) uma fungdo nao negativa. Entao,

/RN /]R ()2 K5(x—y dxdy</RN /RN N2 Ks(x — y)dady

Demonstragao. Note que, como K; € L'(RY) e u € L*(RY) entao pela equagao (5.1)

/ / z)Ks(x — y)dedy < oo. (5.4)
RN JRN

Analogamente,

/ / y)Ks(z — y)dzdy < oo. (5.5)
RN JRN
Assim, (5.4) e (5.5), K5 < K e u € Xx(RY) implicam que

/ / y)Ks(x — y)dzdy < oc. (5.6)
RN JRN

Pelas equagoes (5.4), (5.5) e (5.6) temos,
/ (u(z) — u(y))*Ks(x — y)dxdy

/ / x)Ks(x — y)dady
R JRY (5.7)
—2/ / y) Ks(z — y)dzdy
RN JRN
/ / y)Ks(x — y)drdy < oo.
RN JRN

Pela desigualdade do rearranjo de Riesz temos

/ / y)Ks(x —y d:cdy</ / (y)K§(x — y)dxdy. (5.8)
RN JRNY RN JRNY

Pela inequacao (5.8), equacao (5.7), Proposi¢ao 5.1.2 e Corolario 5.1.3 temos,
/ —u(y))?Ks(x — y)dwdy

/ / ) K5 (x — y)dxdy
RN RN (5.9)
/ / y) K (z — y)dxdy
RN JRN
—2/ / u*(z)u* (y) K5 (z — y)dzdy.
RN JRN

Agora, usando a desigualdade de Hélder, Proposicao 5.1.2, Corolario 5.1.3, inequacao
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(5.4) e inequagao (5.5),

/ / (y)Kj(x — y)dzdy
RN JRN

RN JRN ()K*(Jv—y)%u*(y)}(g(g;_ )%dxdy

</]RN/RN r)K5(x —y dmy) (/RN /RN YK (o — )dq;dy>é
_ < /RN /R N u?(2) K ( da;dy> ( /R i /R i —y)dxdy)
< 00

Pela inequagao (5.4) e Proposi¢ao 5.1.2, segue que

/N/V ) K5 (x — y)dedy < oo,
RN JR!

e por (5.5) e Corolario 5.1.3, obtemos

/N/A Y K5 (x — y)dxdy < co.
RN JRN

Portanto, essas trés tltimas desigualdades combinadas com a inequacdo (5.9) implicam

// WKt pdey< [ [ (@) —ul) Kt — ey

Isto conclui a prova da proposicao. [

N

A seguir, mostraremos outra versao da desigualdade de Polya-Szeg6. Primeiro,

faremos duas observacoes:

Observagao 5.1.5 Se f < g sao fungoes nao negativas, se anulando no infinito, entao

* < g*. De fato, para cada x, temos por definicao

Note que {x e RY; f(z) > t} C {33 e RY; g(x) > t} e portanto esta inclusao implica

que {z € RY; f(z) > t} C{zeRN;g(x) > t} L0go, Xipern fay>n (%) S Xaern grm)>n ()

para todo t > 0. Isto nos dd a deszgualdade desejada.

Observacao 5.1.6 Se f ¢ radialmente simétrica, decrescente e se anula no infinito,
entao f* = f. Basta observar que os conjuntos da forma {f >t} sao bolas fechadas e

centradas na origem ou sao conjuntos vazios, € portanto
{r=t"={r=1.
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Observacgao 5.1.7 A funcao
t — B/

¢ injetiva, onde

By ={z e RY; K(2) >t}

e B} € a simetrizagao de B,. De fato, suponha que s # t. Sem perda de generalidade,

vamos supor que s < t. Observe que
B; C Bs.

Vamos mostrar que existe um conjunto W C By \ By, com medida nao nula. Como
vK € LYRY) entdo eriste vy € RN \ {0} tal que K (o) < s. Além disso, por (K3),
P_r)ré K(tzg) = oo. Pela continuidade de K e teorema do valor intermedidrio, eriste
y = toxo tal que

s< K(y) <t

Novamente pela continuidade de K, existe 6 > 0 tal que para todo x € Bs(y) temos

s< K(z) <t.
Assim,
Bs(y) C B,
e
Bs(y) N By =0,
implicando que
| Bi| < |Bsl.

Portanto, |Bf| < |B%|, ou seja B} # B:.

Observacao 5.1.8 Com a mesma notacio da observacao anterior. Seja v € RY e
suponha que existam s,t € R tais que v € OB N OB}. Da defini¢cao da simetriza¢ao
temos

B = By(0) = B;.

Pela observagao anterior, s =t. Portanto, existe um nico t tal que x € 0B .
Observagao 5.1.9 Nesta observag¢io vamos mostrar que Kj(xr) — K*(x), quando

8 — 0, para todo x # 0. Fize o € RN\ {0}. Para cada1 > § > 0 seja Ls : (0,00) — R
dada por

Ls(t) = X?zERN;Kg(z)Zt} (z0) = X{IERN;Kg(x)zt}*(xO)'
Defina também
L(t) = X?xGRN;K(m)Zt} (1'0) = X{zeRN;K (z)>t}* (l’())
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Seja t € (0,00) e suponha que x ¢ OBF. Vamos denotar,

As = {x c RY; Ks(x) > t}

B=B={zeR";K(zx) >1t}.
Uma aplicagao do teorema da convergéncia dominada de Lebesque, mostra que
|As| — | B

quando 0 — 0. Sabemos que a simetrizacio B* é uma bola fechada e centrada na

origem e com
|B*| = |B|.

Analogamente, a simetriza¢ao A; é uma bola fechada, centrada na origem e com

|[As| = |Aj]-
Portanto,
|A5| — |B*|. (5.10)
Além disso, temos
AlCA%C“'CAl - C B.
De onde seque que
AlCATC---CAY---C B~ (5.11)
2 n

Suponha que x( estd no interior de B*. Mostraremos que existe n € N tal que xg € A% .
Se xy ¢ A% para todo n € N, entio o raio de cada bola fechada A%, seria menor ou
igual a |zo|, ou seja, A% estaria contido na bola fechada de centro em 0 e raio |xo.

Isto implicaria que

‘A’;
n

< |B4((0)| < B,

contradizendo (5.10). Assim, existe ng € N tal que xo € A* . Pela equagao (5.11),

70

II()GAE

n

para todo n > nyg.

Portanto, para n > ny, temos
X4y (20) =1 = xB=(20).

Dessa forma,
lim Li(t) = L(t).

n—oo n
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Por outro lado, se xo ¢ B*, entao xy ¢ AL para todo n € N. Dai
X4y (20) = 0 = xp=(20),

e portanto
lim L. (t) = L(t).

n—oo n

Da observagao 5.1.7, existe um unico t tal que xo estd na fronteira de Bf. Assim,

para quase todo t temos
lim Li(t) = L(t).

n—oo n
Além disso, para todo 0 € (0,1),
K, <K.

Isto wmplica que

{z e RY; Ks(z) >t} C {z e RV; K(z) > t},
e consequentemente

{z e RV, Ks(z) >t} c {z e RV; K(z) > ¢} .
Assim,

X{zeRN;Ks(z)>t}* ('IO) < X{zeRN;K (z)>t}* (‘TO)7

ou seja,
0 < Ls(t) < L(t).

Por definigao, / L(t)dt = K*(x¢) < 00, e pelo Teorema da Convergéncia dominada

0
de Lebesque, temos
lim/ L(;(t)dt:/ L(t)dt.
=0 Jg 0

Por outro lado, / Ls(t)dt = K;(x). Portanto, acabamos de provar que para todo
0

x#0
lim K5 (z) = K(z).

6—0

Teorema 5.1.10 Seja u € X (RY) uma funcdao nao negativa. Entio,

L[ w@=w@pr =iy < [ [ () - ) Ko = psdy

Demonstragao. Pela proposicao anterior, para cada 0 < § < 1 temos
/ / (y))? K} (x —y)dwdy </ / N2 Ks(x—y)dedy (5.12)
RN JRN RN
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Para cada 0 € (0,1) defina hs : RY x RY — R por

he(z,y) = (u”(x) — u"(y)) K (x — y).

Note que, se 1 > 41 > 0o, entdo Ks, > Kj. Pela Observacao 5.1.5, Kj, > Kj e
portanto

hs, > hs, > 0.

Considere a sequéncia (0, )nen, com 0, > 0,41 € lim,,_, ,, = 0, e observe que a sequéncia
(hs, Jnen € monodtona nao decrescente. Além disso, fixado (z,y) € RY x RY com z # y

temos, pela Observacao 5.1.9,
Tim iy, (2,) = (" (2) — 0" (1)) *K" (2 — ).

Pelo teorema da convergéncia monotona,

tin [ ) e ) e ey = [ [ @) @)K )dady

Também temos,

lim/ / ) —u(y))*Ks, (x —y dxdy—/ / (y))’K (z — y)dxdy.
n— o0 RN JRN RN JRN

Estes ultimos dois limites e a desigualdade (5.12), mostram que

[ ] @y < [ [ @ - o)2Ke

Corolario 5.1.11 Seja u € Xx(RYN). Entdo eriste w ndo negativa e radialmente

simétrica satisfazendo:

e Para toda funcao positiva e mondtona, ¢

o(julde = [ ofw)de

RN

e Além disso,

/RN /]R w(x) — w(y) 2K (x —y dxdy</RN /RN ()2K (& — y)dady.
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Demonstragao. Seja u € Xy (RY). Sabemos que |u| € Xx(RY) e portanto |u| se
anula no infinito. Seja w = |u|* o rearranjo simétrico de |u|. Para toda fungao positiva

e mondtona, ¢

S(uldz = | ofw)dr

RN

Pelo Teorema 5.1.10, a funcao w também satisfaz

/RN /RNW@) —w(y))*K*(z —y)dady < / i / Nu@)] = )P (@ - y)dedy.

Mas, para todos = e y
u(z)| = [u@)]| < [u(z) —u(y)l.

Portanto

/RN /RN (w(z) — w(y))*K*(x — y)dzdy < /RN /RN (u(z) — u(y))*K (z — y)dzdy.

Corolario 5.1.12 Suponha que K satisfaca (K3), (K3), K seja radialmente simétrica

e decrescente. Entdo, para toda u € Xx(RY), existe w radialmente simétrica, ndo

negativa e tal que para toda funcao positiva e mondtona ¢

¢(lul)dz = [ ¢(w)dx
RN RN

Além disso,

/RN /RN (w(z) —w(y))’K(x — y)dzdy < /RN /RN(U(I) — u(y))*K (x — y)dwdy.

Demonstragao. Basta combinar o corolario anterior com a Observacao 5.1.6. ]
Corolario 5.1.13 Suponha que K satisfaca (K1), (K2), (K3) e
o (K,) Eziste ¢; > 0 tal que c; > K(z)]x|Nt%.

Entao para toda u € X (RY), existe w radialmente simétrica, nao negativa e tal que

para toda funcao positiva e mondtona ¢

¢(lul)dr = | p(w)dz
RN RN

Além disso

/N/RN ) —w(y))*K(z —y dwdy<A/RN/RN (Y))2K (x — y)dady

onde A = - e c € a constante que aparece em (K3).
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Demonstragao. Note que

C C1
[+ < K(z) < V2

Pelas Observacoes 5.1.5 e 5.1.6, temos

< K(x) < —2

|I|n+25 — — |x|N+2$'
Com esta ultima relacao e o Corolario 5.1.11, concluimos a prova deste corolario. m

Corolario 5.1.14 Para toda u € X (RY), existe w radialmente simétrica, nio nega-

tiva e tal que para toda funcdao positiva e mondtona ¢

¢(|ul)dr = | d(w)dz.
RN RN

Além disso

[ L s [ [ SR

Demonstragao. Faga K(x) = |z|""2* no Corolario 5.1.12. u
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Apéndice A
Sobre o Conjunto de Nehari

Neste apéndice, mostraremos as afirmacoes contidas na Observacao 2.3.1.

Seja K um nticleo de ordem s, com s > 3 e I : Xx(R?*) — R, dada por:

) = sluca + 5 [ Ve ;[ o [ P

onde V, ¢,, F e f sao definidas como no capitulo 2.

Definimos o conjunto de Nehari NV, associado a I, como sendo o conjunto

N ={u€ XkR?);u#0eI'(u)(u) =0}

Proposicao A.1 Para cada u # 0 em Xx(R3), existe um tnico t(u) > 0 tal que
t(w)u € N. Além disso,
I(t(u)u) = max I(tu).

t>0

Demonstracao. Seja u € H*(R™) ndo nulo, entao definindo g(t) = I(tu) temos

g/(t) = I'(tu) () = thuu] + ¢ [

RS

V(z)uidr +t* | ¢u’dr — / f(tu)udz.
R3 R3

Segue que ¢'(t) = 0 se e somente se,

e O AU A
3
R3 R3

|ul|* = [u,u] + /R3 V(z)u*dz.

onde

Note que
9(0) =0



Seja C' > 0 tal que C/
R
existe uma constante positiva M > 0 tal que F(s) > Cs* — Ms®. Assim, para todo

1 1
I(tu) < (= [ o¢uu®— C/ udr ) t* + M/ wdr + =||ul|* ) £
4 Jps R3 R3 2

Podemos concluir que g(t) < 0, para ¢ suficientemente grande. Mostraremos que para

1
utdr > Z/ puuidr. Por (A4) e (A6) (veja capitulo 2),
3 R3

t>0

t suficientemente pequeno, g(t) > 0. Para isto, seja € > 0 tal que — (61 ] < % Pelo
min( 5,a
Corolario 2.2.5 e (A5),
1 2 1 2
I(w) =glull"+5 [ ¢uu”— [ F(u)dx
2 4 R3 R3
1
> Sllell® = ellull; = Celull}
1 €
> Sllull® = ———|lull’* = C|lul” (A1)
min (57“)
1 €

=z ——— P2 ] ||u| %
2 min(@,a)

Conseguimos r > 0 tal que se ||u|| < r entdo I(u) > 0. Logo
g(t) >0

para t pequeno. Por continuidade de g, existe ty € R tal que g(tg) = maxeg g(t), ou

seja, I(tou) = max~g I (tu). Segue que
tou € N

Mostraremos agora, a unicidade. Pelo que vimos acima, t, satisfaz
2 2 f(tow)u 2
R3 0 R3

Logo, d(ty) > 0, onde

dt) f(tu)u

D dr — g buuid.

Por (A7), a fungao d também é crescente em ¢ > 0. Suponha que exista outro s > 0
tal que su € N. De I'(su)u = 0, terfamos que d(s) > 0. Veja que nao pode ocorrer
s < tg. De fato, no intervalo [s,+00) a funcao d é positiva e crescente, entao a fungdo
e(t) = t2d(t) é crescente em [s,+00). Em particular ||u||? = e(ty) # e(s) e portanto

su ¢ N. Se ocorresse s > tg, entdo por um raciocinio analogo terfamos que su ¢ N.

Portanto s = tp, ou seja, existe um tnico ¢(u) > 0 tal que t(u)u € N. u
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Proposicao A.2 Seja Cy definido por
= inf I(u).
Cw = jnf I(u)

Entao

Cy = c:=inf sup I(y(t))
€L (0,1

onde

= {y € C([0, 1], H*(R?));7(0) = 0; I(v(1)) < 0)}
Demonstracdo. Seja u € N. Pela Proposicao A.1, I(u) = max;so [(tu) > 0. Isto
implica que a constante Cy estd bem definida. Seja Cj; = inf, 2o sup,. [(tu). Note
que

Cy=Cy>c.

A primeira igualdade acima é imediata. Provaremos a desigualdade. Para isto, consi-
dere y(t) = tu. Existe M > 0 tal que I(y(M)) < 0. Além disso, o supremo de I((t))
é atingido em (0, M). Defina 3 : [0,1] — Xx(RY), dada por

B(t) =~ (%)

sup I(y(t)) = sup I(y(t)) = sup I((t)) = c.
t>0 te[0,M] te[0,1]

Observe que 8 € I'. Logo,

Tomando o infimo em u # 0, obtemos a desigualdade desejada. A seguir, provaremos

que Cy < c. Seja v € I'. Defina o conjunto
A={ue Xg(R®); I'(u)u >0}
Se u € A, entao
A1 (u) > 4l (w) — T (u)(u) = |Ju||* + /RS H(u)dx > 0.

Como I(7(1)) < 0, entao, para t suficientemente proximo de 1, temos v(t) ¢ A. Por
outro lado,

I'(u)(u) >0

para ||u|| suficientemente pequena. Como v(0) = 0 e I € C'(Xx(R?), temos também
pontos de ([0, 1]) em A. Pelo teorema da alfandega, existe pelo menos um ¢ € (0,1)
tal que v(t) € N. Ou seja,

>
max I (v(t)) = Cw
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Como v € I foi qualquer, temos

c>Cly.

De onde segue a igualdade entre as constantes.
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Apéndice B
Resultado Auxiliar

Fixe t € [—nﬁ%l, nﬁ] e defina

gi(s) = 2(ns — 1]t )2 = C(s — 1) (n?s — H20),
ondeneN,>1e

2(8 - 1)?

=2+ =5

1
Nosso objetivo é provar que ¢:(s) < 0 para todo s com |s| > n?-1. Primeiro

vamos provar alguns resultados sobre a seguinte funcao

q: R — R
t — —4ntP + Cn%t + C126-1

Lema B.1 Para todo t € [O,nﬁ] temos
q(t) >0
Demonstragao. Primeiro note que
¢ (t) = —4pnt® + Cn? + (28 — 1)C*F
A segunda derivada de g é dada por

¢"(t) =—4B8(8 — D)nt?2 42028 — 1)(B — 1)t¥73
— 172 (—4B(8 — D)n +20(28 — 1)(8 — 1)t* )



Defina
_ 4
- 2(28-1)C

m

entao

Afirmacao B.0.0.1 Afirmamos que 0 < m < 1.

De fato,
_ 21> _ 48-2 | 26°-4B+2
C=2+ 28—1  2B—1 + 28—1

_ 2p?

— 28-1
e portanto

_ 48
m 225-1)C
AB
1532

Isto completa a prova da afirmacao.

Afirmacao B.0.0.2 Com a mesma notagao do lema anterior
o ¢"((mn)71) = 0;
e ¢"(t) <0 em |0, (mn)ﬁ}
o ¢"(t) >0 em [(mn)7 7,071

De fato, note que ¢”(¢f) < 0 em [0, mnﬁ] se e somente se

—4B(B—1n+2C28 - 1)(B—-Dt* 1 <0

Equivalentemente
+2C(128 — 1)(B— Dt < 4B(B — 1)n
Equivalentemente
4p
7t < =

228 —nc M
ou seja

t< (mn)%l

1 1

Analogamente ¢”(t) > 0 em [(mn)?1,n%-1] e q”((mn)ﬂ%l) = 0. Isto conclui a prova
da afirmacao.
Da afirmacao B.0.0.2 temos que (mn)ﬁ ¢ um ponto de minimo de ¢’ em |0, n@%l]
¢[(mn)77] = —4Bmn? + Cn? + (28 — 1)C(nm)?
n?(—4pm + C + (28 — 1)C(m)?)
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Observe também que

C =2+ 2(8—1)%2  __ 48-2 1 2824842

25—-1 281 251
_ 28
= 251
e que
_ 48
m = 3ps-1nC
_ 4B
T ap?
-1
B
logo
—4fm + C + (26 - 1)Cm? = —4+ 25 +2
_ 2p?

pois, por hipétese 8 > 1. Portanto

1

¢'[(mn)7 1] = n?*(—4m + C + (28 — 1)C'm?) > 0.

Consequentemente temos para todo ¢ € |0, nﬁ] que

1

q(t) > ¢'[(mn)7T] > 0.

Isto prova o Lema B.1.

No que segue, vamos considerar

p: R — R
t s —dnt|t|’~ + Cn%t + Ct[t*B-D

e note que, para todo t > 0

e que se t < 0 entao

p(t) = —4nt|t|P~t 4+ Cn?t + Ct|t]*E-V
= —dnt(—t)P~1 4+ Cn?t + Ct(—t)2F~V
= 4n(—t)? — Cn?(—t) — C(—t)?~1
= —q(-1)
= —p(—t)
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_ 4(B-1)?
onde \ = T

Demonstracao. Pelo Lema B.1, para cada 0 < t < N1 temos

1 1

0= p(0) < p(t) < p(niT) = An*n71

1
Como p é impar, se 0 >t > ns-1 temos

Lema B.3 Fizet € [—n@%l,nﬁ] FEntao

1

e gi(—n71) <0

1

® i(n77) <0
Demonstragao. Nao é dificil provar que para todos z,y € R
2(x|z” = ylyl® ') = Cla — y) (a7 = yly? D) <0.

Na verdade, esta tltima desigualdade é equivalente ao Lema 3.1.5. Para = = nF e

y =t temos
2alal’! = ylyl* ) = Cla = y)(alalP-D - yly2E-D)
= 2(nn T — ]t = C(nT T — ) (nPnF T — tft25)
_1
= gt(nﬂ—l)‘
Analogamente, para x = —nﬁ%l ey =1 temos

2(alx|~ = yly|*)? = Cla — y) (x| 2D — yly 2D
1 1

= 2(n(—nFT) — tt[F1)? = C(—nF T — £)(n2(—nFT) — t)t[2FD)
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Teorema B.4 Fizet € [—nﬁ,nﬁ]. Entao,

gi(s) <0

1
para todo s com |s| > nF-1.

Demonstragao. Note que
g,(s) = 4n(ns — t|t|*~1) — C(n?s — t[t|*PV) — C(s — t)n?

= (4 — 2C)n%s — dnt|t|P~! + Ot[t|*P~Y + COtn?
= —An?s — dnt|t|P~! + Ct[t|*PY + Ctn?

i
]

Se s < —nB-1 entao

gi(s) = —=An%s+p(t)
> —A\nfs — AnZn AT
= Mn2(—s —ni)
> 0.

1
Portanto ¢;(s) é crescente em (—oo, —n?-1). Neste caso

g1(s) < gi(—nF1) <0

_1
Se porém s > ns-1 temos

gi(s) = —Xn%s+p(t)
< —A\n’s+ )\nznﬁ%

= M2(—s+n71) <0

1
Portanto g(s) é decrescente em (n7-1,4+00). Neste caso
1

g:(s) < gi(n71) <0.

1
Em qualquer caso, temos para todo |s| < n®-1 que

g:(s) <0.
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